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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 14. februara 2024

1.1 Predhovor

V réamci tohoto textu sa budeme obcas odkazovat aj na veci z minulého semestra. Takéto
odkazy budt oznacené napriklad ako veta I Casti oznacené hviezdickou st nepovinné
— doplnil som ich preto, ze by Vés niektoré z nich mohli zaujimat. V cviceniach hviezdicka
oznacCuje narocnejsie cvicenia a 4+ oznacuje nepovinné cvicenia (napriklad tie, ktoré sa tykaji
nepovinnych ¢asti).

Za opravy preklepov a chyb, by som chcel podakovat viacerym Studentom: Eduard Bat-
mendijn, Filip Hanes, Jakub Jursa, Lukas Jusko, Michal Klempa, Tomas Kovacovsky, Ivan
Labéath, Marek Manduch, Michal Sabo, Jakub Vano a vela dalsich.

1.2 Sylaby a literatura

Sylaby predmetu: Zaklady teérie grup - podgrupy, cyklické grupy, grupy permutacii, roz-
klad grupy podla podgrupy, faktorizacia, zdkladné vety o izomorfizmoch a homomorfizmoch.

Okruhy, idealy, maximéalne idedly a prvoidedly, vztah k poliam a oborom integrity pri fak-
torizacii. Euklidovské okruhy, okruhy hlavnych idedlov, gausovské okruhy. Teoria delitelnosti
a veta o rozklade na ireducibilné prvky. Okruhy polynémov, rozklad polynémov na ireduci-
bilné polynémy, (viacndsobné) korene polynémov, derivicia a Taylorov rozvoj polynémov.

Rozsirenia poli. RieSenie antickych problémov (duplicita kocky, trisekcia uhla, kvadratira
kruhu). Koneéné polia, klasifikicia koneénych poli, Sifrovanie RSA.

Literatura: Zékladnou literatirou pre tento kurz je [KGGS].



Kapitola 2

Grupy a podgrupy

2.1 Zakladné vlastnosti grap

Definiciu a zakladné vlastnosti grip sme sa naucili uz v minulom semestri, pre zopakovanie
vsak uvedme aspon strucny prehlad.

Definicia 2.1.1. Dvojicu (G, %), kde G je mnozina a x je bindrna operacia na G nazyvame
grupa, ak

(i) operacia * je asociativna

(Vg,h,k € G)g* (hxk)=(g=*h)=*k,

(i) operécia * mé neutrdlny prvok

(Jee G)Vge Glexg=gxe=g,

10 pre kaédy’ pI’VOk g < G eXistuje inverzny' pI‘VOk vzhladom na operéciu *

Ak je bindrna operacia * komutativna
(Vg,h € G)g*xh=h=xg,

hovorime o komutativnej grupe.

Ak plati len prva z podmienok definicie grupy, t.j. ak * je asociativna bindrna operacia
na mnozine G, tak dvojicu (G, *) nazyvame pologrupa. Ak navySe existuje neutrdlny prvok
pre operaciu *, tak (G, *) volame pologrupa s jednotkou alebo tiez monoid.

Casto oznacenie pre grupovii operaciu vynechdvame a piSeme ab namiesto a  b.

Asociativnost vlastne znamend, ze moézeme vynechavat zatvorky — pri lubovolnom uzat-
vorkovan{ dostaneme ten isty prvok. (V tvrdeni I{3.1.14] sme dokézali zovSeobecneny asocia-
tivny zdkon, ktory hovori, Ze zatvorky moézeme vynechdvat aj pri va¢som pocte prvkov.)

V grupe platia zakony o krateni

g*xhy =gx*hso = h1 = ho
hi*g=haxg = h1 = ha



6 Zakladné vlastnosti griap

Zo zakonov o krateni sa d4 odvodit jednoznac¢nost neutralneho prvku aj inverzného prvku-
Pre inverzny prvok v grupe plati

(g H =g
(gxh) P =h"1x

Vela prikladov grup pozname z minulého semestra.

Priklad 2.1.2. Priklady grap:

(V,+) kde V je lubovolny vektorovy priestor,

(F,4) a (F ~ {0}, ) pre Iubovolné pole (F,+,),

( ) ( ) ( ) ( )a (Q\{O}a)a (R\{O}V)v (C\{O}a)»

(Zn,@) prenEN n>2,

(Z, ~ {0}, ®) kde p je prvoéislo.

Prikladom nekomutativnej grupy je grupa S,, vsetkych permutacii n-prvkovej mnoziny s ope-
raciou skladania zobrazeni pre n > 3 (dloha I permutaciam sa budeme venovat aj tento

semester v Casti [2.5)).

Priklad 2.1.3. Mnozina C,, = {z € C;2™ = 1} s opericiou ndsobenia komplexnych ¢isel
tvori grupu. Asociativnost je zrejmd (zdedi sa z komplexnych &isel), 1 € C,, je neutralny
prvok. Takisto ak ™ =1 tak aj (%)” = wln = % =1, Cize % patri do C,,. Cislo % je inverzny
prvok k prvku .

Priklad 2.1.4. Ak (G,x¢) a (H,*g) su grupy, tak aj G x H s operéciou (a,b) x (a’,0') =
(axg a',bxy b') je grupa (uloha|2.1.2)).

Definicia 2.1.5. Grupu G x H z predchidzajuceho prikladu nazyvame priamy sidcin grip
G a H (alebo tiez direking sucin grup.)

Cvicenia

Uloha 2.1.1. Nech (G, %) je grupa a e je jej neutrdlny prvok. Dokéazte:
a)Txy=yrxr S arryxr lxy l=e.
b) Ak z xx = e pre vSetky x € G, tak G je komutativna.

Uloha 2.1.2. Overte, ze G x H spolu s operéaciou * definovanou v priklade tvori grupu
pre Iubovolné grupy (G, *g) a (H, ).

Uloha 2.1.3. Nech G je grupa, e je jej neutralny prvok a a,b € G. Ukézte, ze ak (ab)? =
tak aj (ba)? =

Uloha 2.1.4. Nech G je grupa s vlastnostou, ze pre lubovolné a, b, ¢, d, 2 € G plati implikicia
arb = cxd = ab = cd. (T4to vlastnost by sa dala nazvat  kritenie v strede®.) Dokézte, Ze
potom grupa G je komutativna.

Plati aj obratené tvrdenie? T.j. ak G je komutativna grupa, plati pre Tubovolné jej prvky
uvedena implikacia?

Uloha 2.1.5*. Nech x* je asociativna bindrna operdcia na mnozine G' # (). Nech pre kazdé
a,b € G maji rovnice a x x = b, y x a = b rieSenia v G. (Inymi slovami, pre kazdé a,b € G
existuji « € G ay € G také, Ze axx = b, y x a = b.) Dokézte, Ze (G, ) je grupa. (Hint:
Skiste zacat dékazom existencie lavého a pravého neutrdlneho prvku.)
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Uloha 2.1.6. Nech (G, ") je grupa a P(G) je systém vietkych podmnozin G. Dokézte, Ze
operécia - na mnozine P(G) dand predpisom

A-B={a-bja,be G}
je asociativna. Tvorl P(G) \ {0} s touto operaciou grupu?

Uloha 2.1.7*. Kazd4 koneéné grupa s parnym poétom prvkov obsahuje prvok z taky, Ze
1

x=a""
Uloha 2.1.8. Nech G = (Q x Q ~ {(0,0)}). Definujme na tejto mnozine binarnu operaciu
* predpisom (a,b) * (¢,d) = (ac + 2bd, ad + be). Je to skutoéne bindrna operécia? Je (G, )
grupa? Je to komutativna grupa?

Uloha 2.1.9. Uvazujme funkcie f;: R ~ {0,1} — R ~ {0,1} definované ako fi(z) = z,
fa(x) = 1/z, f3(x) =1—x, fa(z) =1/(1—x), fs5(z) = (x—1)/z, fe(x) = z/(z—1). Dokazte,

7e G ={f1, fa, f3, fa, [5, fo} s operdciou skladania zobrazeni tvor{ grupu.

Uloha 2.1.10*. Nech G je grupa a a,b € G. Nech pre tieto prvky platia rovnosti aba = ba2b,
a® = e a pre nejaké n € N plat{ b*>"~! = e. Dokézte, 7e b = e. (Hint vedeli by ste ukazat
ab® = b%a? D4 sa to dalej pouzit na dokaz, Ze pre tieto prvky plati ab = ba?)

Uloha 2.1.11*. Nech * je asociativna operacia na konecnej neprazdnej mnozine M. Ukézte,
7e existuje prvok x € M taky, ze z x x = x.

2.2 Podgrupy

Pojem podgrupy, ktory teraz zadefinujeme, predstavuje podmnozinu nejakej grupy, ktord
s tou istou operaciou opat tvori grupu. Je to do istej miery analdgia pojmu podpriestoru
vektorového priestoru, s ktorym sme sa zoznamili v minulom semestri.

Definicia 2.2.1. Nech (G, *) je grupa a H C G je lubovolna podmnozina G. Hovorime, Ze
H je podgrupa grupy G, ak H s bindrnou operaciou * zizenou na podmnozinu H tvori grupu.
Budeme pouzivat oznacenie H < G, pripadne (H, x) < (G, ).

Pod zizZenim operécie na podmnozinu rozumieme operdciu dani predpisom
hixg ha = hy *g ha

pre Iubovolné hy, hy € H. (Kvdli zrozumitelnosti sme tu pouzili rozli¢né oznacenie pre ope-
raciu na grupe G a jej podgrupe H, dalej vSak budeme pouzivat rovnaké oznacenie pre obe
operécie.)

Poznamka 2.2.2. Dolezité je vSimnuf si, ze definicia podgrupy zahfna aj poziadavku, aby
zzenie operacie *x na podmnozinu H bola binarna operacia na H. To znamend, ze mnozina
H je uzavreta vzhladom na operaciu *, ¢ize

hl,hQEHéhl*hQGH.

Pretoze kazda grupa musi obsahovat neutrdlny prvok, priamo z definicie vyplyva, Ze
H+0.

7 toho, Zze podgrupa mé rovnako definovani grupovi operaciu vyplyva, Ze aj inverzné
prvky a neutrdlny prvok st v podgrupe rovnaké ako v celej grupe.
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Lema 2.2.3. Nech (G, %) je grupa a H je jej podgrupa.

(i) Ak eq je neutrdlny prvok grupy H a eq je neutrdlny prvok grupy G, tak ey = eq.
(Z toho Specidlne vypljva eq € H, teda kaZdd podgrupa musi obsahovat neutrdlny prvok.)

(ii) Ak a € H, b je inverznyg prvok k a v G a ¢ je inverzng prvok k a v H, tak b = c.
Dokaz. Z toho, Ze eg je neutralny prvok grupy G dostaneme
eg ey =eq.
Sucasne plati
e ey =eqy

lebo ey je neutralny prvok grupy H. Dostdavame teda rovnost
eg *xeyg = eég xeg

a zo zékona o kraten{ (v grupe G) potom vyplyva eq = epq.

Opét vyuzijeme zakon o krateni. Z prvej casti vieme, ze eq = epy, oznacme teda
neutralny prvok oboch grip ako e := eg = ey. Ak b je inverzny prvok k a v grupe G, tak
a * b = e. Podobne, z toho, ze c je inverzny prvok k a v .H mame a * ¢ = e. Z rovnosti

axb=axc
vyplyva b = c. O

Priklad 2.2.4. (Q,+) je podgrupa grupy (R,+), lebo operdcia + na Q funguje rovnako
ako sCitovanie redlnych ¢isel. Podobne (Z, +) je podgrupa (Q,+) a (R, +) je podgrupa grupy
(C, +).

Podobne ako pri vektorovych priestoroch, aj pri podgrupach mame pomerne jednoduché
kritérium na zistenie, ¢i nejakd podmnozina tvori podgrupu danej grupy.

Veta 2.2.5 (Kritérium podgrupy). Nech (G,x) je grupa a H C G, H # (. Nasledujice
podmienky su ekvivalentné

(i) H je podgrupa grupy G;

(ii) mnoZina H je uzavretd vzhladom na operdciu * a na tvorenie inverznijch prokov v G,
cize plati (pre lubovolné a,b € H)

a,be H =axbe H
acH=a'eH

(iii) pre lubovolné a,b € H plati aja= ' +xbe H

Dokaz. = : Uzavretost mnoziny H vzhladom na operaciu * vyplyva z toho, ze ziizenie
operécie * na H je bindrna operdcia na podmnozine H (poznidmka . Dalej z lemy
vieme, ze inverzné prvky v H st rovnaké ako v G. Preto inverzny prvok k Tubovolnému a € H
(v grupe G) musi patrit do H (je to inverzny prvok k a v grupe H).

i) = : Ak a,b € H tak aj a=! € H (na zaklade druhej z dvoch podmienok uvedenych
), na zéklade prvej podmienky (pouZitej pre a~! a b) potom dostaneme a~' xb € H.
(iii) = ({ii): Pretoze H je neprazdna mnozina, existuje aspoi jeden prvok x € H. Pouzitim
pre b = a = x dostaneme x~! * x = e € H. Majme teraz lubovolné a,b € H. 7Z (i) pre
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prvky a a e dostaneme o~ ! xe = a~! € H. Ak teraz pouzijeme ti isti podmienku pre a=! a
b, dostaneme (a=')~! xb=a b € H. Obe implikicie z (i) st teda splnené.

= : Méme dokézat, ze H so zlzenou operdciou  splita podmienky z definicie
grupy. Uzavretost na operaciu * znamend, ze zUzenie operdicie * je bindrna operacia na H
(pozndmka . Asociativnost sa automaticky zdedi z grupy G (pozri poznamku I.
Dalej by sme mali ukazat, ze e € H. Pouzijeme podobny postup, ako v predchadzajicej casti
dokazu. Kedze H # (), existuje nejaky prvok a € H a z mame a~! xa = e € H. Zostéava
nam dokazat, ze kazdy prvok ma v H inverzny prvok. Z predchadzajicej lemy vsak vieme,
ze inverzné prvky v G a v H st rovnaké a druhé cast podmienky hovori, ze podmnozina
H je uzavretd vzhladom na inverzné prvky. O

Pri pouziti kritéria podgrupy potrebujeme overit aj to, ze podmnozina H je neprazdna.
Pretoze kazdd podgrupa musi obsahovat neutralny prvok, je ¢asto najjednoduchsie zacat
overenim, ¢i ho dand podmnozina H naozaj obsahuje. (Ak zistime, 7e e € H, tak H # ()
a mozeme pouzit kritérium podgrupy. V opac¢nom pripade H nemdze byt podgrupa, takze
dalsie podmienky uz nemusime overovat.)

Poznamka 2.2.6. V skutocnosti ak je mnozina H konec¢na, je mozné uvedené kritérium este
o Cosi zjednodusit — staci overovat podmienku a,b € H = axb € H. Tento fakt dokazeme
o nie¢o neskor v dosledku [2.4.5]

Poznamka 2.2.7. Kritérium podgrupy nam déva inti moznost ako dokazaft, ze nejaka mno-
zina so zadanou binarnou operaciou tvori grupu. Pre konzistentnost s uvedenym tvrdenim,
ozna¢me nasu mnozinu H a bindrnu operédciu *. Chceme overit, Ze (H, %) je grupa.

Kritérium podgrupy mézeme vyuzit v situdcii, ked ide o zizenie nejakej bindrnej operacie
na vac¢sej mnozine G, o ktorej sme uz ukazali, Ze tvori grupu. Namiesto toho, aby sme overovali
pre H podmienky z definicie grupy, staéi ndm overit, ze H spliia kritérium podgrupy.

Priklad 2.2.8. Ak (G,x) je grupa, tak G je podgrupa grupy G. Ak e je neutrdlny prvok
grupy G, tak {e} je podgrupa grupy G. Cize kazda grupa obsahuje dve podgrupy — celi
grupu G a jednoprvkovi podgrupu {e} obsahujicu len neutrdlny prvok.

Uvedieme teraz dva priklady podgrip grupy (C ~ {0},-).

Priklad 2.2.9. Oznacme S = {x € C; |z| = 1}. Mnozina S tvori podgrupu grupy (C~. {0}, ).
Skutocne:

Plati 1 € S, teda S je neprazdna.

Ak 2,y € S, znamend to |z| = |y| = 1. Potom |zy| = |z| - |y| = 1, teda aj zy € S.

Ak x € S, ¢ize || =1, tak |1| = ﬁ =1, cize L € 5.

Priklad 2.2.10. Podmnoziny R ~\ {0}, Q ~ {0} st podgrupy grupy (C ~ {0},-). Stadi si
uvedomit, Ze podiel dvoch nenulovych redlnych (raciondlnych) ¢isel je opét redlne (raciondlne)
¢islo.

Priklad 2.2.11. PodmnoZina RT je podgrupa grupy (R~{0},). Vyplyva to z toho, Ze podiel
dvoch kladnych cisel je opat kladné cislo.

Kritérium podgrupy moézeme vyuzit na dokaz nasledujicej jednoduchej lemy ako aj do-
lezitého tvrdenia [2.2.13| o prieniku podgrup.

Lema 2.2.12. Nech (G,x*) je grupa. Potom
(i) Ak K C HCG a K, H si podgrupy G, tak K je podgrupa H.
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(ii) Ak H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak K je aj podgrupa G.
Doékaz. Cvicenie. O

Tvrdenie 2.2.13. Nech (G, *) je grupa a H; je podgrupa grupy G pre kazdé i € I. Potom
prienik tjchto podgrip
H:=(\H

i€l
je opdt podgrupa grupy G.

Doékaz. Potrebujeme ukézat, ze H # 0 a H spliia podmienku z vety

Pretoze e € H; pre vSetky podgrupy H;, neutrdlny prvok e lezi aj v ich prieniku, a teda
H # 0.

Nech teraz a,b € H. To znamena, ze a,b € H; pre kazdé i € 1. Z kritéria podgrupy potom
dostaneme a~! x b € H;. Pretoze tento prvok patri do kazdej z mnozin H; pre i € I, patri aj
do ich prieniku, ¢ize a= ! xb € H = (| H;. O

iel
Priklad 2.2.14. UZ sme videli, ze S = {z € C;|z| = 1}, R \ {0} aj RT st podgrupy grupy
(C \ {0},-). MoZeme si vsimnut, ze SN (R~ {0}) = {£1} aj SNRT = {1} st podgrupy
(C~ {0}, ).

Priamo z tvrdenia [2.2.13| dostaneme nasledujtci dolezity dosledok.

Désledok 2.2.15. Ak (G, ) je grupa a A C G je lubovolnd podmnoZina G, tak prienik vset-
kych podgrip obsahujicich mnozinu A je tieZ podgrupa G. Tito podgrupu nazjvame podgrupa
generovand podmnozinou A a oznacujeme [A]. Ak [A] = G, hovorime, Ze grupa G je genero-
vand podmnoZinou A (alebo tiez, Ze A generuje G). V pripade, Ze A = {a} je jednoprvkovd
mnozina, tak namiesto [{a}] budeme pouZivat oznadenie [a] a hovorime o podgrupe genero-
vanej prvkom a.

Definiciu podgrupy generovanej mnozinou A méZzeme strucéne zapisat ako
[A] = ﬂ{H CG;H DA N H je podgrupa G}. (2.1)

Poznamka 2.2.16. Podgrupa generovand mnozinou A je najmensia (vzhladom na inkla-
ziu) podgrupa grupy G, ktord obsahuje A. Pod pojmom ,najmensia vzhladom na inkltziu*
rozumieme to, ze pre lubovolni podgrupu H, ktord obsahuje A plati [A] C H. Inak pove-
dané, je to najmensi prvok mnoziny tych podgrip, ktoré obsahuja A, vzhladom na ¢iastocné
usporiadanie C na tejto mnozine

7 toho, ¢o sme doteraz uviedli o podgrupe generovanej nejakou mnozinou je zrejmé ana-
l6gia s pojmom vektorového podpriestoru generovaného nejakou mnozinou vektorov.

S tymto pojmom sa este stretneme, podrobnejsie sa budeme venovat najmé podgrupam
generovanym jedinym prvkom. Zatial uvedme aspon jeden jednoduchy priklad.

Priklad 2.2.17. Uvazujme grupu (R, +). Potom podgrupa generovand prvkom 1 je Z, ¢ize
Z=11].

Aby sme videli, ze Z C [1], sta¢i si vSimnit, ze ked nejakd podgrupa (R,+) obsahuje
1, musi obsahovat aj 2 = 1+ 1, 3 = 2 + 1 atd. Indukciou moézeme dokézat, ze obsahuje
vsetky prirodzené c¢isla. Samozrejme, ako kazda podgrupa, obsahuje aj neutralny prvok 0

IS pojmom ¢iastoéné usporiadanie a najmensi prvok ste sa pravedpodobne u# stretli alebo este stretnete
na inych prednaskach, pozri |[OS].

10



KAPITOLA 2. GRUPY A PODGRUPY 11

a z uzavretosti na inverzné prvky vyplyva, ze musi obsahovat aj vSetky zaporné celé éisla.
Takze podgrupa [1] urlite obsahuje vSetky prvky mnoziny Z.

Na druhej strane, Z je podgrupa (R, +), ktord obsahuje ¢islo 1. Takze je jednou z podgrip
vystupujtcich v prieniku , z ¢oho vyplyva [1] C Z.

Takmer rovnakym spdsobom by sa dalo ukézat, Ze aj [—1] = Z.

Pomerne lahko sa moZete presvedéit aj o tom, Ze [{2,3}] = Z (tloha [2.2.12).

Priklad 2.2.18. Pozrime sa teraz na 6-prvkovi grupu Zs x Zs. (Usporiadané dvojice, kde na
prvej stradnici sé¢itujeme modulo 2 a na druhej stiradnici stiradnici modulo 3 - pozri definiciu
2.1.5)).

V tomto pripade (ako ¢itatel Tahko overi) plati napriklad:
(1,0)] = Zs x {0};
(0.1)] = {0} x Zs:
(1,1)] = Zy x Z3, kedZe pomocou prvku (1, 1) postupne dostaneme prvky (0, 2), (1,0), (0,1),

Priklad 2.2.19. Inym prikladom by bola podgrupa H = [{1,/2}] grupy (R, +). T.j. H je
najmensia podmnozina mnoziny R, ktora obsahuje ¢fsla 1 a v/2 a je uzavretd na sicet aj na
opacné prvky. Pomerne lahko sa dé overit, ze

H={a+b/2;a,beZ}.
O trochu naroc¢nejsie je ukazat, ze tato grupa nie je cyklicka; t.j. neda sa v nej najst generator
(tiloha [2.2.18}).
Cvicenia
Uloha 2.2.1. Dokéite lemu [2.2.12]
Uloha 2.2.2. Néjdite vietky podgrupy (Zg, ®).

Uloha 2.2.3. Dokézte, Zze matice typu n x n, ktorych determinant je rovny 1, s operéciou
nasobenia matic tvoria grupu.

Uloha 2.2.4. Dokéazte: Ak H je podgrupa grupy (G,-) tak H> = H - H = H.
Uloha 2.2.5. Ak A, B,C st podgrupy G a C C AU B, tak C C A alebo C C B.

Uloha 2.2.6. Tvoria pri s¢itovani/ndsobeni matic grupu Stvorcové matice n x n, ktoré su:
symetrické, antisymetrické, diagonalne, reguldrne, horné trojuholnikové. . .

Uloha 2.2.7. N4jdite priklad nekone¢nej grupy, ktord obsahuje netrividlnu koneént podg-
rupu. (Pod netrividlnou podgrupou tu rozumieme podgrupu, ktord mé viac ako jeden prvok.)

Uloha 2.2.8. Matice typu n x n, ktoré v kazdom riadku a kazdom stipci maju prave jednu
jednotku a ostatné prvky st nulové, s operdciou nasobenia matic tvoria grupu. (Hint: Stvisia
tieto matice nejako s permutdciami? Akym linedrnym zobrazeniam zodpovedaji?)

Uloha 2.2.9. Ukéite, 7e H = {%;m,n st neparne} je podgrupa grupy (Q ~ {0},).

Uloha 2.2.10. N&jdite vetky podgrupy grupy Zs x Z, a vetky podgrupy grupy Z, (v oboch
pripadoch opericia @). Maju tieto grupy rovnaky pocet dvojprvkovych podgrip? (Z toho,
¢o sa naucime v dalsej podkapitole sa na zaklade tejto tivahy bude dat zdovodnit, ze tieto
dve grupy nie s izomorfné.)

11



12 Homomorfizmy grap

Uloha 2.2.11. Je mnozina H = {lna;a € Q,a > 0} podgrupou grupy (R,+)?

Uloha 2.2.12. Budeme pracovat v grupe (R, +).

a) Dokazte, ze [{2,3}] = Z;

b) Dokézte, ze [{1,v2}] = {a + bv/2;a,b € Z}.

c¢*) Je mozné podgrupu [{1,/2}] generovat jedinym prvkom? (V terminolégii, ktori zave-
dieme v ¢asti [2.4] sa d4 tato otdzka sformulovat takto: Je podgrupa [{1,+/2}] cyklicka?)

Uloha 2.2.13. Dokéite, alebo vyvratte: Ak H; je podgrupa Gy a Hs je podgrupa G, tak
H, x Hs je podgrupa G1 X Gs.

Uloha 2.2.14. Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukéite, ze gHg ! = {ghg=1;h €
H} je podgrupa grupy G.

Uloha 2.2.15. Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Je aj kazda podgrupa grupy
(V,+) podpriestorom priestoru V? Ako je to s vektorovymi priestormi nad polom Z,?

Uloha 2.2.16. Nech H je vlastna podgrupa grupy G (t.j. H # G). Dokéaite, ze [G —H] = G.

Uloha 2.2.17. Nech A, B st podgrupy grupy G. Dokéite, ze AB je podgrupa G prave
vtedy, ked AB = BA.

Uloha 2.2.18*. Ukaite, ze podgrupa H grupy (R,+) vygenerovanid prvkami 1 a /2 je
presne H = {a + b\/2;a,b € Z}. Ukéite, 7e tito grupa nie je cyklickd, t.j. neexistuje prvok
h € H, pre ktory by platilo H = [h] = {kh; k € Z}.

2.3 Homomorfizmy grip

Pri vektorovych priestoroch boli dolezité linearne zobrazenia — zobrazenia zachovavajice ope-
racie urcujice vektorovy priestor. Podobne aj pri stadiu grip su uzito¢né zobrazenia medzi
grupami, ktoré zachovavaji grupové operéacie. Takéto zobrazenia volame homomorfizmy. E|

Definicia 2.3.1. Nech (G, o), (H, *) sa grupy. Potom zobrazenie f: G — H je homomorfiz-
mus, ak

flg1092) = f(g1) * f(g2)
plati pre lubovolné g1, go € G.

Na oznacenie homomorfizmu budeme niekedy pouzivat strucnejsi zépis f: (G,0) — (H, *)
(t.j. tymto zapisom stcasne popiseme ako oznacujeme homomorfizmus a aj ako oznacujeme
grupové operécie.)

Skor nez si tento pojem ilustrujeme na prikladoch, dokazeme si dve jednoduché vlastnosti,
ktoré musi kazdy homomorfizmus spiiiat.

Veta 2.3.2. Nech (G,0), (H,x) st grupy a f: G — H je homomorfizmus. Oznacme dalej
eg neutrdalny prvok grupy G a eg neutrdlny prvok grupy H. (Inverzné prvky budeme v oboch
pripadoch oznacovat pomocou horného indexu —1 ako obuykle.) Potom plati:

(i) fleg) = ey (teda homomorfizmus musi zobrazit neutrdlny prvok na neutrdlny prvok);

(i) f(a™') = (f(a))~! (teda homomorfizmy zachovdvaji aj inverzné prvky).

2Kedze pojem homomorfizmu sa definuje aj pre iné struktiry nez st grupy, niekedy sa pouziva aj termin
grupovy homomorfizmus.
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KAPITOLA 2. GRUPY A PODGRUPY 13

Doékaz. Pretoze
flec) = fleg oec) = flec) * flea),

dostavame rovnost f(eq) xey = f(eq) = f(eq) * f(eq). Zo zdkona o krateni (pouzitého pre
grupu H) potom dostaneme f(eq) = ep.
Z definicie homomorfizmu tentokrat mame

fla™)# fla) = fla o a) = flea) L en,

teda f(a™!) x f(a) = (f(a))™! * f(a) a opét staéi pouZit zdkon o krdteni, aby sme dostali
fla™) = (f(a)~". O

Priklad 2.3.3. Ak (G,«) a (H,o) st Iubovolné grupy, tak f: G — H urfené predpisom
f(g) = eq pre vietky g € G je homomorfizmus.
Zobrazenie idg: G — G je homomorfizmus pre kazdu grupu (G, *).

Priklad 2.3.4. Uvazujme zobrazenie
f: (R, +) = (RT, ), fraxe et
Priamo z vlastnosti exponencialnej funkcie vyplyva, ze f je homomorfizmus
flaty)=e"=e"-e" = f(z)- f(y)
Priklad 2.3.5. Definujme
g: (R,+) = (S,), g: @ — e = cosp +isinp,

kde S = {z € C; |z| = 1} je grupa z prikladu (Zapis €' budeme chapat jednoducho ako
skratku zapisu cos ¢ + isin . Ide o tzv. goniometricky a exponencidlny tvar komplexného

¢éisla, pozri podkapitolu I)
Fakt, Ze ide o homomorfizmus vyplyva z Moivrovej vety I{B.2.3] ktord hovori, ze pri
nésobeni komplexnych ¢isel sa uhly séituji (a absolitne hodnoty sa nésobia).

g(p1+p2) = (cos(p1+pa2)+isin(p1+pz2)) = (cos p1+isin 1) (cos pa+isinwz) = g(p1)-g(w2)

Priklad 2.3.6. Homomorfizmus z predchadzajiceho prikladu teraz trochu zmodifikujeme.
Budeme pracovat s grupou ({0, 27), +), v ktorej je s¢itovanie definované modulo 27. For-
malne moézeme operaciu + definovat ako

a+ﬂ=27r{a+6},
2w

kde {z} oznacuje desatinni ¢ast ¢isla z. (Vyznam znamienka + na pravej strane predstavuje

sCitovanie redlnych cisel, zatialco na Tavej strane je operacia, ktord definujeme. Na to ste si

vSak uz pravedpodobne zvykli, Ze niekedy ozna¢ujeme rozne veci rovnakym symbolom.)
Potom dostdavame homomorfizmus

h: ((0,27),4) — (S,-), h: @ €' = cosp + ising.

(Je to naozaj homomorfizmus, lebo zmena uhla ¢ o nejaky nasobok 27 neovplyvn{ hodnotu
¢isla cos p + isin . Vysledok je teda rovnaky ako pri pouziti homomorfizmu z predchédza-
jaceho prikladu. Tento homomorfizmus je navySe bijektivny.)

13



14 Homomorfizmy grap

Priklad 2.3.7. Nech n € N, n > 2. Zobrazenie f: (Z,+) = (Z,,®) dané predpisom
f(k) = kmod n

je homomorfizmus. (Rovnost f(k +1) = f(k) ® f(I) vyplyva z toho, Ze dostaneme rovnaky
vysledok ked dve ¢isla s¢itame a potom urobime zvysok po deleni n a ked to urobime v ob-
ratenom poradi.)

Pripomenme, ¢o rozumieme pod obrazom a vzorom mnoziny v danom zobrazeni.

Definicia 2.3.8. Nech f: X - Y, ACX, BCY.
Potom obraz mnozZiny A v zobrazeni f je

flA] ={f(a);a € A}
a vzor mnoziny B v zobrazeni f je

f7H(B) ={a € A; f(a) € B}.

V pripade, ze B = {b}, t.j. Ze mnozina B je jednoprvkova, pouzivame niekedy struc¢nejsie
oznacenie f~1(b) namiesto f~1({b}). (Hoci niekedy by sa mohlo toto oznacenie pliest s ozna-
Cenim pre obraz prvku b v inverznej funkcii, z kontextu snad vzdy bude jasné, ¢o mame na
mysli.)

Vsimnime si, Ze f[A] je podmnoZina mnoziny Y a pre y € Y plati
y € fl[A] & (3a € A)y = f(a).
Mnozina f~1(B) je zasa podmnoZinou mnoziny X a pre z € X mame
re f~YB) < f(x) € B.
Tvrdenie 2.3.9. Nech (G,0), (H,*) si grupy a f: G — H je homomorfizmus.
(i) Ak G’ je podgrupa grupy G, tak aj jej obraz f[|G'] je podgrupa grupy H.
(i) Ak H' je podgrupa grupy H, tak aj jej vzor f~1(H') je podgrupa grupy G.

Dokaz. V oboch pripadoch pouzijeme kritérium podgrupy.

Pretoze e € G, z vety 2.3.2 méme f(eq) = ey € f[G'], a teda f[G'] # 0.

Nech a,b € f[G']. To znamend, Ze existuju a1,b; € G’ také, ze f(a1) = a a f(by) = 0.
Potom dostavame

flaytby) = fla) ™ f(by) = a™'b.

Pretoze G’ je podgrupa, mame a; *by € G/, a teda a~'b = f(a7'b1) € f[G].

Opit sa lahko ukaze, 7e eq € f~1(H'), teda tato podmnozina je neprazdna.

Ak a,b € f~1(H’), znamen4 to, ze f(a), f(b) € H'. Potom

fla™'b) = f(a™)f(b) = fa)7' f(b) € H',

lebo H' je podgrupa. Zistili sme, ze a='b € f~1(H'), teda f~'(H') vyhovuje podmienke
z kritéria podgrupy. O

14



KAPITOLA 2. GRUPY A PODGRUPY 15

Désledok 2.3.10. Nech (G,o), (H,*) st grupy a f: G — H je homomorfizmus. Potom
jadro

Kerf ={g € G;f(g9) =en}
je podgrupa grupy G a
Im f ={f(9);9 € G}
je podgrupa grupy H.
Dékaz. Vyplyva z toho, ze {ex} je podgrupa grupy H a G je podgrupa grupy G. O

Definicia 2.3.11. Nech (G, 0), (H, ) st grupy. Ak f: G — H je bijektivny homomorfizmus,
hovorime, Ze f je izomorfizmus alebo tiez, ze grupy G a H su izomorfné (oznac¢ujeme G = H).

Opét, podobne ako v pripade vektorovych priestorov, existencia izomorfizmu znamena, ze
grupy G a H st v podstate rovnaké, len ich prvky st inak pomenované. Bijektivne zobrazenie
f je ,slovnikom“, ktory preklada medzi tymito dvoma pomenovaniami.

Lema 2.3.12. Nech (G,x), (H,o), (K,®) st grupy.

(i) Ak f: G — H je izomorfizmus, tak aj f~': H — G je izomorfizmus.

(ii) Ak f: G — H a g: H — K si homomorfizmy, tak aj go f: G — K je homomorfizmus.
(iii) Ak f: G — H a g: H— K si izomorfizmy, tak aj go f: G — K je izomorfizmus.

Dokaz. : Nech a,b € H. Pretoze f je surjekcia, existuji ai,b1 € G také, ze f(a1) = aq,
f(by) = b. Z definicie homomorfizmu potom méme

aob= f(ar)o f(b1) = f(a1*b1).

Potom priamo z definicie inverzného zobrazenia vyplyva
fHaob) =arxby = f~ (a)* (D).
: Ak a,b € G, dvojndsobnym pouzitim definicie homomorfizmu dostaneme
9(f(axb)) = g(f(a) o f(b)) = g(f(a)) © g(f (b))

(iiii]): Podla je zlozenie homomorfizmov opéat homomorfizmus. Stic¢asne vieme (tvrdenie
142.2.13)), Ze zloZenie bijekcii je bijekcia. O

7 predchadzajtcej lemy vidime, ze:
a) ak grupa G je izomorfnd s grupou H, tak aj H je izomorfnd s G,
b) ak G je izomorfnd s H a H je izomorfnd s K, tak aj grupy G a K su izomorfné.
Ak si navySe uvedomime, ze kazda grupa je izomorfnd sama so sebou (identické zobrazenie
idg: G — G je izomorfizmus), tak vidime, Ze vztah byt izomorfny“ mé podobné vlastnosti
ako relacia ekvivalencie.

Priklad 2.3.13. Zobrazenie f: (R,+) — (R™,), f(z) = €, z prikladu [2.3.4 je izomorfiz-
mus. Aby sme videli, Ze f je bijekcia, staci si vSimnuit, Ze zobrazenie f~!: Rt — R dané
predpisom f~1(x) = Inx je inverzné k zobrazeniu f. (Podla predchadzajicej lemy je teda aj
toto zobrazenie homomorfizmom.)
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16 Homomorfizmy grap

Priklad 2.3.14. Homomorfizmus h(p) = ¥ = cos p + isinp, h: ((0,27),+) — (S, ), z pri-
kladu je tieZ izomorfizmom.

Aby sme videli, Ze h je bijekcia, staci si uvedomit, ze prvky grupy S predstavuja body
jednotkovej kruznice a kazdy bod na jednotkovej kruznici je jednoznacne urceny uhlom z in-
tervalu (0, 27), ktory sa nan zobraz{ zobrazenim g.

Aj surjektivne a injektivne homomorfizmy maji niektoré zaujimavé vlastnosti, preto sa
nam v budicnosti bude hodit nasledovna terminolégia.

Definicia 2.3.15. Nech f: (G, *) — (H, o) je homomorfizmus. Ak f je injektivne zobrazenie,
tak hovorime, Ze f je monomorfizmus. Ak f je surjektivne zobrazenie, tak hovorime, zZe f je
eptmorfizmus.

Hovorime, ze grupa (H,o) je homomorfng obraz grupy (G, *), ak existuje epimorfizmus
f:(G,%) — (H,o).

Videli sme napriklad, ze pre kazdé n € N je (Z,,®) homomorfny obraz grupy (Z,+)
(priklad [2.3.7)), grupa (S, -) je homomorfny obraz grupy (R, +) (priklad [2.3.4)).

Cvicenia

Uloha 2.3.1. Zistite, ¢ st grupy G a H izomorfné:

a) G= (R ~N {0}7 ) X (R ~N {0}7 ')a H= ((C N {0}7 )

b) G = (Z¢,®), H = (Za x Z3,D)

C) G = (R\ {0}7')’ H = (Q N {0}")

d) G = (Z x Za,+), H = (Z,+) (Sc¢itovanie v Z X Zs chdpeme tak, Ze na prvej stradnici
pouzivame obvyklé scitovanie a na druhej scitujeme modulo 2, t.j. tak ako sme definovali
priamy stGéin grap.)

Uloha 2.3.2. Zistite, ¢i st grupy G a H izomorfné a & je grupa H homomorfnym obrazom
grupy G. Svoju odpoved zdovodnite!
a) G=(R,+) x (R,+), H = (C,+)

b) G=(Q,+), H=(R,+)

c) G=(Q+), H=(Q",)

d) G =(C~A{0},-), H=(R~{0},)
e) G = (Qa+)7 H= (Q ~N {0}7)

Uloha 2.3.3. Zistite, ¢ st grupy G a H izomorfné a & je niektora z nich homomorfnym
obrazom druhej. Svoju odpoved zddévodnite!

a) G=(R,+), H=(RT,")

b) G = (R N {O}a ')7 H= (R+7 )

C) G = (Z4,@), H = (ZQ X ZQ,@)

d) G = (Za+)7 H = (Zﬂ +) X (Zv+)

Uloha 2.3.4. Nech (G, o) je grupa. Je zobrazenie g — g~ ' izomorfizmus z G na G? Ak nie,
vedeli by ste definovat binarnu operaciu * na G, tak, aby toto zobrazenie bol izomorfizmus

grip (G,o) a (G, *)? Je uvedené zobrazenie izomorfizmom, ak G je komutativna?

Uloha 2.3.5. Nech (G, %) je Iubovolnd grupa. Dokézte, Ze zobrazenie g — ¢ * g je homo-
morfizmus z G do G prave vtedy, ked G je komutativna.

Uloha 2.3.6. a) Dokazte, 7e R x R~ {(0,0)} s operaciou * definovanou ako (a,b) * (c,d) =
(ac — bd, ad + be) tvori grupu.

16



KAPITOLA 2. GRUPY A PODGRUPY 17

b) Dokézte, ze vSetky nenulové matice tvaru (fb 2) tvoria s ndsobenim matic grupu. (Hint

k obom castiam tlohy: Mozno vam pomdze najst jednoduchsie riesenie to, ze tato dloha je
v ¢asti o homomorfizmoch.)

Uloha 2.3.7. Nech f: G — H je homomorfizmus grip. Dokézte:
a) Zobrazenie f je surjektivne préve vtedy, ked Im f = H.
b) Zobrazenie g je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {e}.

Uloha 2.3.8. Majme dané grupy Gy, Go a definujme zobrazenia p1: G1 x Go — G; a
P2 G1 X G2 — G2 ako

pl(xvy) =,
p2(z,y) = y.

Dokazte, ze p; aj p2 su surjektivne homomorfizmy.

Uloha 2.3.9. Nech fi: G — Hi a fy: G — Hy st homomorfizmy grip. Potom aj zobrazenie
f: G — Hy x Hy dané predpisom f(z,y) = (g(z), h(y)) je homomorfizmus.

Uloha 2.3.10. Nech g: G — G a h: H — H’ st homomorfizmy grip. Potom aj zobrazenie
f: G x H— G x H" dané predpisom f(z,y) = (g(z), h(y)) je homomorfizmus. Ak g a h st
izomorfizmy (surjektivne homomorfizmy/injektivne homomorfizmy), tak f je izomorfizmus
(surjektivny homomorfizmus/injektivny homomorfizmus).

Uloha 2.3.11. Nech G je grupa. Dokazte, ze potom mnozina
A ={(z,z);x € G}
je podgrupa grupy G x G. Ukazte, ze A je izomorfnd s G.

Uloha 2.3.12. Nech f,g: G — H st homomorfizmy griip. Je mnozina {a € G; f(a) = g(a)}
podgrupa grupy G?

Uloha 2.3.13. Nech f,g: (G,0) — (H,*) st homomorfizmy griip. Definujme zobrazenie
h: G — H ako h(x) = f(x) x g(z). Bude aj h homomorfizmus? Bude to platit v pripade, Ze
H je komutativna?

Uloha 2.3.14. Nech (H, o), (G, *) st grupy a H C G. Potom H je podgrupa G préve vtedy,
ked zobrazenie i: H — G dané predpisom i(h) = h je homomorfizmus.

Uloha 2.3.15. Nech f: (G,*) — (H,o) je homomorfizmus, ktory je surjektivny ale nie in-
jektivny.
a) Dokdzte, Ze existuje aspon jedno pravé inverzné zobrazenie k f, ktoré nie je homomorfiz-
mom.
b) Ukézte na priklade, Ze moZe nastat takd situdcia, Ze ziadne pravé inverzné zobrazenie nie
je homomorfizmom.
¢) Ukézte na priklade, Ze moze nastat aj takd situdcia, ze asponi jedno pravé inverzné zobra-
zenie je homomorfizmom.

Rozhodnite podobné otazky pre injektivny ale nesurjektivny homomorfizmus a lavé in-
verzné zobrazenie.

Uloha 2.3.16. Dokéite, 7e ak grupa H je homomorfnym obrazom komutativnej grupy G,
tak aj H je komutativna.
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18 Cyklické grupy

Uloha 2.3.17. Nech (G,-) je grupa. Pre a € G oznacime Cg(a 1) = {z € Gyjza = ax}.
Dokazte, 7e Cg(a) je podgrupa grupy G. Comu sa rovna Cg(e)? Comu sa rovna Cg(a), ak
G je komutativna grupa?

Uloha 2.3.18. Nech (G, ) je grupa. Ukézte, ze (G, *') s operdciou definovanou ak
z¥y=yxz

je tiez grupa a ze tieto dve grupy st izomorfné, t.j. (G, x) = (G, «').

2.4 Cyklické grupy

V tejto kapitole budeme ¢asto vyuzivat oznacenie pre opakované pouzitie bindrnej operacie,
..
" =xo...ozx.
——

n-krat

Formaélne toto oznacenie zavedieme pomocou definicie matematickou indukciou.

Definicia 2.4.1. Nech (G,o0) je grupa a € G. Potom pre n € N definujeme indukciou

xlzxa

2"t =z" oz,

0 n

Dalej definujeme z° = e, kde e je neutralny prvok grupy G a 2" = (z~!)" pre Iubovolné

n € N. (Tym je vyraz =¥ definovany pre Iubovolné k € Z.)

Ukéazeme, ze prave zadefinovand mocnina v grupe sa sprava podobne, ako celoc¢iselné
mocniny. (Tvrdenia v nasledujticej leme st na prvy pohlad jasné a ich formalny dékaz je len
cvi¢enim na matematickd indukciu.)

Lema 2.4.2. Nech (G,0) je grupa, x,y € G, m,n € Z. Potom plati:

(i) Akxoy=youx, takxoy™ =y" ox.

(iii) 27" = (2™)7!

)
(ii) Ak zoy =youx, tak plati aj (v oy)™ = x™ o y™.
)
(iv)

™ Mog™ =z"ox™
(v) (@myr = am

Dékaz. ({i): Uvedené tvrdenie dokdZeme najprv pre n € N. Budeme postupovat matematickou
indukciou vzhladom na n.
1° Pre n =0 méme roe=ceox, pre n =1 mame x oy = y o x, ¢o je nas predpoklad.
2° Ak plati z o y™ = y™ o x (indukény predpoklad), tak dostaneme

zoy™*! = zo(y"oy) = (woy"Joy L (y"ow)oy = y"o(woy) = y"o(yox) = (y"oy)ow = y" o,

Ak n < 0, ozna¢me k = —n. Potom z uz dokdzanej ¢asti tvrdenia médme

—1)k: _1)k0$:y_k0$:ynol‘

zoy'=zoyF=uxol(y (y

3Wikipédia: Opposite group https://en.wikipedia.org/wiki/Opposite_group
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: Aj tuto cast najprv overime pre n € N.
Opét pre n = 0 je platnost tvrdenia zrejma a pre n = 1 sa zhoduje priamo s predpokladom.
Predpokladajme, ze plati pre n. Pre n + 1 dostavame postupne

(@oy)™ = (@oy)" o (woy) L @" oy o (woy) =" o (" ox)oy

a"o(xoy)oy=(a"ox)o(yt oy) =" oyt
Rovnost rozsirime na zaporné ¢isla priamo pouzitim definicie. Pre n € N mame
(oy)™" = ((woy) )" = ((yoa) )" = (@ oy~ )" = @) oy~ )" =a "oy "
: Najprv nech n € N. Z dostavame
rTmox™ = (" H"ox" = (z

(poslednd rovnost sa lahko overi indukciou na n).
Rovnost, ktori sme odvodili, znamena, ze =™ = (z™) L.
Ak n <0, tak n = —k pre nejaké k € N. Pre k uz mdme tvrdenie dokdzané, ¢o znamena,
zex ™k =(zF)"1a
(@) = (@) ) =ak =2,

Overime tvrdenie najprv pre n € N a m > —n. Budeme postupovat indukciou
vzhladom na n. (T.j. indukciou na n dokazujeme vyrok (Vm > —n)x™+" = z™ox™ = z"ox™.)

1° Pre n = 0 mame ™10 = 2™ o e = e 0 2™, ¢o evidentne plati.

2° Nech uvedend rovnost plati pre n (a pre lubovolné m € N). Potom

P m n+1

gt — plmtn) 4l — et Mog")ox=x"o(z"ox)=a"ox

2" M ox = (x
(Nerovnost m > —n sme potrebovali na to, aby m + n > 0, lebo iba v tomto pripade je
(MM +1 definované uvedenym spésobom. Takisto sme vyuzili rovnost "t = 2" o z, ktort
zatial médme len pre n > 0.)

Podobne dostaneme

m-+(n+1) — m(m—i—n)—i—l — mt

x 2" oxr = (a"ox™)ox=a"o(xMox) =

"o (zox™) = (z" ox)ox™ = " T!

ox™.

Tym sme dokéazali pre lubovolné n € N a m + n > 0. Zo symetrie vyplyva, ze plati
ajpre m € Nam-+n >0, ¢ize vlastne uz mame tato rovnost dokdzani pre lubovolné celé
c¢isla m, n také, ze m +n > 0.

Teraz, ak m,n € Z st také, ze m +n < 0, tak

pmtn — (x—l)(—m)—&-(—n) — (x—l)—m o (m—l)—n — 1Mo xn7

podobne mozno odvodit druhu ¢ast rovnosti (kde st iba vymenené m a n.)

: Najprv tuto rovnost dokdzeme pre n € N, m € Z pomocou indukciou vzhladom
na n. (T.j. vyrok V(n), ktory dokazujeme indukciou, je (Ym € Z)(z™)"™ = 2™".)

1° Pre n = 0 mame rovnost e = e, pre n = 1 mame 2™ = 2™; v oboch pripadoch rovnost
plati.

2° Nech plati pre n. Pre n + 1 potom dostaneme

(mm)n-‘rl — (xm)n ox™ I:P M o g™ xmn+m _ xm(n—l—l).
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20 Cyklické grupy

Na zaporné ¢isla tito rovnost rozsirime nasledovne
O

Ako sme uz spominali pre definicii I{3.3.12] niekedy namiesto a™ pouzivame zipis n X a
(hlavne ak je grupova operdcia oznacend ako + alebo @) — hovorime o multiplikativnom a
aditivnom zapise grupovej operacie.

Definicia 2.4.3. Nech (G,0) je grupa a x € G. Rdd prvku x v grupe G je najmensie ¢islo
n € N také, zen >0 a

" =e.

Ak také ¢islo neexistuje, rdd prvku x sa definuje ako co.

Indukciou sa dé Tahko dokézat (iloha(2.4.1)), ze pre lubovolny homomorfizmus f: (G, ) —
(H, o) plati
fla®) = f(a)". (2.2)

Z toho mdzeme odvodit, Ze ak f je izomorfizmus, tak f zachovava rady prvkov. (T.j. rad
prvku a v grupe G je rovnaky ako rad f(a) v H. Pozri tlohu 2.4.1])

Tento fakt moézeme vyuzit, ak chceme dokazat, ze medzi niektorymi dvoma grupami
neexistuje izomorfizmus.

Priklad 2.4.4. Ukazeme, Ze grupy Zo X Zs a Z4 nie st izomorfné.

Staci si uvedomit, ze v grupe Z4 je rad prvku 1 rovny 4. Ak by bola tato grupa izomorfna
s grupou Zo X Zs, tak by aj v nej musel existovat prvok radu 4. Prvky (1,0), (1,1), (0,1)
v8ak maji rdd 2 a neutrdlny prvok (0,0) ma rdd 1. Teda v Zs X Zs nie je ziadny prvok radu
4.

Postup z predchadzajticeho prikladu je dost ¢asto pouzivany v pripade, Ze chceme dokazat
neexistenciu izomorfizmu medzi dvoma grupami. Najdeme nejakt vlastnost, ktori izomor-
fizmy zachovévaju (invariant) a ukdzeme, Ze jedna z grip tito vlastnost nemd. Z vlastnosti
s ktorymi sme sa doteraz stretli sa daji pouzif napriklad rad prvku, velkost grupy alebo jej
podgrip (v zmysle po¢tu prvkov alebo kardinalit, existencia prvku spiﬁajﬁceho nejaki
identitu (ako napriklad = x 2 = x, 2 = a® alebo z * y # y » x — existencia prvkov, kto-
ré nekomutuji), atd. Niektoré z tychto vlastnosti sa daji pouzit aj na dokaz, ze neexistuje
(surjektivny) homomorfizmus z jednej grupy do druhe;j.

Lahko sa da ukazat, ze v konec¢nej grupe mé kazdy prvok koneény rad (ﬁloha. Tento
fakt mozno overit velmi podobnym sposobom, aky pouzijeme v nasledujicom dokaze.

Tvrdenie 2.4.5. Nech (G,*) je grupa a H C G, H # 0 je jej koneénd podmnoZzina. Potom
H je podgrupa G prave vtedy, ked plati

a,be H =>axbe H. (2.3)

Dokaz. Implikacia je zrejma.

Podla vety nam staci overit, ze pre kazdy prvok a € H aj inverzny prvok
o' patri do H.

Na to nam staci ukazat, ze prvok a € H mé konecny rad — ak totiz vieme, ze existuje
prirodzené &islo n také, ze a™ = e, tak a” 'xa = a*xa™ "' = e, o znamens, ze a” ! je inverzny

48 pojmom kardinality (mohutnosti) mnoziny ste sa uz pravdepodobne stretli na niektorej inej prednaske.
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KAPITOLA 2. GRUPY A PODGRUPY 21

prvok k a. Z (2.3 viak indukciou Tahko dostaneme, 7e a”~! € H. (MoZeme predpokladat, Ze
a # e, a teda n > 1. Pre neutrdlny prvok e dokazovana implikédcia oc¢ividne plati.)

Nech teda a € H. Vieme, Ze pre lubovolné n aj a™ € H. Kedze mnozina H je konecna,
existuji m # k také, ze a™ = a*. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech m > k. Potom z rovnosti
a™ = a* dostaneme a™ % = e. Ukézali sme teda existenciu prirodzeného ¢éisla n := m — k
takého, ze a” = e. O

Definicia 2.4.6. Cyklickd grupa je grupa G, ktora je generovand nejakym jej prvkom a € G.
Prvok a, ktory generuje grupu G, nazyvame generdtor grupy G.

Priklad 2.4.7. V priklade [2.2.17| sme videli, ze Z = [1], teda (Z,+) je cyklickd grupa.
Stcasne plati Z = [—1], teda generdtor cyklickej grupy nemusi byt jednoznacéne uréeny.
Lema 2.4.8. Ak (G,x) je grupa a a € G, tak H = {a™;n € Z} je podgrupa grupy G.

0

Dokaz. Pretoze e = a” € H, mnozina H je neprazdna. Overme, ¢i pre H plati kritérium

podgrupy.
Ak a™,a™ € H, tak aj a” *a™ = a""™ € H.
Ak a™ € H, tak aj (a") ' =a" € H. O

Veta 2.4.9. Ak G je cyklickd grupa a a je jej generdtor, tak
G={a";nelZ},
t.j. G pozostdva prdve z mocnin generdtora a.

Dékaz. 7 predchédzajicej lemy vieme, ze H = {a™;n € Z} je podgrupa G obsahujtica prvok
a. Preto [a] C H. Z predpokladu, Ze G je generovand prvkom a potom mdme G C H a kedZze
H je podmnozina G, musi platit G = H. O

V predchadzajicom ddkaze sme vlastne stcasne ukézali, ze
[a] = {a"™;n € Z}.

Lema [2.4.8 hovori vlastne to, ze pre kazdy prvok a obsahuje G cyklickti podgrupu gene-
rovant prvkom a.

Pripometime, Ze pod oznafenim a | b (a deli b), kde a,b € Z rozumieme to, Ze existuje
nejaké celé ¢islo ¢ také, ze b = ¢ - a.

alb & (JeeZ)(b=c-a)
Lema 2.4.10. Ak a € G, kde G je grupa, a rad prvku a je n € N, tak
a™ = a* = n|m—k.
Ak rad prvku a je oo, tak
m k

a” =a & m = k.

Dokaz. Uvazujme najprv pripad, ze rad a je n.

Ak a™ = a¥, tak a™ % = e. Nech | = (m — k) modn je zvysok ¢isla m —k po deleni n.
Potom a! = e a 0 <1 < n. Ak by platilo [ > 0, dostali by sme spor s tym, Ze n je najmensie
prirodzené ¢islo s touto vlastnostou. Preto musi platit [ = 0. Kedze m — k mé nulovy zvysok
po deleni ¢islom n, je to nasobok dcisla n.
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22 Cyklické grupy

Ak m —k =cn, t.j. m =k + cn, tak ™ = a*t" = a¥(a™)° = aFef = aFe = aF.

Dokaz pripadu, ked radd a je oo, je velmi podobny, snad len s tym rozdielom, ze implikacia
je v tomto pripade zrejméa. Dokazme teda netrivialny smer.

Bez ujmy na vieobecnosti mézeme predpokladat m > k. Ak a™ = a*, tak a™ % = e.
Pretoze rad a je oo, neexistuje ¢islo n > 0 také, ze a™ = e. To znamend, ze m — k = 0 a

m=k. O
Ak sa pozrieme na to, ¢o nam tato lema hovori v pripade k£ = 0, tak dostaneme:
Dosledok 2.4.11. Ak a € G, kde G je grupa, a rdd prvku a je n € N, tak
am =e & n | m.
Ak rdad prvku a je oo, tak
a" =e & m = 0.

Mozete sa pokusit dokdzat si tento dosledok priamo, bez pouzitia lemy [2:4.10] — tloha

2.4.11] Vedeli by ste dokdzat lemu [2.4.10| pomocou désledku [2.4.11] (Teda dokézat tieto dve

tvrdenia v opa¢nom poradi, nez sme to urobili v tomto texte.)

Veta 2.4.12. Nech G je cyklickd grupa a a je jej gemerdtor. Ak rdad prvku a je n € N, tak
G = (Zy,®). Ak rdd prvku a je oo, tak G = (Z,+). (Teda kaZdd cyklickd grupa je izomorfnd
so Z alebo so Zy,).

Dékaz. Najprv nech rad generdtora a je rovny n. Definujme zobrazenie f: k +— da*, f: Z, —
G. Ukdzeme, Ze f je izomorfizmus. Z lemy méme

Stcasne, z lemy [2.4.10] mame

k+1 k®l

4 =a

pretoze Cisla k + 1 a k @ [ sa lisia o nejaky nasobok cisla n.

Dalej ukazeme, Ze zobrazenie f je bijektivne.

Surjektivnost: Kedze a je generator grupy G, kazdy prvok tejto grupy mé tvar a® pre
nejaké s (veta [2.4.9). Ak s’ je zvysok ¢isla s po deleni ¢islom n, tak s’ € Z, a navySe
n|s— s, takze (podla predchadzajicej lemy) a® = a® = f(s').

Injektivnost: Ak f(s) = f(t), ¢ize a® = a’, madme n | s —t. Ak s,t € {0,1,...,n — 1}, tak
s—t€{0,£1,...,£(n —1)}. Jediné &islo z tejto mnoziny, ktoré je delitelné n, je 0, a teda
s—t=0as=t.

Zostéva ndm este ukdzat druhy pripad, t.j. rdd a je oco. (Ddkaz v tomto pripade je velmi
podobny.) Definujeme f: Z — G ako f(n) = a”™.

Homomorfizmus:

podla lemy [2.4.2]

Surjektivnost: Kazdy prvok z G je tvaru a™ = f(n) pre nejaké n € Z podla vety
Injektivnost: Druhd cast lemy 2.4.10] O

Specialne z predchadzajicej vety vidime, ze kazd4 netrividlna grupa musi obsahovat podg-
rupu homomorfni so (Z,+) alebo s niektorym (Z,, ®). Takisto si mézeme vSimnit, Ze rad
prvku je presne pocet prvkov podgrupy generovanej tymto prvkom.

Este sa skisme zaoberat otazkou, ¢i z cyklickej grupy dostaneme opét cyklicka grupu
pomocou niektorych zékladnych operéacii — podgrupa, homomorfny obraz, priamy sté¢in grap
(definicia [2.1.5]).
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Veta 2.4.13. KazZdd podgrupa cyklickej grupy je cyklickd.

Doékaz. Nech G je cyklickd grupa s generatorom a a H je nejakd jej podgrupa. Nech d je
najmensie prirodzené é&islo také, ze d > 0 a a® € H. (Ak H # {e}, tak existuje aspon jedno
také ¢islo.) Dokazeme, ze a? generuje H (a teda H je cyklicka).

Najprv si uvedomme, aké prvky patria do podgrupy [a?] generovanej prvkom a. Podla
vety st to presne prvky tvaru (a?)* = a*? pre k € Z, ¢ize tie mocniny generdtora a, pre
ktoré je exponent nasobkom d.

Postupujme sporom. Nech by existoval prvok a*® € H taky, ze. a® ¢ [a?]. Cislo s mdzeme
prepisat ako s =k -d+ s, kde 0 < ¢’ < d (¢islo s sme vydelili ¢islom d, zvySok sme oznagdili
s'). Ak predpokladdme, ze a® ¢ [a], tak s’ # 0. (V opaénom pripade by totiz platilo a® = a*¢
a uz sme ukazali, Ze prvky takéhoto tvaru patria do [a?].) Z rovnosti a® = a*dqs" dostaneme

as’ _ (akd)—las
a pretoze a®?,a® € H a H je podgrupa, z tejto rovnosti vyplyva a® € H. Pretoze 0 < s’ < d,
dostavame tak spor s predpokladom, Ze d je najmensi mozny exponent taky, ze a® € H. [

Veta 2.4.14. Homomorfny obraz cyklickej grupy je cyklickd grupa.

Dékaz. Ak f: G — H je epimorfizmus a a je generdtor G, tak lTahko mozno vidiet, ze f(a)
je generator grupy H.

Skutoc¢ne, kazdy prvok z H je tvaru f(a™) pre nejaké n € Z (na zdklad surjektivnosti f)
a podla plati f(a™) = f(a)™, ¢ize ho vieme dostat ako mocninu prvku f(a). O

Na vyriesenie otazky, kedy je sucin cyklickych griap opét cyklicka grupa, budeme potre-
bovat pomocné tvrdenie tykajice sa najvicsieho spolo¢ného delitela. Nebudeme ho na tomto
mieste dokazovat, kedze neskor dokdzeme vSeobecnejsiu verziu tohoto vysledku — konkrétne
v tvrdeni [£.4.22] Ak by Vés zaujimal jeho dokaz uz teraz, mozete si ho pozriet napriklad
v [SHHK, Lema 3.1.3], [C], [S2] (a v podstate v takmer kazdom tivodnom texte zaoberaju-
com sa delitelnostou). Najprv vSak pripomerime definiciu najvacsieho spoloéného delitela.

Definicia 2.4.15. Najvacsi spoloény delitel ¢isel a, b € Z je ¢islo d € N~ {0} s vlastnostami
(i) d]a N d|b (Cize d deli obe &isla);
(ii) ak c¢| a a c|b, tak ¢ < d (Cize d je najvadsie ¢islo s uvedenou vlastnostou).

Najvidsi spolo¢ny delitel budeme oznacovat ako d = ged(a, b).

Tvrdenie 2.4.16. Ak d = ged(m,n) je najviacsi spolocny delitel dvoch éisel myn € N tak
ezistuju také u,v € Z, zZe plati um + vn = d.

Napriklad pre ¢isla 3 a 7 mdme ged(3,7) = 1 a skutoéne plati (—=2) -3+ 1-7 = 1. Ak
skisime o nieco vicsie ¢isla, tak napriklad ged(14,9)=1a2-14—3-9=1.

Veta 2.4.17. Grupa Z,, X Z, je cyklickd prdave vtedy, ked m a n si nesiudelitelné, t.j. ich
najuicsi spoloény delitel ged(m,n) = 1. V takomto pripade je prvok (1,1) jej generdtorom.

Doékaz. Najprv ukdzeme, ze ak Z,, X Z, je cyklickd grupa, tak dvojica (1,1) je jej
generatorom. Nech (g1, g2) je lubovolny generdtor. Zrejme potom g1 je generdtor Z,, a ga je
generator Z,. Potom priradenie g; — 1 jednoznacne urcuje izomorfizmus fi: Z,, — Zmy, a
priradenie gs — 1 ndm déava izomorfizmus fo: Z,, — Z,. Potom f: Z,, X Z,, — Z X Ly,
urcené predpisom

f(x,y) = (fi(z), f2(y))
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24 Cyklické grupy

je tiez izomorfizmus (L’lloha . Plati f(g1,92) = (1,1), ¢ize (1,1) je generator.

Ak d = ged(m,n) > 1, tak podgrupa [(1,1)] generovana dvojicou (1, 1) neobsahuje dvojicu
(1,0). Skutocne, ak by platilo pre nejaké k € Z v tejto grupe k x (1,1) = (1,0), znamenalo
by to, ze v celych ¢islach platia rovnosti

k=am+1
k=bn

7z ¢oho bn — am = 1. Pritom v8ak d deli obe ¢éisla m aj n, teda d | bn — am = 1, o je spor.
(Jediné celoCiselné delitele ¢isla 1 st +1, my sme predpokladali d > 1.)

Ocividne [(1,0), (0,1)] = Z., X Zy,, stadi teda ukézat, ze pomocou (1, 1) vieme vyge-
nerovat dvojice (1,0) a (0,1). Ak am+bn = 1, tak v grupe Z,, X Z,, platia rovnosti (zapisané
aditivne)

am x (1,1) = (0,1)
bn x (1,1) = (1,0)

V priklade [2.2.18| sme videli, Ze grupa Zs X Zs je skutocne generovand prvkom (1,1).

Cvicenia
Uloha 2.4.1. Nech f: (G,*) — (H,o) je homomorfizmus. Dokézte, ze potom plati:
a) ( ") = fla)"
b) =eq = f( ) =ey
¢) Ak f je navyse izomorfizmus, tak a™ = e¢ & f(a)” =epy.
d) Izomorfizmus zachovava rad prvku, t.j. rdd prvku a v grupe G je rovnaky ako rdd prvku
f(a) v grupe H.
e) Viete nieco povedat o vztahu medzi rddmi prvkov a a f(a) aj ak f je homomorfizmus?
(T.j. bez predpokladu o bijektivnosti.)

Uloha 2.4.2. Nech (G, %) je cyklickd grupa a a je jej generator. Potom Iubovolny homomor-
fizmus z G do nejakej grupy (H, o) je jednoznacne uréeny obrazom prvku a.

Uloha 2.4.3. N4jdite vietky izomorfizmy medzi (Z4, ®) a (Zs ~ {0}, ®).
Uloha 2.4.4. Ukéite, 7e ak G je koneéna grupa, tak kazdy jej prvok mé koneény rad.

Uloha 2.4.5. a) Ukézte, ze grupa (Q, +) nie je cyklick.
b) Ukéazte, ze grupa (R, +) nie je cyklickd.

Uloha 2.4.6. Nijdite vetky homomorfizmy:
a) Z0O Z4 do ZQ X ZQ,
b) 70 Z2 X ZQ do Z4,

Uloha 2.4.7. Zistite, & st grupy G a H izomorfné. Svoju odpoved zddévodnite!
a) G= (Z7 ~ {O}aG)a H= (Zﬁa@)

b) G= (Zv"_)v H = (Q7+)

c) G = (Ze,®), (Z2,®) x (Z3,®)

Uloha 2.4.8. V kazdej grupe maji nasledujice prvky rovnaky rad: = a yay~='; ab a ba;
abe, bea a cab. Naopak, prvky abc a cba mdzu mat rozny rad. (Hint: Jedna z moznosti ako
dokéazat, ze dva prvky g, h € G maji rovnaky rad je dokdzat ekvivalenciu g" = e & A" =e.
Ind moznost je najst izomorfizmus f: G — G taky, ze f(g) = h, a pouzit tlohu[2.4.1h).)

—1
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Uloha 2.4.9. Nech a,b € G, kde G je grupa, a,b # e také, ze ab = ba a b® = 1. Dokézte, Ze
{a"™,ba™, b*a"™;n € Z} je podgrupa grupy G.

Uloha 2.4.10. Nech n € N~ {0}. Pre kazdé k | n existuje k-prvkova podgrupa grupy
(Zn, ®).

Uloha 2.4.11. Ak rad prvku a v grupe G je n a e je neutrdlny prvok tejto grupy, tak pre
prirodzené éisla k € N plati a® = e prave vtedy, ked n | k. Dalej pre kazdé s € N existuje
m € Ntaké, zea®*=a"al0<m<n-—1.

Uloha 2.4.12. Nech z je prvok rddu n. Potom:
a) Rad prvku z™ deli n.
b*) Rad prvku 2™ je —2=, kde (m,n) oznacuje najvicsi spolocny delitel ¢isel m a n. (Hint:

(m,n)”
Tvrdenie [2.4.16])

Uloha 2.4.13. Ak f: G — H je homomorfizmus grip a g € G je prvok koneéného radu, tak
rad prvku f(g) deli rdd prvku G.

Uloha 2.4.14. Nech G je grupa, a € G je prvok koneéného radu n. Nech H je podgrupa
grupy G a k = min{j € N;j > 0,a’ € H}, t.j. k je najmensie kladné prirodzené &islo také,
7e aF € H. Dokazte, 7e k | n; t.j. k deli rad prvku g.

Uloha 2.4.15. Nech G je grupa reguldrnych matic typu 2 x 2 nad R s nisobenim a A =
(YY), B=(29 ). Dokazte, zZe A mé rad 4, B mé rad 3, ale AB mé rd oc.

Uloha 2.4.16. Nech G je grupa a a,b € G st prvky také, Ze a, b aj ab maju rad 2. Dokaite,
ze ab = ba.

Uloha 2.4.17. Nech z,y € G, kde G je grupa. Ukézte, Ze ak 23y = yz® a 2 mé rad 7, tak
Ty = Y.

Uloha 2.4.18*. Nech a,b € G, kde G je grupa. Ukdzte, 7e ak ba = a*b?, tak prvky a'b a
a’b? majt rovnaky rad.

Uloha 2.4.19. Nech z a y st prvky koneéného radu grupy G a nech zy = yz. Dokdzte, Ze
ak [z] N [y] = {e}, ¢ize prienik podgrip generovanych tymito prvkami je trividlna podgrupa,
tak rad prvku zy je najmensi spolo¢ny nasobok radov prvkov z a y. Platia tieto tvrdenia aj
ak = a y nekomutuju?

Uloha 2.4.20*. Nech x a y st prvky kone¢ného radu grupy G a nech zy = ya. Dokéaite, Ze
ak ich rady k£ a [ st nestudelitelné, tak rdd prvku xy je ki. Dokazte, Ze existuji exponenty
m a n, také, Ze rdd prvku z™y™ je rovny [k,!] (najmensi spoloény nésobok radov). Platia
tieto tvrdenia aj ak = a y nekomutuju? (Hint: V tomto priklade moze byt uzitoéné tvrdenie
2.4.16])

2.5 Permutacie

S permutéciami sme sa uz stretli pri definicii determinantu (kapitola I«@.

Z minulého semestra uz vieme, ze pod permutdciou koneéneﬂ mnoziny M rozumieme
bijekciu z M od M. Tiez sme sa dohodli na oznaéen{ permutédcii mnoziny {1,...,n} pomocou
zapisu

(o(1) o) 7 g ) »

5Nézov permutécia sa niekedy vyskytuje aj ako pomenovanie bijekcie nekoneénej mnoziny na seba. My sa
budeme drzat terminolégie, ktori sme zaviedli uz v minulom semestri — t.j. pri permutaciach automaticky
predpokladéame, ze ide o kone¢nii mnozinu.
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(ol

Obr. 2.1: Priklad permutéacie 5-prvkovej mnoziny. Vidime, ze z kazdého prvku vychadza aj
do kazdého prvku vchédza prave jedna sipka.

Napriklad permutdciu znidzornenti na obrazku by sme zapisali ako
(12343)
13512

Tiez vieme, ze zlozenie permutécii je permutécia a inverzné zobrazenie k danej permutacii
je permutécia. Pomocou tychto faktov vieme ukazat, Ze permutacie danej koneénej mnoziny
tvoria grupu. Mnozinu vSetkych permutécii n-prvkovej mnoziny {1,2,...,n} budeme ozna-
covat S, a nazyvat symetrickd grupa.

V tejto Casti sa budeme zaoberat o nieco podrobnejsie grupou S,, vsetkych permutéacii
n-prvkovej mnoziny a niektorymi jej podgrupami. Za¢neme tym, ze si povieme o rozklade
permutécie na jednoduchsie permutécie (budeme ich volat cykly), ktory ndm (okrem iného)
umozni vyratat rad ITubovolného prvku v grupe S,.

2.5.1 Rozklad na stcin disjunktnych cyklov

Ak sa pozrieme na permutéciu na obrazku 2] vidime, Ze na tomto obrdzku sa po jednotlivych
sipkach z prvku 1 dostaneme do prvku 4 a potom naspét znovu do prvku 1. Podobne z prvku
2 sa dostaneme do 3 a 5 a potom opét do 2.

Toto musi platit pre Tubovolni permutaciu. Ak zacneme s Ilubovolnym prvkom, opakova-
nym aplikovanim tej istej permutacie po kone¢nom pocte krokov dostaneme znovu ten isty
prvok. Dévodom je, ze mame len konecny pocet prvkov — teda po istom case sa niektory
prvok zopakuje. Ak by to bol iny prvok, ako ten z ktorého sme zacali, dané zobrazenie by
nebola bijekcia. (Podrobnejsie tento argument vysvetlime v dokaze tvrdenia ) Vdaka
tomu moézeme kazdi permutaciu rozdelit na cykly.

Cela tato cast je venovand sposobu ako mézeme prave uvedeny jednoduchy fakt formalne
zapisat a dokazaf. Tiez si povieme, preco je tento poznatok uzitocny.

Najprv potrebujeme zaviest pojem cyklu.

Definicia 2.5.1. Permutéciu ¢ kone¢nej mnoziny M nazveme cyklus, alebo cyklickd permu-
tdcia ak existuju prvky aq,as, ..., ax také, ze

ola;)) = a1 pre i =1,2,... k-1,

@(ak) =ar,
p(a) = a pre ostatné prvky a # a;.

Pre cyklus tohoto tvaru budeme pouzivat zépis (ajas ... ag).
V definicii cyklu priptstame aj nulovy pocet prvkov. Prdzdny cyklus, ktory oznaCujeme
(), sa rovnd identickej permutacii.
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Vsimnime si, ze zapis pomocou cyklov mézeme pouzif pre lubovolnti mnozinu. Tento zapis
vsak neidentifikuje mnozinu, ktorej permutéciu robime — t4 musi byt zadana zv1ast.

Priklad 2.5.2. Uvazujme permuticie mnoziny {1,2,3,4,5}

Zapis ¢ = (14) oznacuje permutéciu s vlastnostou ¢(1) =4 a p(4) = 1, ktord prvky 2, 3
a b nemeni (teda p(2) =2, ¢(3) =3, p(5) = 5).

Zapis 7 = (235) znamena permutdciu uréent predpisom 7(1) = 1, 7(2) = 3, 7(3) = 5,
7(4) =4, 7(5) = 2.

Vsimnime si, Ze ten isty cyklus moZe byt zapisany viacerymi spésobmi: 7 = (235) =
(352) = (523).

Tiez si moézeme vsSimnut, ze identickli permutaciu mézeme zapisat nielen ako prazdny
cyklus ale aj ako Iubovolny jednoprvkovy cyklus: id = () = (1) = (2) = (3) = (4) = (5)

Priklad 2.5.3. Vieme, Ze inverzné zobrazenie k permutécii je tiez permuticia. Ak mame
cyklus ¢ = (ajaz . ..ay), tak inverznd permutécia je tiez cyklus ol = (anan-1...a1). Zod-
poveda to tomu, ze poprechddzame po tych istych sipkach tvoriacich cyklus, ale v opacnom
poradi.

Pre cykly z predchadzajticeho prikladu mame =1 = (14) a 771 = (253).

Definicia 2.5.4. Dve permutéicie ¢ a 7 tej istej mnoziny M nazveme disjunkiné, ak pre
kazdy prvok a € M plati p(a) = a alebo 7(a) = a. (Teda kazdy prvok zostdva nezmeneny
pri aspon jednej z tychto dvoch permutécii.)

Specidlne, dva cykly (aias...ax) a (bibo...b;), kde k,1 > 2, st disjunktné, ak plati
rovnost {ai,as,...,ag} N {b1,ba,..., b1} =0.

Nasledujica lema hovori, zZe poradie disjunktnych permutacii mézeme pri skladani vyme-
nit — disjunktné permutacie komutuju.

Lema 2.5.5. Ak ¢ a 7 su disjunktné permutdcie, tak
poT=ToOQ.

Dokaz. Staci priamym vypocCtom overit, ze permutacia na lavej aj pravej strane rovnosti
nadobuida rovnaké hodnoty; ¢ize 7(p(m)) = p(r(m)).

Dokézme tito rovnost najprv pre pripad, ze o(m) # m. Potom z injekt{vnosti zobrazenia
© mame @(p(m)) # p(m). Pretoze ¢ a 7 st disjunktné, permutécia 7 nemeni prvky m ani
p(m), teda 7(m) =m a 7(¢(m)) = ¢(m). Pouzitim tychto rovnosti dostaneme

7(p(m)) = p(m) = @(r(m)).

Pripad 7(m) # m je symetricky.
Zostdva uz len moznost 7(m) = @(m) = m, vtedy vSak na oboch strandch rovnosti
dostaneme m:

O

Priklad 2.5.6. Lahko si mozeme vsimnut, ze pre permutécie, ktoré nie si disjunktné, pred-
chadzajice tvrdenie neplati. Zoberme napriklad cykly ¢ = (12) a 7 = (135). Potom dosta-
neme

por = (1352) a 70 = (1235).

Tvrdenie 2.5.7. KazZdu permutdciu mozno zapisat ako zloZenie disjunktniych cyklov. Tento
zapis je jednoznacny aZ na poradie cyklov (a vynechanie prazdneho cyklu a jednoprvkovygch
cyklov). Nazgvame ho rozklad permutécie na sic¢in disjunktnych cyklov.
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Dokaz. Uvazujme lubovolnt permutaciu ¢ mnoziny M.

Exzistenciu rozkladu permutécie ¢ na sicin disjunktnych dokdzeme indukciou vzhladom
na pocet prvkov mnoziny M. Pre jednoprvkovid mnozinu mame jedind mozni permutéaciu
idpr, ktord sa rovna prazdnemu cyklu.

Predpokladajme teraz, ze M méa n prvkov a pre lubovolni mnozinu s menej ako n prvkami
tvrdenie plati. Zoberme teraz lubovolny prvok a € M. Polozme a; = a, a;+1 = (a;) pre
vsetky ¢ = 1,2, .... Nech k je najmensie cislo také, ze k > 1 a ag41 = a. UkdZeme najprv, ze
také ¢islo musi existovat.

PretoZze mnozina M je kone¢nd, musia sa niektoré prvky v postupnosti (ay) opakovat,
t.j. existuja nejaké ¢isla s vlastnostou as = a; a s # t. Tvrdime, Ze ak s je najmensie
mozné takéto ¢islo, tak s = 1. Skutoéne, v opa¢nom pripade mdme ¢(as—1) = p(ai—1) a
z injektivnosti zobrazenia ¢ dostaneme ags_1 = a;_1.

Zistili sme, Ze existuje aspon jedno ¢islo s horeuvedenymi vlastnostami, preto mézeme
definovat k ako najmensie ¢islo, ktoré ma tieto vlastnosti. Pomocou neho definujeme cyklus

7= (a1az...ax).

Polozme dalej 1) = 77 1. UkaZzeme, %e permutécie 1 a 7 st disjunktné a ze 1(a) = a.

Skutoé¢ne, pre Tubovolny z prvkov ay,as,...,ax_1 plati p(a;) = a;11 a 771 (ai1) = as,
teda 9 (a;) = 771 (p(a;)) = a;. Podobne mozeme overit, Ze ¥(ax)T 1 (p(ag)) = 77 1(a1) = ay.
Vidime, ze permutacia ¥ nemeni ziadny z prvkov, ktoré meni cyklus 7 teda tieto permutécie
st disjunktné. Specidlne, ¥ nemeni prvok a; = a.

Teraz si sta¢i uvedomit, Ze ¢ (resp. ztiZenie tohoto zobrazenia) mozeme chapat ako permu-
taciu mnoziny M ~\ {a1, ..., a}, ktord ma menej prvkov ako mnozina M. Podla indukéného
predpokladu teda existuje rozklad ) = 1175 ... 7y tejto permutécie na disjunktné cykly. Potom

-1

o=1(1T""p) =TV =TT1...7]

je rozklad permutécie ¢ na disjunktné cykly.
Jednoznacnost. Predpokladajme, ze mame 2 rozklady

(pl...st:ZZJl...ﬂJt

tej istej permutacie na disjunktné cykly, pricom v rozkladoch sa nevyskytuje prazdny cyklus.
Postupujme indukciou vzhladom na s.

Ak s = 0, teda na lavej strane rovnosti je identita, musi byt aj pocet disjunktnych
cyklov na pravej strane nulovy. V opa¢nom pripade by sme mali na pravej strane aspon
jeden nepréazdny cyklus, teda permutéacia na pravej strane by menila aspon jeden prvok, cize
permutécia na pravej strane by nebola identita.

Predpokladajme teraz, ze s > 0, ¢ize dand permutacia nie je identita. Nech a je nejaky
prvok, ktory tato permutéacia meni. Tento prvok sa musi vyskytovat v aspon jednom z cyklov,
sucasne z disjunktnosti vyplyva, ze sa nemoze vyskytovat vo viacerych cykloch. Teda prvok a
sa vyskytuje prave v jednom z cyklov vystupujucich na lavej strane rovnosti, podobne v prave
jednom z cyklov na pravej strane. Bez ujmy na vSeobecnosti (cykly moZeme poprehadzovat)
predpokladajme, Ze st to cykly @1 a 71. Potom dostaneme ¢;(a) = ¢(a) = 11(a), podobne
©03(a) = p?(a) = 7¢(a) atd. Cize vietky prvky vyskytujtce sa v cykle ¢; sa zobrazia rovnako
aj cyklom 71 a obratene. Plati teda p; = 7. Z toho dostaneme rovnost s ... s = s . .. Y;.
Pre tieto cykly uz mézeme pouzit indukény predpoklad. O

Priklad 2.5.8. Pre permutdciu ¢ = (}3 21 3) (obrazok[2.1)) dostaneme rozklad ¢ = (14)(235).
Z toho vieme hned zistit aj ¢! = (14)(253).
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Rozklad na saéin disjunktnych cyklov moéze byt uzitoény pri vypocte radu permutéacie
(v zmysle rddu prvku grupy vsSetkych permutdcii danej mnoziny).

Definicia 2.5.9. Ak ¢ je permutécia konecnej mnoziny M, tak rdd permutdcie ¢ je najmensie
prirodzené ¢islo n > 1 také, ze

Napriklad v priklade I sme zistili, ze rdd permutdcie p = (}233%) je 3. (VSimnime
si, Ze ide o cyklickii permutéciu.)

Lema 2.5.10. Rdd cyklu je rovny jeho dizke, t.j. ak o = (ay ...ay), tak rid ¢ je rovng n.

Dokaz. Pre k = 1,2,....n — 1 je p¥(a1) = ap # ai. AZ pre k = n prvykrat dostaneme
©*(a1) = a;. Uplne rovnaké zdévodnenie prejde aj pre ostatné prvky cyklu, ¢ize mame
©" = id a navySe n je najmensie ¢islo z mnoZiny {1,2,3,...} s touto vlastnostou. O

Z predchadzajiicej lemy vidime, ze ak n je rad cyklu ¢, tak ©* = idy, plati prave vtedy,
ked k je ndsobkom n, t.j. n | k.

Veta 2.5.11. Rdd permutdcie je najmensi spolocngj ndsobok dizok disjunktnijch cyklov, ktoré
vystupuju v jej rozklade.

Dokaz. Nech p = 71 ...7,, je rozklad permutécie na ¢ na disjunktné cykly. Pretoze disjunktné
cykly komutuji, mocniny permutacie ¢ mozeme vyjadrif ako

=TT
Pritom permutécie 77*, . .., 77 st opét disjunktné. Z toho vyplyva, Ze aby sme dostali identické
zobrazenie, musi pre kazdé i = 1,2,...,m platit 7]' = idys. To nastane prave vtedy, ked n je

nésobkom radu 7; (pre vSetky ). Teda najmensie mozné n s takouto vlastnostou je najmensi
spolo¢ny ndsobok rddov jednotlivych disjunktnych cyklov. Podla lemy [2.5.10] st to presne
dlzky jednotlivych cyklov. O

Priklad 2.5.12. Vypoditajme rdd permutdcie ¢ = (;32135) = (14)(235). Podla predché-
dzajicej vety by to mal byt najmensi spoloény nasobok ¢isel 2 a 3, cize 6.
Ked sa to pokusime overit na zaklade definicie, dospejeme k tomu istému vysledku:

@* = (253),

¢* = (14),

o' = (235),

@® = (14)(253),
<p6 =1d.

2.5.2 Parita permutacie

S pojmom inverzie sme sa uz stretli pri definicii determinantu. Teraz ho pouzijeme na zade-
finovanie pojmu parnej a neparnej permutéacie.

Definicia 2.5.13. Dvojica (¢(k), p(s)) sa vold inverzia permutécie ¢, ak k < s ale (k) >

o(s).
Ak ma permutécia ¢ parny pocet inverzii, hovorime, Ze je to pdrna permutdcia, v opacnom
pripade hovorime o nepdrnej permutdci.

Priklad 2.5.14. Permutécia ¢ = (}1%313) mé 7 inverzil: (4,3), (4,1), (4,2), (3,1), (3,2),
(5,1) a (5,2). Teda tdto permutécia je neparna.
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Na ddkaz niektorych vlastnosti parity permutacii sa nam budu hodit cykly dfiky dva.

Definicia 2.5.15. Permutéciu tvaru (ajag) (t.j. dvojprvkovy cyklus) budeme nazyvat trans-
pozicia.

Priklad 2.5.16. Ukéazeme, ze transpozicia je neparna permutacia. Bez ujmy na vSeobecnosti,
nech a; < ag. Nech ¢ = (a1a2), t.j. ¢(a1) = az, ¢(az) = a1 a p(a) = a pre a # a1, as. Potom
vSetky inverzie permutdcie ¢ st (az = ¢(a1),%) a (i,a1 = ¢(az)) pre a1 < i < ag (tychto je
pérny pocet) a inverzia (ag, ay).

Tvrdenie 2.5.17. KazZdi permutdciu mozno zapisat ako zloZenie tramspozicii. Navyse, pri
kazdom takomto zdpise je parita poctu transpozicid rovnd parite permutdcie. (Teda permutdcia
je pdrna prdve vtedy, ked ju je mozné ziskat zloZenim pdrneho poctu transpozicii. Permutdcia
je mepdrna prdve vtedy, ked sa dd dostatl zloZenim nepdrneho poctu transpozicii.)

Poznamka 2.5.18. Prva cast tohoto tvrdenia hovorime o tom, Ze kazdd permutacia sa da
rozlozit na transpozicie. Na rozdiel od rozkladu na disjunktné cykly, v tomto pripade uz
rozklad nemusi byt jednoznac¢ny. Lahko sa presvedcite o tom, ze napriklad pre permutacie
mnoziny {1,2, 3,4} mame

(123) = (13)(12) = (12)(23) = (12)(23)(13)(13) = (14)(34)(24)(14).

Je to priklad permutécie, ktortt mézeme rozlozit na transpozicie réznymi spésobmi, dokonca
aj pocet pouzitych transpozicii moze byt rozny. (KedZe sme v nasom priklade zobrali pdrnu
permutéciu, tak z tvrdenia vieme, Ze pri akomkolvek rozklade na transpozicie bude
ich pocet pérny.)

Doékaz turdenia[2.5.17. Na dokaz prvej dasti stadi ukéazat, Ze kazdy cyklus sa d4 rozloZit na
transpozicie (pretoze podla tvrdenia sa d4 kazdd permutécia rozlozit na cykly). Jedna
z moznosti, ako rozlozit cyklus dlzky n > 2 na transpozicie je

(ar1a2...a,) = (a1ap)(a1an-1) . .. (a1a2).

Na dokaz druhej casti si staci uvedomit dve skutocnosti. Prvou z nich je, Ze transpozicia
je nepdrna permutécia — pozri priklad 2.5.16] Ked dalej dokdzeme, ze pri zlozeni lubovolnej
permutécie s nejakou transpoziciou sa zmeni parita, dokaz je hotovy.

Majme teda lubovolni permutdciu ¢ a uvazujme transpoziciu 7 = (ij), prifom i < j.
Potom

1 o i e § ooom g 1 oo & o ooom
b=por= (so(l) el el so(n)) (ij) = (so(l) o) iy so(n)) :
(Predchéddzajucim zépisom sa mysli to, Ze jediné miesta, na ktorych sa ¢ a ¢ liSia, st i-te a
j-te miesto, t.j. liSia sa len obrazy prvkov i a j. Preto sme vyznacili iba tieto prvky a okrem

nich prvy a posledny prvok a ich obrazy.)

Poktsme sa zistit, ako sa lisi pocet inverzii permutécii ¢ a 1. Zrejme jediné inverzie, ktoré
sme mohli ovplyvnit, sa tie, ktoré obsahovali prvky ¢ a j.

Je zrejmé, ze ak (p(i), ¢(4)) je inverzia, t.j. ak i < j, tak dvojica (¥ (4),1(j)) uz inverziu
netvori. Takisto obratene, ak tieto dva prvky netvoria inverziu permuticie ¢, dostaneme
z nich inverziu v .

Skusme néjst este aj ostatné inverzie, ktoré mohli , vzniknat“ alebo ,zaniknut“.

Inverzie, ktoré sa este mohli zmenit mézu byt jedine také, ze jeden prvok z dvojice, ktora
je yzanikajicou“ alebo ,vznikajicou* inverziou je bud ¢ (i) alebo (j) a druhy prvok je ¢ (k)
pre niektoré ¢ < k < j.
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Navyse, charakter kazdej takejto dvojice sa zmeni na opacny. T.j. ak (¢(7), ¢(k)) je inver-
zia ¢, tak (p(k), (1)) = (¥(k),4(§)) uz nie je inverzia. A takisto obratene, ak tato dvojica
povodne netvorila inverziu, v permutdcii ¢ ju uz urcite tvori. Takych dvojic je prave j—i—1.

Podobné tvaha vsak samozrejme plati aj ked zoberieme j namiesto i.

Celkove sme teda zistili, Zze pri zloZeni s transpoziciou (ij) sa zmeni pocet inverzi{ o +1
pre 2(j —i — 1) 4+ 1 dvojic, ¢o je nepéarne ¢islo. Teda parita permutédcie sa musi zmenit. O

Vsimnime si, ze v dokaze predchidzajiceho tvrdenia sme okrem iného ukéazali aj to,
ze cyklus parnej dlzky je neparna permutacia a obratene cyklus neparnej dlzky je parna
permutécia. (Pretoze cyklus dlzky n sme rozlozili na n + 1 transpozicif.)

Dosledok 2.5.19. ZlozZenim dvoch permutdcii rovnakej parity dostaneme pdrnu permutdciu.
ZloZenim pdrnej a nepdrnej permutdcie dostaneme nepdrnu permutdciu.

Priklad 2.5.20. Uvazujeme permutaciu z predchadzajiceho prikladu a pozrime sa na jej
rozklad na disjunktné cykly.

p=(43813)=(14)(235).

Je zlozend z 2 cyklov, jeden z nich je parnej dlzky, teda je to neparna permutdcia. Druhy
z nich mé neparnu dlzku, ¢ize ide o parnu permutaciu. Permutécia ¢ je teda zlozenim parnej
a neparnej permutacie, preto ¢ je neparna permutéacia.

Dosledok 2.5.21. Pdrne permutdcie tvoria podgrupu grupy Sy. Grupu tvorend pdarnymi
permutdciami mnoziny {1,2,...,n} budeme oznacovat A, a nazgvat alternujiica grupa.

Doékaz. Zrejme id € A,, preto A, # (). Podla predchadzajticeho ddsledku je tdto mnoZina
uzavreta na skladanie.

Kedze A, je koneénd mnozina, na zaklade tvrdenia[2.4.5 uz dostdvame, ze to je podgrupa.

O

Hoci sme vdaka tvrdeniu [2.4.5] nepotrebovali v predoslom dékaze kontrolovat uzavretost
na inverzné prvky, mézeme si uvedomit, ze ak je permutécia vyjadrend pomocou transpozicii,
tak velmi lahko najdeme vyjadrenie pre inverzni permutéciu. Najprv si vSimnime, Ze pre Tu-
bovolni transpoziciu 7 plati 77! = 7. Z toho dostavame, Ze ak ¢ = 717y ... Tk, kde 71,..., Tk
su transpozicie, tak

-1 _ _—1_-1 -1_-1 _
O =T T Ty Ty = TkTk—1---T2T1,

teda jednoducho sta¢i vymenit poradie permutdcii. (Tdto tvahu by sme mohli vyuzit na
dokaz dosledku bez pouzitia tvrdenia [2.4.5])

V oblasti zdbavnej matematiky sa tiez moZeme stretnit s podgrupami S,. Ako grupy
permutécii mozno chipat povolené transformécie Rubikovej kocky (pozri [KGGS| Kapitola
3.2]) alebo tiez ,hra 15“ (pozri [KGGS| Cvicenia 3.6.9%, 3.6.10%]).

Cvicenia

Uloha 2.5.1. V tomto cvi¢eni budeme pracovat s permutéciami mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8}
(¢ize prvkami grupy Sg) a budeme zadané permutécie aj vysledky vzdy zapisovat ako stciny
disjunktnych cyklov: Oznac¢me

p = (14)(235)(78)

¥ = (234)(67)

7 = (135)(24)(68)

a) Vypocitajte (p o) ot a po(horT)
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32 Cayleyho veta*

b) Ku kazdej z uvedenych permuticii vypocitajte inverzni permutéciu.
c) Zistite rdd a paritu permutécii ¢, 1, 7 a aj permutdcii, ktoré sme dostali ako vysledky
v predchadzajicich castiach tejto tlohy.

Uloha 2.5.2. Pre dané permutdcie urcte rad, paritu, a rozklad na disjunktné cykly:

p=(33457),7=(37953), v =(53753)-

Dalej vypoéitajte permutacie 1), =1, 771, =L

Uloha 2.5.3. Vypoditajte ¢ o1 a 9 o ¢ pre:

a) ¢ = (14)(5678), 1 = (23)(5678)

b) p = (124)(5678), ¥ = (23)(5678).

Je niektory z tychto pripadov prikladom nedisjunktnych permutécii, ktoré komutuju?

Uloha 2.5.4. V grupe (S7, o) najdite rad a paritu permutacie ¢ = (12)(14)(35)(26)(21)(67).
Vypoditajte p'?7. Najdite cyklicki podgrupu S; generovani touto permuticiou. S ktorou
grupou (Z,, ®) je tadto podgrupa izomorfna?

Uloha 2.5.5. Zostavte tabulku grupovej operacie pre grupu Ss.
Uloha 2.5.6. Nijdite vetky podgrupy grupy Ss.

1 2 ..
ai az ...

Uloha 2.5.7. Ak poéet inverzii permutdcie (
(an ary o)

Uloha 2.5.8. Dokéite, 7e grupa S, je generovana:

a) Mnozinou vSetkych transpozicii.

b) Mnozinou transpozicii {(12), (13),...,(1n)}.

¢) Mnozinou transpozicii {(12), (23),...,(n — 1,n)}.

d) Transpoziciou (12) a cyklom (12...n). (Hint: Skiste vyratat (12...n)7%(12)(12...n)k.)
Dokézte, ze Sy nie je generovana pomocou (13) a (1234). (Teda Sy sice je generovana cyklom
dlzky 4 a transpoziciou, tito transpoziciu vSak nemézem vybrat Iubovolne.)

a ) je k, zistite pocet inverzii permutécie

Uloha 2.5.9. Dokézte, ze alternujliqa grupa A, je generovana:
a) Mnozinou vietkych cyklov (ijk) dlzky 3.
b) Mnozinou cyklov dlzky 3 tvaru (123), (124),...,(12n).

Uloha 2.5.10. Popiste permutécie z grupy Sy, ktoré maji rad 2. Aky je ich poéet? (Staci
ndjst rekurzivny predpis pre pocet takych prvkov.)

Uloha 2.5.11. Comu sa rovna najvicsi mozny rad prvku grupy Sia.

2.6 Cayleyho veta*

Lahko vieme overit ze pre dani mnozinu M vSetky bijekcie z M do M tvoria s operaciou
skladania zobrazeni grupu. (Dokaz je presne rovnaky ako pre permutdcie v pripade, ze M
bola kone¢na.) Tato grupu budeme oznacovat (S(M), o) alebo strucnejsie S(M).

Definicia 2.6.1. Pod grupou transformdcii mnoziny M budeme rozumiet Iubovolni podg-
rupu grupy (S(M), o).

Ekvivalentne by sme mohli grupu transformécii definovat tak, ze je to mnozina bijekcii
z M do M uzavretd na skladanie a inverzné zobrazenie. (V [KGGS| sa grupa transformécii
definuje takto, pretoze tento pojem je tu zavedeny skor nez pojem grupy. Aj historické poradie,
v akom matematici definovali tieto pojmy, je rovnaké.)
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V tejto casti ukazeme Cayleyho vetu, ktora hovori, ze kazda grupa je izomorfnd s neja-
kou grupou transformaécii. To znamend, ze keby sme sa zaoberali len grupami, v ktorych je
bindrnou operaciou skladanie zobrazeni, v podstate by sme ni¢ nestratili.

Definicia 2.6.2. Nech (G, ) je grupa a a € G.
Zobrazenie f,: G — G dané predpisom f,(x) = a * x voldme lavd transldcia.
Zobrazenie g,: G — G dané predpisom g,(z) = x * a voldme pravd transldcia.

Lema 2.6.3. Kazdd lavd (pravd) transldcia je bijekcia.

Doékaz. Surjektivnost f,: Pre kazdé 2 € G mdme f(a ' xx) =a*xa ' *xx = x.

Injektivnost f,: Ak fo(z) = fa(y), znamend to, Ze a * . = a * y. Zo zdkona o krateni
potom vyplyva = = y.
Ukéazali sme, zZe Tavé translacie su bijekcie; dokaz pre pravé translacie je uplne analogicky.

O
Dosledok 2.6.4. Pre vietky a € G plati fa, ga € S(G).
Lema 2.6.5. Pre lavé transldcie plati
fo o fa = foxa
Doékaz. Pre x € G mame
(foo fo)(@) = fo(fa(x)) = bx (axx) = (bxa) * 2 = foxa ().
O

Dosledok 2.6.6. Zobrazenie a — f, je homomorfizmus z G do S(G).
Déosledok 2.6.7. Lavé transldcie tvoria podgrupu grupy S(G).

Dékaz. Lavé translacie si presne obrazom G v zobrazeni a — f, z G do S(G). Pretoze toto
zobrazenie je homomorfizmus, podla tvrdenia tvoria Tavé translacie podgrupu. O

Aby sme dokézali Cayleyho vetu, sta¢i uz len ukdzat, ze prave uvedeny homomorfizmus
je v skutocnosti izomorfizmus na svoj obraz, t.j. Ze je injektivny.

Veta 2.6.8 (Cayley). KaZdd grupa (G, ) je izomorfnd s nejakou grupou transformdcii. Pres-
nejsie, (G, x) je izomorfnd s podgrupou grupy S(G) tvorenou vsetkymi lavymi transldciami.

Dékaz. 7 toho, co sme dokazali doteraz uz vieme, ze lavé translacie si skutoéne podgrupou
S(G) a zobrazenie a — f, je surjektivny homomorfizmus z G na ttato podgrupu. (Surjektiv-
nost vyplyva z toho, Ze tdto podgrupa je priamo obrazom grupy G v uvedenom zobrazeni.)

Zostava teda dokézat len injektivnost. Ak plati f, = f, (v zmysle rovnosti zobrazeni),
tak potom aj a = axe = fa(e) = fo(e) =bxe=0. O

Dosledok 2.6.9. Lubovolnd konecnd grupa rddun (t.j. takd, ktord md n prvkov) je izomorfnd
s podgrupou grupy permutdcii S, .

Priklad 2.6.10. Ilustrujme si Cayleyho vetu na priklade grupy (Z, +). (Kedze ide o komu-
tativnu grupu, v tomto pripade si lavé a pravé translicie totozné.)
V tomto pripade pre a € Z mame zobrazenie f,: Z — Z

folz) =a+z,

ktoré je ocividne bijektivne, ¢ize f, € S(Z). Takisto sa Iahko overi, Ze fo1p = fu © fo, z Coho
vidime, Zze a — f, je homomorfizmus. Fakt, Ze tento homomorfizmus je injektivny, mézeme
overit podobne ako v dékaze Cayleyho vety.
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34 Cayleyho veta*

Priklad 2.6.11. Skdsme sa pozriet na reprezentaciu grupy (S,-), kde S = {z € C;|z| = 1}
pomocou Cayleyho vety.

V tomto pripade méme f,(x) = zx. Z Moivrovej vety vieme, ze vyndsobenie komplexnych
¢islom z s jednotkovou velkostou presne zodpoveda oto¢eniu bodu v komplexnej rovine okolo
podiatku o uhol ¢ taky, ze z = cos p+isin ¢. Cize v tomto pripade tvoria grupu transformécii
z Cayleyho vety vSetky otocenia kruznice okolo nuly.

Poznamka 2.6.12. DalSou zaujimavou oblastou, ktora stvisf s grupami transformécii st
grupy symetrif rovinnych tutvarov alebo telies. V pripade, ze by Véas tato téma zaujimala,
mozete si o nej niefo precitat napriklad v [KGGS| Kapitola 3.1].

Cvicenia
Uloha 2.6.1.

Izomorfizmus grupy G na samu seba volame automorfizmus. Dokazte, zZe:

a) Mnozina Aut G vSetkych automorfizmov grupy G je grupou transformécii.

b) Definujeme pre fubovolné a € G zobrazenie f,: G — G ako f,(g) = aga™!. Potom plati
fab = fa © fp pre Tubovolné a,b € G.

¢) Pre kazdé a € G je zobrazenie f, automorfizmus grupy G (takyto automorfizmus nazveme
vntitorny).

d) Mnozina VAut G vSetkych vnitornych automorfizmov grupy G je grupou transformécii.
e) Grupa G je komutativna préve vtedy, ked mnozina VAut G vSetkych jej vinitornych auto-
morfizmov je jednoprvkova.

f) Zobrazenie a — f, je surjektivny homomorfizmus z G na VAut G. N§jdite jadro tohoto
automorfizmu.
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Kapitola 3

Faktorizacia

3.1 Relacie ekvivalencie a rozklady

So zakladnymi vlastnostami ekvivalencii a rozkladov a s ich vzajomnym sivisom ste sa uz
stretli na inych prednédskach (pozri [KGGS, ¢ast 1.4], [OS]), napriek tomu tu vsak zopakujeme
niektoré ich zakladné vlastnosti.

Definicia 3.1.1. Reldcia ekvivalencie je relacia R na mnozine A, ktord je reflexivna, symet-
rickd a tranzitivna; t.j. pre vsetky a,b,c € A plati:

aRa
aRb = bRa
aRbANbRc = aRc

Mnozina {b € A;aRb} sa nazyva triedou ekvivalencie s reprezentantom a a oznaCuje sa
[a]r, pripadne len [a].

Definicia 3.1.2. Rozklad mnoZiny A je takd mnozina A = {4;;i € I} neprézdnych pod-
mnozin mnoziny A, Ze plati:

(i) Pre vSetky ¢,j € I plati bud A; = A; alebo A; N A; = 0.
(ii) U A; = A.

=
Pred hlavnymi vysledkami tykajicimi sa rozkladov a ekvivalencii uvedieme si este jednu
lemu:

Lema 3.1.3. Nech R je reldcia ekvivalencie. Potom
aRb & [a]R = [b]R

Veta 3.1.4. Ak R je reldcia ekvivalencie na A, tak mnozina vsetkych tried ekvivalencie tvori
rozklad mnoZiny A.

Veta 3.1.5. Ak A ={A;;i € I} je rozklad mnoZiny A, tak relicia R definovand tak, Ze
aRb & (Fielae A;NbE A;

je reldcia ekvivalencie. (Definicia reldcie R vlastne hovort, Ze dva prvky si v reldcii R prdve
vtedy, ked lezia v tej istej mnozine rozkladu A.)
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36 Relacie ekvivalencie a rozklady

Dékaz tychto viet mozete najst napriklad v [OS).

Videli sme, ze relacii ekvivalencie na mnozine A mdzeme priradit rozklad mnoziny A
a opacne. Chceli by sme ukézat, ze tato korespondencia medzi relaciami ekvivalencie a roz-
kladmi je jednojednoznacni; cize relacie ekvivalencie a rozklady st vlastne len 2 r6zne pohlady
na tu ista vec.

Oznac¢me rozklad prislichajici relécii ekvivalencie R ako Ag a relaciu ekvivalencie dani
rozkladom A ako R 4. My vlastne chceme ukazat, Ze tieto 2 priradenia si navzdjom inverzné,
Cize R4, =RaAp, = A

(Tu je tiez dodlezité si uvedomit, ¢o znamend ze 2 reldcie resp. 2 rozklady si rovnaké.
Relécie chdpeme ako podmnoziny A x A, 2 reldcie sa R a R’ sa rovnaju prave vtedy, ked plati
aRb < aR’'b pre vsetky a,b € A. Rovnost pre rozklady takisto chdpeme ako rovnost mnozin
— to znamend, Ze rovnaké rozklady pozostdvaju z tych istych podmnozin.)

7 lemy vidime, ze ak priradime relacii ekvivalencie rozklad, tak v rovnakych pod-
mnozindch budd prave tie prvky, ktoré su v reldcii R, a teda skutocne plati R4, = R.
Platnost rovnosti Ag, = A pre lubovolny rozklad sa tiez ukdze pomerne jednoducho (dloha
— dé sa opéit pouzit lema |3.1.3]).

Cvicenia
Uloha 3.1.1. Dokazte lemu m

Uloha 3.1.2. Dokézte, ze pre lubovolny rozklad A plati Ag L=A

Uloha 3.1.3. a) Nech f: A — B je surjektivne zobrazenie. Dokazte, Ze reldcia R na mno-
zine A urcend predpisom aRa’ < f(a) = f(a’) je reldcia ekvivalencie a triedy rozkladu st
mnoziny f~1({b}) = f~1(b) pre b € B.

b) Nech R je relcia ekvivalencie na mnozine A a nech B je mnozina vSetkych tried ekvivalen-
cie. Dokazte, Ze zobrazenie f: A — B, ktoré kazdému prvku priradi jeho triedu ekvivalencie
(teda f: a > [a]) je surjektivne.

¢) V predchddzajicej Casti sme kazdému surjektivnemu zobrazeniu priradili reldciu ekviva-
lencie a obratene. Su tieto dve priradenia st navzajom inverzné?

Uloha 3.1.4. Dokéite, 7e relacia Ry = A x A na A je reldcia ekvivalencie. Dokazte, 7e
Ry ={(a,a);a € A} je relacia ekvivalencie na A.

Uloha 3.1.5. Ak R;, R, st reldcie ekvivalencie na A, tak aj Ry N Ry je reldcia ekvivalencie
na A.

Uloha 3.1.6. Nech pre kazdé i € I je R; relécie na mnozine A a nech R = N R;. Dokazte,
iel

ze: ©

a) Ak vSetky reldcie R; su reflexivne, tak aj ich prienik R je reflexivna relécia.

b) Ak vsetky relacie R; st symetrické, tak aj ich prienik R je symetrickd reldcia.

c¢) Ak vsetky reldcie R; st tranzitivne, tak aj ich prienik R je tranzitivna relacia.

d) Ak vsetky reldcie R; st reldcie ekvivalencie, tak aj ich prienik R je reldcia ekvivalencie.

Uloha 3.1.7. Nech S je reldcia na mnozine A. Ukézte, Ze existuje reldcia R na mnoZine A,
ktora je najmensia vzhladom na inkliziu medzi relaciami s vlastnostami:

a) S C R a R je reflexivna.

b) S C R a R je symetricka.

a) S C R a R je tranzitivna.

d) S C R a R je relacia ekvivalencie.
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Uloha 3.1.8. Dokézte, 7e nasledujice reldcie si reldcie ekvivalencie:

a) Reldcia R na mnozine S, takd, ze pR7 prave vtedy, ked permutécie ¢ a 7 maji rovnaky
pocet inverzii;

b) reldcia R na mnozine Z definovand ako xRy < = a y maju rovnaky ciferny sicet;

¢) relicia R na mnozine Z definovand predpisom xRy < x + y je parne;

d) pre lubovolni (kone¢ni) mnozinu M reldcia R na mnozine P(M) definovand ako ARB <
|A] = |B|. (Pod oznacenim |A| rozumieme bud podet prvkov — v pripade, ze M je konecn4,
alebo mohutnost mnoziny.)

Uloha 3.1.9. Dokézte, ze nasledujice reldcie si reldcie ekvivalencie:

a) reldcia R na mnozine R definovand ako (x,y,2)R(z',y, 7)) @ x+y+z=2"+y + 7/,
b) reldcia R na mnozine S,, definovand ako ¢ RT < ¢ a 7 majd rovnakd paritu,

¢) reldcia R na mnozine Z definovand ako xRy < 5|z —y

d) pre lubovolnii maticu typu m X n nad polom F je reldcia &'R,g & AaT = A,6_"T relacia
ekvivalencie na mnozine F";

e) reldcia R na mnozine R definovand tak, ze tRy < =y V & = —y;

f) reldcia R na mnozine R® vietkych zobrazen{ z R do R definovand ako fRg < f(0) = g(0).

Uloha 3.1.10. Nech R je reldcia ekvivalencie na mnozine X a S je reldcia ekvivalencie na
mnozine Y. Potom reldcia T urcend ako (z,y)T(z',y") < xRz’ A ySy’ je reldcia ekvivalencie
na mnozine X x Y.

Uloha 3.1.11. Nech f: X — Y je surjektivne zobrazenie.

a) Ak R je reldcia ekvivalencie na X, tak reldcia S na Y dand predpisom ySy’ < existuji
z,2' € X také, ze f(z) =y, f(2') =y a xR’ je tiez reldcia ekvivalencie.

b) Ak S je relacia ekvivalencie na mnozine Y tak reldcia R na X dand predpisom xRz’ <
f(x)Sf(x') je tiez relacia ekvivalencie. (Ako Specidlny pripad dostaneme tvrdenie z tlohy
3.1.3b).)

3.2 Rozklad grupy podla podgrupy
Najprv si zadefinujeme jeden pomocny pojem — ndsobenie podmnozin grupy.

Definicia 3.2.1. Nech G je grupa a A, B C G su jej lubovolné podmnoziny. Potom definu-
jeme siucin AB podmnozin A, B ako

AB = {ab;a € A,b € B}.

V pripade, Ze jedna z mnozin je jednoprvkovd, budeme pouzivat struc¢nejsi zapis aB
namiesto {a}B a Ab namiesto A{b}.

Niektoré uzitocné vlastnosti nasobenia podmnozin zhrnieme v nasledujtcej leme:
Lema 3.2.2. Nech G je grupa.

(i) Ndsobenie podmnoZin je asociativne, t.j. A(BC) = (AB)C pre lubovolné podmnoZiny
A,B,C CQ.

(ii) Pre lubovolni podmnozinu A C G plati eA = Ae = A.

(iii) Ak B C C, tak AB C AC a BA C CA.
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(iv) Ak H je podgrupa grupy G a h € H, tak hH = H.
(v) Ak H je podgrupa grupy G, tak H> = H - H = H.

(vi) Pre lubovolni podmnoZinu A C G plati (A=1)~1 = A, kde pouzivame oznacenie A=1 =
{at;a € A}

(vii) Ak H je podgrupa grupy G, tak H=* ={h=';h € H} = H.
(viii) Pre lubovolné podmnoziny A, B C G plati (AB)~! = B~1. AL
(ix) Ak K, H st podgrupy grupy G, tak (HK) ' =K '-H ' =KH.

Oznacenie H~! v predchadzajiicej leme neznamend, ze by tadto mnozina bola inverznym
prvkom ku H v P(G)~ {0} s operaciou ndsobenia podmnozin — H ! jednoducho len oznacuje
mnozinu inverznych prvkov ku prvkom z H.

Nebudeme dokazovat vsetky casti tejto lemy — vécSinu z nich ponechame ako cvicenie

(tiloha [3.2.1)). Na ukdzku si dokdzme (vi).

Dékaz. (vi): Pretoze (a=')~! = a, kazdy prvok z A patri aj do (A™1)71, ¢ize A C (A™1)~L.
Obrétene, ak b € (A71)71 tak b = (a=!)~! pre nejaké a € A, ale (a™!)"! = qa, teda
b=a € A. Ukézali sme aj inkltziu (A=1)~! C A. O

Nésobenie podmnozin vo vSeobecnosti nemusi byt komutativne (ako kontrapriklad stacéi
zobrat v nekomutativnej grupe 2 jednoprvkové mnoziny {a} a {b} pre prvky a a b, ktoré
nekomutujii). Samozrejme, pre komutativnu grupu je aj ndsobenie podmnozin komutativne.

Predchadzajice tvrdenie hovori o tom, zZe takto definovany sic¢in mnozin je asociativny
a mé aj neutralny prvok. Nie pre kazdé mnozinu vSak existuje inverzny prvok. Specidlne

nemusi platit AA~! = {e} (dloha(3.2.2).

Definicia 3.2.3. Ak H je podgrupa grupy G, tak oznac¢ime pre a € G

aH = {ah;h € H},
Ha = {ha;h € H}.

Mnoziny aH nazyvame lavé triedy grupy G podla H (alebo lavé triedy grupy G modulo H),
mnoziny Ha st pravé triedy grupy G podla H.

Ako sme uz spomenuli, ndsobenie podmnozin vo vseobecnosti nemusi byt komutativne,
takisto ani nemusi vo vSeobecnosti platit aH = Ha. V dalSej ¢asti uvidime, Ze podgrupy,
ktoré maju tuto vlastnost si z istého hladiska zaujimavé. Je zrejmé, ze tato rovnost plati ak
G je komutativna.

Zacali by sme v8ak s tym, ze ukdzeme, Ze lavé triedy G podla H tvoria rozklad G (a
podobne to plati pre pravé triedy).

Priklad 3.2.4. Triedy Z podla 3Z su {3k;k € Z}, {3k + 1;k € Z} a {3k + 2;k € Z}. Je
zrejmé, ze tvoria rozklad mnoziny Z — kazdé celé ¢islo je bud tvaru 3k, 3k + 1 alebo 3k + 2.
(V tomto pripade ide o komutativnu grupu, preto si lavé a pravé triedy totozné.)

Lema 3.2.5. Nech H je podgrupa G a a,b € G. Potom aH = bH prdve vtedy, ked b~ 'a € H.
(Dalsou ekvivalentnou podmienkou je a='b € H).

Podobne plati Ha = Hb < ab™' € H < ba™! € H.

38



KAPITOLA 3. FAKTORIZACIA 39

Dékaz. Ak aH = bH, tak a € bH, ¢ize a = bh pre nejaké h € H. Z toho b~'a = h € H.
Ak b~la € H, tak b='aH = H, a teda bH = b(b~taH) = (bb~1)aH = eaH = aH.
Pretoze (b~ ta)™! = a=1(b=1)~! = a~1h, aj tretia uvedend podmienka je ekvivalentn4.
Dokaz druhej casti tejto lemy je analogicky. O

Tvrdenie 3.2.6. Lavé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G. (Inak: {aH;a €
G} je rozklad mnoZiny G.)
Pravé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G.

Dokaz. Kazda trieda aH obsahuje prvok a, je teda neprazdna. Overme teda este ostatné dve
podmienky z definicie rozkladu.

Plati (J,cq aH 2 Uyeqlal = G, teda zjednotenie vsetkych Tavych tried je celé G.

Nech a,b € G. Staci ukazat, ze ak aH NbH # (), tak aH = bH. Nech teda x € aH NbH.
To znamend, ze x = ah = bh’' pre nejaké h,h/ € H. Z rovnosti ah = bh’' Tahko dostaneme
b=la=h'h"", ateda b='a € H. Podla lemy potom plati aH = bH

Doékaz pre pravé triedy je skoro identicky. O

Napriek tomu, ze tu budeme tak trochu opakovat podobné ivahy ako v dokaze lemy [3.2.5]
mozno sa oplati urobit aj iny dokaz. Z neho navyse hned vidno aj to, ze lavé triedy s vlastne
triedy rozkladu zodpovedajicemu istej relacii ekvivalencie.

Dékaz. Pomerne lahko sa ukdze, Ze a ~ b < a~'b € H je relacia ekvivalencie (tiloha .
Vieme, Ze relacia ekvivalencie ndm dava rozklad, teda nam staci ukazat, ze triedy rozkladu
pre tuto relaciu ekvivalencie st presne lavé triedy G podla H.

Chceme teda zdovodnit, Ze [a] = aH. Plati:

[a] = {b € G;a ~ b}
—(beGalbeH} Y an.

Azda jedind rovnost, ktord potrebuje trochu detailnejSie zdovodnenie je rovnost oznacend
().

Ak a='b € H, tak z rovnosti b = a(a~1b) mame b € aH.

Ak b € aH, tak b = ah pre nejaké h € H. Z rovnosti b = ah dostaneme h = a~'b,
Gize vidime, 7e a='b € H. O
Definicia 3.2.7. Nech G je grupa a H je podgrupa. Rozklad {aH;a € G} sa nazyva lavy
rozklad G podla H a rozklad {Ha;a € G} sa nazyva pravy rozklad G podla H.

Vsimnime si, ze eH = He = H, teda ako jedna z lavych (pravych) tried sa vzdy vyskytne
podgrupa H.

Priklad 3.2.8. Uvazujme podgrupu H = {(z,z);z € R} grupy G = (R xR, +). Ide o komu-
tativnu grupu, takze lavy aj pravy rozklad st rovnaké. Dva prvky (a,b), (¢, d) € G lezia v tej
istej triede rozkladu préave vtedy, ked (a,b) —(¢,d) = (a—c,b—d) € H, teda ked a—c = b—d,
¢o je ekvivalentné s

a—b=c—d.

To znamen4, ze kazda trieda rozkladu je urcend rozdielom r = a—b. Inak povedané, jednotlivé
triedy rozkladu sd prave mnoziny

{(z,y) eR*z—y =1}
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pre r € R. VSimnime si, ze réoznym r zodpovedaju rézne triedy ekvivalencie, takze kazdu
triedu ekvivalencie dostaneme takymto sposobom iba raz. Z kazdej triedy rozkladu by sme
mohli vybrat napriklad reprezentanta tvaru {(r,0);r € R}, t.j. triedy rozkladu mézeme za-
pisat ako

(r,0) + H

pre r € R.
Uvedme este aspon jeden priklad, kde G je konec¢nd grupa.

Priklad 3.2.9. Nech G = (Zs,®) a H = 4Zg = {0,4}. Opét s obe grupy komutativne,
takze lavy a pravy rozklad su totozné. Rozklad G podla H obsahuje 4 triedy: {0,4}, {1,5},

{2,6}, {3,7}.

Teraz ukazeme nejaké tvrdenia hovoriace o po¢toch (mohutnostiach) tried rozkladu G
podla H. (Mézete si ich podrobnejsie rozmysliet na rozkladoch z prikladov|3.2.4} [3.2.8] [3.2.9])

Lema 3.2.10. Nech H je podgrupa grupy G a a € G. Potom zobrazenie ¢: H — aH
definované ako
p: h— ah
je bijekcia.
Podobne zobrazenie vv: H — Ha, ¥: h — ha je bijekcia.

Dékaz. Zobrazenie ¢ je injekcia: ¢(h1) = @(h2) = ah; = ahy = hy = hy (podla zdkonov
o krateni).

Priamo z definicie mnoziny aH vyplyva, ze ¢ je aj surjekcia.

Dokaz pre zobrazenie 1 by bol analogicky. O

7 predchadzajicej lemy okamzite dostavame, ze:

Veta 3.2.11. Nech H je konecnd podgrupa G. Potom pocet prvkov kazdej lavej triedy aH
je rovnaky (a rovnd sa poctu prvkov podgrupy H). Takisto sa rovnd poctu prvkov lubovolnej
pravej triedy Hb.

Lema 3.2.12. Nech H je podgrupa grupy G. Potom zobrazenie
¢0:aH — Ha™*
je bijekcia medzi mnoZinami tried {aH;a € G} a {Ha;a € G}.

Dékaz. Vsimnime si, Ze platf (aH)™ ' = H 'a™! = Ha™".

Z toho vyplyva, Ze zobrazenie ¢ je dobre definované. (Nezavisi od vyberu reprezentanta
triedy aH, kedze sme ukézali, ze p(aH) je prave mnozina vSetkych inverznych prvkov k prv-
kom z aH.)

Zobrazenie @ je zrejme surjekcia (vzorom pre triedu Hb je lava trieda b=1H).

Na zdklade rovnosti Ha™! = (aH)~! dalej dostaneme Ha™! = Hb™! & (aH)™! =
(bH)™! < aH = bH. (Vyuzili sme lemu ) Vidime teda, Ze ¢ je injekcia. O

Na zaklade predchadzajicej vety, ktord hovori, ze pocet lavych a pravych tried je rovnaky,
ma zmysel nasledujica definicia.

Definicia 3.2.13. Nech H je podgrupa konecnej grupy. Potom [G: H] je pocet vSetkych
lavych (pravych) tried rozkladu G podla H. Toto ¢islo nazyvame indexom grupy G podla H.
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Veta 3.2.14 (Lagrangeova veta). Ak G je konecnd grupa a H je jej podgrupa, tak plati

G| = |H|.[G: H].

Teda pocet prvkov podgrupy H deli pocet prvkov G.

Dékaz. Mame rozklad mnoziny G na [G: H] tried rovnakej velkosti |H|. Potom |G| =
[G: H]|H]|.
Z toho je zrejmé aj to, ze |H| | |G| (pocet prvkov H deli pocet prvkov G). O

Na tomto mieste treba spomentit, ze neplati obratenie Lagrangeovej vety v tom zmysle, ze
pre kazdy delitel & ¢isla |G| (poctu prvkov grupy G) by musela existovat k-prvkova podgrupa.
Pozri tlohu m (Pre cyklické grupy vsak toto tvrdenie plati, tam dokonca existuje jedina
k-prvkova podgrupa. Takéto tvrdenie — Ze by poctom prvkov bola podgrupa jednoznacne
uréend — takisto vo vSeobecnosti neplati.)

Nasledujuci vysledok by snad mohol vysvetlovat, pre¢o namiesto poc¢tu prvkov konecnej
grupy niekedy pouzivame aj termin rdad grupy.

Désledok 3.2.15. Ak G je konecnd grupa, tak rdd kazdého prvku deli rad grupy G (pocet
prokov grupy G).

Dékaz. Stadi si uvedomit, ze rdd prvku a je podet prvkov podgrupy [a]. O

Désledok 3.2.16. Ak G je p-prvkovd grupa a p je prvocislo, tak kazdy jej prvok okrem
neutrdlneho proku je generdtorom G (a teda G je cyklickd).

Dékaz. Rad prvku a # e nie je 1 a kedze je delitel prvocisla p, musi byt rovny p. Teda [a]
obsahuje p roznych prvkov e, al,a?, ..., aP~ 1, ¢ize [a] = G. 0

Dosledok 3.2.17. Kazdd 4-prvkovd grupa je izomorfnd bud so Z4 alebo so Zo X Zs.

Doékaz. Nech G je 4-prvkové grupa. Podla dosledku [3:2.15] rddy jej prvkov mézu byt jedine
1, 2 alebo 4. Ak G obsahuje prvok radu 4, tak tento prvok je jej generdator. V tomto pripade
dostavame, ze G je cyklickd a G = Z4.

Druhé moznost je, ze vSetky prvky s vynimkou neutralneho maju rad 2, ¢ize pre kazdy
prvok plati a®> = e, kde e je neutrdlny prvok G. Inak povedané, pre vietky a € G plati
a = a~'. Z toho dostavame aj to, ze G je komutativna: zy = (zy) ' =y tz~! = yx.

Oznacme prvky tejto grupy e, a, b, c. Zatial o nich vieme toto:

a b
b

o TR O
O TR D
[a

e

Podla zakonov o krateni sa kazdy prvok vyskytne v lubovolnom riadku a v ITubovolnom
stipci tabulky grupovej operacie prave raz. Tento fakt ndm umozni jednoznacne doplnit
prazdne miesta v tabulke. VSimnime si napriklad, Ze prvok ab nemdze byt a, e ani b (inak
by sme mali v niektorom riadku alebo stipci tento prvok dvakrat). Podobnil ivahu moéZeme
urobit pre prvok ba. Dostavame:
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o o 0o

O TR D
o 0o Q|
o o oo

e

Teraz uz v kazdom riadku a stlpci médme jediné volné miesto, teda zostavajici prvok je
jednoznacne urceny

o S Q o

O S |0
S0 0 Q|9
L o oo
o 0|0

Pretoze aj Zs X Zs mé ta vlastnost, ze vSetky prvky okrem neutralneho maji rad 2, a
préve sme ukéazali, Ze touto podmienkou je grupa jednozna¢ne uréend (az na oznadcenie prvkov
— CiZe az na izomorfizmus), médme G = Zy X Zs. O

Cvicenia
Uloha 3.2.1. Dokézte zvysné ¢asti lemy

Uloha 3.2.2. Ukézte na konkrétnom priklad, Ze v grupe nemusi platit AA~! = {e}.
Plati vo veobecnosti AA™! = A=1A?
Tvor{ mnozina P(G) s operdciou nasobenia mnozin grupu?

Uloha 3.2.3. Ukéite, Ze ak H je podgrupa grupy G, tak reldcia uréend podmienkou
a~b & albe H
je relacia ekvivalencie.

Uloha 3.2.4. Ak G je koneéna grupa, H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak [G:K]=
[G: H|[H : K].

Uloha 3.2.5. Dokéite, 7e kazda grupa, ktord ma menej ako 6 prvkov, je komutativna.

Uloha 3.2.6. Najdite vietky lavé (pravé) triedy grupy G podla podgrupy H, ak
a) G = (R, +), H=1;
b) G (RxR+) H ={(z,y) € R xR;y = 3z};
) (Zﬁv )7 H = 2Zs;
d)G=85,, H=A4,;
) G =53, H =[(12)];
f) G=(Z,+), H = 3Z.
(Pod ,néjdite vSetky triedy“ sa rozumie to, Ze pre kazdu triedu vyberieme jedného repre-
zentanta, v pripade, Ze ide o koneéné mnoziny ich mozeme aj vypisat.)

@

Uloha 3.2.7. Dokéite, 7e kazd4 8-prvkova grupa obsahuje dvojprvkovii podgrupu.

Uloha 3.2.8. Ak G m4 p? prvkov, kde p je prvocislo, tak kazda vlastnd podgrupa G je
cyklicka.

Uloha 3.2.9. Ak p je prvodislo a k > 1 prirodzené &slo, tak kazdd pF-prvkové grupa mé
p-prvkovi podgrupu.
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Uloha 3.2.10. Nech G je koneéné grupa, pocet jej prvkov ozna¢me n. Ak A C G a A mé
viac nez n/2 prvkov, tak A generuje G.

Uloha 3.2.11. Nech ¢: G — H je homomorfizmus grip. Nech g € G. Oznaéme h := ¢(g),

A:=p 1 (h) ={x € G;¢(z) = h} a K := Ker ¢. (Z dosledku [2.3.10| vieme, %e K je podgrupa

grupy H.) Dokézte, ze A = gK.

Uloha 3.2.12. Nech S; je podgrupa G a t; € G pre kazdé i € I. Oznaéme D = N S;.

iel

Dokézte, ze bud () Sit; = () alebo existuje g € G také, ze [\ Sit; = Dg. (T.j. prienik
iel i€l

pravych tried S;t; je bud prdzdna mnozina alebo niektord prava trieda rozkladu podla D.)

Uloha 3.2.13. Dokéite, 7e v kazdej grupe s neparnym poétom prvkov je lubovolny prvok

Stvorcom nejakého (a navyse jednoznacéne uréeného) prvku tejto grupy.

Uloha 3.2.14. Nech H je podgrupa G. Ukéazte, 7e systém {HaH;a € G} je rozklad mnoziny
G.

Uloha 3.2.15. Nech (G, *) je grupa. Dokazte alebo vyvratte: H = {g%; g € G} je podgrupa
grupy G.

3.3 Normalne podgrupy

Dostali sme teda rozklad G na lavé triedy a rozklad G na pravé triedy. Tieto dva rozklady
mozu byt vo vSeobecnosti rézne — my sa budeme snazit néjst podmienky, kedy st rovnakeé.

Tvrdenie 3.3.1. Nech H je podgrupa grupy G. Ak aH = Hb, tak Ha = Hb. (Takisto za
tychto predpokladov plati aH = bH.)

Dékaz. Ak aH = Hb, tak a € Hb, &ize a = hb pre nejaké h € H. Potom h = ab~! € H a

podla lemy méame Ha = Hb.
Dokaz druhej casti tvrdenia je analogicky. O

Veta 3.3.2. Nech H je podgrupa G. Nasledujice podmienky si ekvivalentné:
(i) aH = Ha pre vietky a € G,
(ii) aH C Ha pre vsetky a € G,

(iii) Ha C aH pre vsetky a € G,

H CaHa™! pre vietky a € G,

)
)
(iv) aHa=' C H pre vietky a € G,
v)
(vi) aHa=! = H pre vietky a € G,
(vii) {aH;a € G} = {Hb;b € G}.

Vsimnime si, ze podmienku mozeme zapisat aj tak, Ze plati aha™! € H pre vietky
he H aac G, cize
heH = aha™t € H. (3.1)

V nasledujicom dokaze budeme vyuzivat vlastnosti ndsobenia podmnozin sformulované
v leme [3.2.2) ako aj pomerne lahko dokézatelny fakt, Ze ndsobenie podmnozin zachovéiva
inklizie. (Vlastne ndm budu stacit implikdcie B C C = aB CaC a BC C = Ba C Ca.)
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Dokaz. Zrejmé: = , =
= : Ak plati aH C Ha, tak plati aj

aHa™' C (Ha)a ' = H(aa™') = He = H.

Podobne sa ukaze = (iv): Ked pouzijeme pre prvok a~!, tak mame Ha~ ! C
a~'H. 7 tejto inkltzie dostaneme

aHa ' Caa 'H = H.

[iv) = (v): Pouzitim pre prvok a~! dostaneme a"'Ha C H. Ked tito inkliziu
vynésobime zlava a a sprava a~!, tak méme

H=a(a"*Ha)a™* CaHa™".

= : Staci v skutoc¢nosti ukazat, ze = , pretoze z a okamzite vyplyva
(vi). Dokaz implikacie (v]) = je takmer rovnaky ako dékaz predchidzajticej implikicie.
Ak pouzijeme pre prvok a~ !, dostaneme ¢ 'Ha C H. Ked ttto inkldziu vynasobime
zlava a a sprava a” ', tak mame

H = a(a_lH&)a_l CaHa .

= : Ak H =aHa !, tak Ha = (aHa ')a = aH(a"'a) = a(He) = aH.

Takisto implikacia (i) = je zrejmé. Opacnd implikacia = (li) vyplyva z tvrdenia
3.3.1l Z rovnosti {aH;a € G} = {Hb;b € G} totiz vyplyva, Ze kazdé aH sa musi rovnat
nejakému Hb, ale potom podla tvrdenia plati aj aH = Ha.

Dokézali sme:

ii) = (iv) = (v) = (vi) = (i),

z ¢oho vyplyva, ze vSetky uvedené podmienky st ekvivalentné. O

Definicia 3.3.3. Podgrupa H grupy G sa nazyva normdlna (invariantnd) podgrupa, ak spliia
niektort z ekvivalentnych podmienok uvedenych vo vete Oznacujeme H < G.

Ak @ je komutativna grupa, tak kazdd jej podgrupa je invariantn4.
Z vety [3:3:2] vidime, ze pre invariantnt podgrupu lavé a pravé triedy rozkladu si totozné.

Priklad 3.3.4. Pre kazdu grupu G st jej podgrupy G a {e} normélnymi podgrupami.

Pretoze v komutativnej grupe je kazda podgrupa normélna, tloha zistit, ¢i nejaka podg-
rupa je normélna, je zaujimava len v nekomutativnom pripade.

Priklad 3.3.5. Preskimajme, ktoré podgrupy S3 st normélne. Zostavme najprv tabulku
grupovej opericie. (Do riadku ¢ a stlpca 7 zapisujeme ¢ o 7.)

id (12)  (13)  (23) (123) (132)
id id  (12)  (13) (23) (123) (132)
(12) | (12) id  (132) (123) (23) (13)
(13) | (13) (123) id  (132) (12) (23)
(23) | (23) (132) (123) id  (13) (12
3) (13)  (23) (12) (132) id
2) (23) (12) (13) id  (123)

(123)
(132)
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Teraz skisme najst vSetky podgrupy grupy Ss. Z Lagrangeovej vety [3.2.14] vieme, Zze
(okrem podgrip {e} a S3) stadl hladat podgrupy rddu 2 a 3. Podla désledku ide
o cyklické grupy, teda nam staci najst vsetky prvky radu 2 resp. 3.

Prvky radu 2 st prave cykly dizky 2. Tie vygeneruju podgrupy H; = {id, (12)}, H,
{id, (13)} a Hs = {id, (23)}.

Napriklad pre podgrupu H; = {id, (12)} mame (13)H; = {(13),(123)} a H,(13) =
{(13), (132)}. KedZze sme dostali pre ten isty prvok ind lavi a pravu triedu, podgrupa H
nespiﬁa podmienku () z vety ﬁ a teda nie je normélna.

Podobnym spésobom mozeme overit, ze ani ostatné 2-prvkové podgrupy nie sit normalne.

Prvky rddu 3 st trojcykly (123) a (132). Obe generuju tu isti 3-prvkovi podgrupu Az =
{id, (123), (132)} pozostévajicu z parnych permutécii mnoziny {1,2,3}. Vidime, Ze pravy i
lavy rozklad je rovnaky, jeho triedy si mnoZina Az (parne permutdcie) a jej doplnok S3 ~\
As (nepérne permutécie). Teda As spifia podmienku z vety ¢ize je normalna.
(Na zdovodnenie toho, Ze A4 je normélna sme mohli pouzit aj vseobecnejsi fakt, ze kazda
podgrupa indexu 2 je normélna — tloha m)

Vsimnime si, ze H; je komutativna grupa. Teda komutativna podgrupa este nutne nemusi
byt normélna. (Ako sme uZ spominali, ak vieme, Ze celd je komutativna, tak kazda podgrupa
je normaélna.)

Cvicenia
Uloha 3.3.1. Dokézte, 7ze prienik (lubovolného systému) norméalnych podgrip danej grupy
G je opit normélna podgrupa G.

Uloha 3.3.2. Ak H je podgrupa G a [G : H] = 2, tak H je normdalna podgrupa. Navyse,
pre kazdy prvok x € G plati 22 € H. (Poznamendm, 7e rieSenie druhej ¢asti — hovoriacej o
22 € H — sa d4 urobif pomocou faktorovych grip, tie st az v nasledujticej podkapitole. D4
sa vSak vymysliet aj riesenie bez nich.)

Uloha 3.3.3*. Dokézte, ze grupa A4 parnych permutécii 4-prvkovej mnoziny nemé ziadnu
6-prvkovi podgrupu.

Uloha 3.3.4. Pre vietky n € N je A,, normélna podgrupa grupy Sh,.

Uloha 3.3.5. Dokézte, ze lubovolna normélna podgrupa A,, pre n > 5, ktoré obsahuje aspori
jeden cyklus dlzky 3 je celd grupa A,,.

Uloha 3.3.6. Nijdite vietky normélne podgrupy v grupe: a) (Zs, @), b) (Zg, ®), ¢) (Zs, ®),
d) (ZQ X Z2a@)7 e) (2127@), f) (Zp7@)7 kde p je prVOéiSIO, g*) (A470)’ h*) (5470)'

Uloha 3.3.7. Dokézte, Ze kazd4 jednoduchd podgrupa grupy S,, ktora m4 viac ako 2 prvky,
je obsiahnutd v grupe A,,. (Grupa sa nazyva jednoduché, ak nem4 ziadne normélne podgrupy
okrem seba samej a trividlnej podgrupy.)

Uloha 3.3.8. Centrom grupy G nazjvame mnozinu Z(G) = {g € G;(Vh € G)gh = hg} ta-
kych prvkov, ktoré komutuji so véetkymi prvkami G. Ukdzte, Ze Z(G) je norméalna podgrupa
grupy G.

Uloha 3.3.9. Ak A a B st normélne podgrupy G, a € A a b € B, tak aba™ b~ € AN B.
Uloha 3.3.10. Ak H a H’' st normalne podgrupy G také, ze H N H' = {e}, tak hh/ = h'h
pre lubovolné h € H a b’ € H' (Tubovolny prvok H komutuje s lubovolnym prvkom H'.)
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Uloha 3.3.11. Uvazujme grupu G = {A € My 5(F);|A| = 1} s operciou ndsobenia. (Pri¢om
F je Iubovolné pole.) Definujme H = {(} 9);a € F}.

a) Overte, ze H je podgrupa G.

b) Je tato podgrupa komutativna?

¢) Je tato podgrupa normélna?

AKké linearne zobrazenia zodpovedaju maticiam patriacim do H?

Uloha 3.3.12. Nech G = {(¢9);a,b€R,a#0} a H={(19);c € R}.

a) Overte, ze G tvori s operdciou ndsobenia matic grupu a ze H je podgrupa grupy G.

b) Je H normélna podgrupa grupy G?

(Vsimnite si, Ze H je ta istd grupa, ako v predoslej tlohe, ale teraz sa na nu pozerdme ako
na podgrupu inej grupy.)

Uloha 3.3.13. Uvazujme grupu G vsetkych zhodnych izometri roviny nemeniacich orien-
taciu. Inak povedané, st to vSetky zobrazenia, ktoré mozeme dostat ako zlozenie posunutia
o nejaky vektor @ a otofenia o nejaky uhol «, ¢iZe zobrazenia dané predpisom (z,y) —
(c+ xcosa+ ysina,d — xsina 4 ycos ). Su nasledujice grupy normélnymi podgrupami
grupy G?

a) H = vsetky posunutia;

b) H = rotécie okolo poéiatku stiradnicovej ststavy;

¢) H, = vietky zobrazenia z G také, Ze f(r) = x, pricom z € R? je nejaky pevne zvoleny
bod roviny.

3.4 Faktorové grupy

Veta 3.4.1. Ak G je grupa a H je jej invariantnd podgrupa, tak na mnoZine vsetkych tried
G podla H mézZeme definovatl operdciu - ako

(aH) - (bH) = (ab)H (3.2)

Tdto operdcia je dobre definovand (nezdvisi od vyberu reprezentanta triedy) a mnoZina
véetkych tried G podla H s touto operdciou tvori grupu. Tito grupu oznacujeme G/H a
nazyvame faktorova grupa grupy G podla H .

Je dolezité si uvedomit, ze faktorovi grupu moézeme definovat iba pre invariantni podg-
rupu.

Doékaz. Vsetky tvrdenia vety vlastne vyplyvaji z toho, ze takto definované nasobenie je to
isté ako nasobenie podmnozin grupy G. Plati totiz

(aH)(bH) = (aH)(Hb) = a(HH)b = aHb = a(Hb) = a(bH) = (ab)H.

7 toho vyplyva, Ze operécia, ktort sme definovali je dobre definovana a takisto, ze je
asociativna.

Pretoze eH = H a HH = H, trieda eH je neutralny prvok.

Inverzny prvok k aH je a 'H, pretoZe (aH)(a 'H) = (aa"')H = eH = H. O

Priklad 3.4.2. Ak G =7 a H = 3Z tak G/H obsahuje 3 triedy H, 1+ H a 2+ H (priklad
3.2.4)).

lizometria=zobrazenie zachovavajice vzdialenosti; zhodné = zachovavaju aj orientéciu

46



KAPITOLA 3. FAKTORIZACIA 47

H 1+4H 24+ H
H H 1+H 2+ H

1+H |1+H 2+H H

2+H |2+ H H 1+H

7 predchédzajicej tabulky vidime, ze H — 0, 1 + H — 1, 2+ H — 2 je izomorfizmus
medzi G/H a (Z3,®), ¢ize v tomto pripade je faktorovd grupa izomorfnd s grupou Zs.

Priklad 3.4.3. Nech G = (R xR, +) a H = {(z,z);z € R}.
V priklade sme videli, ze kazdu triedu rozkladu mézeme reprezentovat ako (r,0) +
H (a navySe takto dostaneme kazdd triedu prave raz). Z toho pomerne Tahko vidno, Ze
zobrazenie
(r,0)+ H—r

je izomorfizmus medzi grupami G/H a (R, +), ¢ize G/H = R.

Podobne mézeme vidiet, ze pre G = Zs a H = 4Zg mame G/H = Z4. V dalsej podka-
pitole dokdZzeme vetu, ktora ndm umozni takéto vlastnosti dokazovat pomerne jednoducho a
elegantne.

Cvicenia

Uloha 3.4.1. Dokéite, 7e ak H je normélna podgrupa G a [G : H] = n, tak 2™ € H pre
Iubovolné x € G. Ukézte na priklade, Ze toto tvrdenie nemusi platit, ak H nie je normalna.

3.5 Vety o izomorfizme

V tlohe sme videli vztah medzi surjektivnymi zobrazeniami a reldciami ekvivalencie.
V pripade, ze na danej mnozine mame navyse grupovu struktiru, surjektivne homomorfizmy
budi podobnym sposobom zodpovedat normalnym podgrupam (a navyse, ako uvidime v cvi-
¢eniach za touto ¢astou, istym Specidlnym reldciam ekvivalencie, ktoré volame kongruencie).

Veta 3.5.1 (Kanonicky homomorfizmus). Ak G je grupa a H je normdlna podgrupa G, tak
zobrazenie f: G — G/H dané predpisom

fra—aH

je surjektivny homomorfizmus. Tento homomorfizmus voldme kanonicky homomorfizmus.
Navyse, jadro kanonického homomorfizmu je prdave podgrupa H .

Dékaz. 7 vlastnosti nisobenia podmnozin grupy (lema [3.2.2) a z toho, Ze H je normélna
podgrupa dostaneme

f(a)f(b) = (aH)(bH) = a(Hb)H = a(bH)H = (ab)H? = (ab)H = f(ab).

Teda toto zobrazenie je skutotne homomorfizmus.

Surjektivnost vyplyva priamo z definicie.

Pretoze neutralny prvok faktorovej grupy G/H je eH = H, jadro zobrazenia f je mnoZzina
tych a € G, pre ktoré plati aH = eH, ¢o je presne podgrupa H (vyplyva to napriklad z lemy
lahko to vsak moZeme overit aj priamo.) O

Vidime teda, ze pre kazdi faktorovi grupu méame surjektivny homomorfizmus. Obratené
tvrdenie déva nasledujica veta:
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438 Vety o izomorfizme

Veta 3.5.2 (Veta o izomorfizme). Ak f: G — G’ je homomorfizmus grip, tak Ker f je
normdlna podgrupa grupy G a faktorovd grupa G/ XKer [ je izomorfnd s podgrupou Im f grupy
G

Dokaz. Oznacme H = Ker f a neutrdlny prvok grupy G’ oznaéme ako e’. Z dosledku [2.3.10
vieme, ze H je podgrupa G. Ukazeme, ze tato podgrupa je normalna. Skutocne, ak h € Ker f,
t.j. f(h) =€, tak aj

Flaha ") = f(a)f(h)f(a) " = f(a)e'f(@) " = f(a)fla) " = ¢

aaha~! €Ker f = H.
Definujme zobrazenie ¢: G/H — Im f ako

v: aH — f(a).

Najprv ukédZeme, Ze toto zobrazenie je dobre definované (nezdvisi od vyberu reprezentanta
Tavej triedy aH). Skuto¢ne, ak aH = bH, tak b=1a € H = Ker f, ¢ize f(b~'a) = ¢’. Potom

F(b) = f(b)e" = f()f(b™"a) = f(bb™'a) = f(a).

Zostava dokazat, ze takto definované zobrazenie je bijektivny homomorfizmus. Mame

plabH) = f(ab) = f(a)f(b) = p(aH )p(bH),

teda ¢ je homomorfizmus.

Surjektivnost vyplyva z toho, Ze za obor hodndt sme zobrali Im f. Aby sme ukézali, ze
homomorfizmus ¢ je injektivny, sta¢i ukdzat, Ze Ker ¢ obsahuje iba neutrdlny prvok (tloha
2:3.7). Skuto¢ne, ak p(aH) = €', znamena to, Ze f(a) = ¢’ a a € Ker f = H, teda aH =
O

=

Désledok 3.5.3. Ak f: G — H je surjektivny homomorfizmus grip, tak grupa H je izo-
morfnd s faktorovou grupou G/ Ker f.

Vety a ndm hovoria, ze normalne podgrupy st prave jadrd homomorfizmov.
(Jadro kazdého homomorfizmu je normélna podgrupa a obréatene, pre kazdi normélnu podg-
rupu mame epimorfizmus na faktorovi grupu, ktorého jadrom je prave tato podgrupa.)

Mozeme si vSimnut, ze veta o izomorfizme nam dava dalsiu moznost ako ukazat, ze nejaka
podgrupa grupy G je normalna — ak sa nam podari najst homomorfizmus z G do inej grupy,
ktorého jadrom je danéd podgrupa. Dokonca vieme jednoducho popisat aj triedy rozkladu —
do jednej triedy patria tie prvky z G, ktoré maji v tomto homomorfizme ten isty obraz.
(Uloha viac-menej to vidno uz aj z dokazu vety o izomorfizme.)

7 vety o izomorfizme okamzite dostaneme nasledujtice jednoduché dosledky.

Priklad 3.5.4. Pouzime vetu o izomorfizme pre homomorfizmy f: G — H, f(x) = e (kde G,
H st lubovolné grupy a e oznacuje neutralny prvok grupy H) aidg: G — G. Plati Ker f = G
a Keridg = {e}, z ¢oho vyplyva na zéklade vety G/G = {e} a G/{e} = G.

V predchadzajicej podkapitole sme uviedli niekolko prikladov faktorovych grap pricom
sme spomenuli, Ze su izomorfné s niektorymi zndmymi grupami. Predchddzajica veta je
jednoduchym prostriedkom ako ukazat, ze ide skuto¢ne o izomorfné grupy.

Priklad 3.5.5. Z prikladu vieme, ze rozklad grupy Z podla podgrupy 3Z ma 3 prvky.
Z toho je jasné, Ze faktorovd grupa Z/3Z je izomorfnd s grupou (Zs, ®). (Z désledku [3.2.16
a vety [2.4.12| vyplyva, ze Z3 je, az na izomorfizmus, jedind trojprvkova grupa.)
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Sktsme vSak tento fakt odvodit na zdklade vety [3.5.2] Na to staci néjst surjektivny ho-
momorfizmus so Z na Zs, ktorého jadro je prave 3Z. Takymto homomorfizmom je zobrazenie
f:7Z — Z3 dané predpisom

f:n+— nmod 3,

t.j. kazdému prvku priradi zvysok po deleni 3.

Priklad 3.5.6. Uvazujme situaciu z prikladu t.j. grupu G = (R xR, +) a jej podgrupu

H = {(z,z);x € R}. Jednoducho mozno overit, Ze zobrazenie f: (G,+) = (R, +)
folzy)»a—y

je epimorfizmus a Ker f = H. Z toho vyplyva, ze G/H = (R, +).

Priklad 3.5.7. V priklade sme mali G = Zg a H = 4Zs = {0,4}. V tomto pripade
méme surjektivny homomorfizmus f: Zg — Z4

f:n—nmod4
a faktorova grupa G/H je izomorfnd s grupou (Zg4, ®).

Priklad 3.5.8. V priklade [3.3.5] sme videli, Ze jedinou normalnou podgrupou grupy S; je
podgrupa Az vsetkych parnych permutécii. Zobrazenie f: S3 — Zs, ktoré priradi parnym
permutaciam 0 a neparnym 1 je surjektivny homomorfizmus taky, ze Ker f = As.

3.5.1 Druhd a tretia veta o izomorfizme*

Dokaz nasledujiiceho tvrdenia je velmi podobny tej casti dokazu vety v ktorej sme
dokazovali, ze ide o0 homomorfizmus.

Lema 3.5.9. Nech f: G — G’ je grupovij homomorfizmus. Nech H je normdina podgrupa G
takd, Ze H C Ker f. Potom zobrazenie p: G/H — G' dané predpisom

p(aH) = f(a)

je dobre definované a je to grupovy homomorfizmus.
Navyse, ak f je epimorfizmus, tak aj ¢ je epimorfizmus.

Dokaz. Najprv ukdzeme, ze ¢ je dobre definované. Ak mame 2 roznych reprezentantov tej
istej triedy, t.j. aHH = bH, tak plati b~'a € H C Ker f. To znamena, ze f(b~la) = ¢, a teda

F(b) = f(b)e' = f(b)f (b~ a) = f(bb'a) = f(a).
Overime teraz, ze ¢ je homomorfizmus.
p(abH) = f(ab) = f(a)f(b) = @(at )p(bH).

Ak f je surjektivne zobrazenie, tak pre kazdé b € G’ existuje a € G také, ze f(a) = b.
Potom plati p(aH) = b, teda aH je vzor b v zobrazeni . Z toho vyplyva, Ze aj zobrazenie ¢
je surjektivne. O

Ak tiito lemu pouZzijeme na kanonicky homomorfizmus ¢: G — G/K, dostaneme:

Dosledok 3.5.10. Ak H, K si mormdlne podgrupy grupy G a H C K, tak zobrazenie
f:G/H— G/K
firaH — aK

je surjektivny homomorfizmus.
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Pomocou predchadzajticej vety mozeme odvodit vysledok, ktory pripomina ,kratenie®
pre faktorové grupy. Dolezité je uvedomit si, ze ak H, K st normélne podgrupy G a H C K,
tak H je normélna podgrupa K. NavySe K/H je podmnozina G/H tvorend triedami aH pre
ktoré a € K.

Veta 3.5.11 (Tretia veta o izomorfizme). Ak H, K si normdlne podgrupy G, pricom H C
K C G, tak K/H je normdlna podgrupa G/H a plati

G/K = (G/H)/(K/H).

Dékaz. Pretoze H C K, dostavame z dosledku |3.5.10} Ze zobrazenie ¢: G/H — G /K urené
predpisom
Vv:aH — aK

je surjektivny homomorfizmus. Potom podla vety je grupa G/K izomorfnd s grupou
(G/H)/(Kert). Pokisme sa teda urcit jadro homomorfizmu .

Do Ker patria tie lavé triedy aH grupy G/H, ktoré sa zobrazia na neutrdlny prvok
grupy G/K, ¢ize na eK = K. Teda aH € Ker plat{ préave vtedy, ked aK = K, ¢ize a € K.
To znamend, ze Kert = K/H (kedZe Ker v pozostdva prave z tych lavych tried aH, pre ktoré
a € K). Vdaka tomu vidime z vety o izomorfizme, ze K/H = Ker ¢ je normélna podgrupa a

(G/H)/(K/H) = G/K.
O

Dokaz predchddzajtcej vety opét ilustruje uzitocnost vety [3.5.2] Keby sme namiesto pou-
Zitia tejto vety robili priamy dokaz, museli by sme pracovat s prvkami grupy (G/H)/(K/H),
¢o su triedy rozkladu faktorovej grupy G/H podla jej podgrupy K/H, ktorych reprezentantmi
st opat triedy rozkladu, tentokrat rozkladu K podla H. Zda sa, ze pristup vyuzivajici vetu
o izomorfizme je prehladnejsi.

Ukéazeme si este jeden vysledok o faktorovych grupach.

Veta 3.5.12 (Druhd veta o izomorfizme). Nech G je grupa, N je normdlna podgrupa G a S
je podgrupa G. Potom mnozina SN tvori podgrupu grupy G, N je normdlna podgrupa SN,
SN N je normdlna podgrupa S a plati

S/(SNN)=SN/N.

Dékaz. Najprv overme, ze SN = {ab;a € S,b € N} je podgrupa G. Z toho, Ze N je normadlna,
méme gN = Ng pre kazdé g € G, teda pre Iubovolné g € G an € N existuje n’ € N také, Ze
gn = n’g. Pomocou tejto vlastnosti uz lahko overime kritérium podgrupy.
Ak mame 2 prvky z SN tvaru a;b1, agbs, kde a1 2 € S a by 2 € S, tak ich st¢in moézeme
vyjadrit ako
a1b1a2b2 = alagbllbg

pre nejaké by € N. KedZe ajas € S a bjby € N, vidime, Ze uvedeny stéin patr{ do SN.
Ak méme prvok z SN tvaru ab, pricom a € S, b € N, tak tento prvok moézeme prepisat
ako b'a pre vhodné b € N. Potom inverzny prvok

(b/a)—l _ a—lb/—l

je opat z SN.
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Z toho, ze N C SN dostaneme, ze N je podgrupa SN. Fakt, ze NaSN, t.j. ide o normalnu
podgrupu, overime pouzitim podmienky z vety Skutocne, pre Iubovolné a € S,
b € N mame

(ab)N(ab)™' = (ab)N(b"ta™') = a(bNb™Ha™t = aNa™' = N.
Na dbkaz ostatnych casti tvrdenia pouzijeme kanonicky homomorfizmus

f:a—aN,
f:G— G/N.

Aj jeho ztZenie f|g: S — G/N na mnoZinu S je homomorfizimus. Pokisme sa zistif, comu
sa rovna jeho jadro.
Mame
Ker fls={a€S;aN=N}={ae S;aec N} =SNN.

Podla vety o izomorfizme je S N N normélna podgrupa S a plati
S/(SNN)=TIm f|s.

Stadi ndm uz teda len dokazat, ze Im f|s = SN/N.
Mnozina Im f|g pozostéva prave z tych tried aN, pre ktoré a € S;

Im f|g = {aN;a € S}.
Stucasne vsak mame
SN/N = {abN;a € S,be N} = {aN;a € S},
teda skutocne plati rovnost Im f|s = SN/N. O
Cvicenia
Uloha 3.5.1. Overte, ¢ H je normalna podgrupa grupy G a opiste faktorovi grupu G /H

(aké ma triedy, vybrat z kazdej triedy préve jedného reprezentanta, zistit, ¢i je izomorfna
s nejakou zndmou grupou).

a) G=RxR,+), H={(z,y);z +2y =0}

b) G= (R xR,+), H={(z,3z);x € R}
c)G=(C,+),H=R

d) G=(C~{0},:), H=R~ {0}

e) G=(C~{0},"), H=R" ={x e R;z >0}
) G=(Z,+), H=4Z ={4z;2 € Z}

g) G = (Za X L, +), H =[(2,2)]

h) G=(ZXZxZ,+), H={(n,m,0);n,m € Z}
i)G=({ceC;c?2=1},), H={ceC;c* =1}
j) G=(Sp,0), H=A,

k) G = (Z,+), H = nZ

1) G=(C~{0},"), H={ceC;c5 c R~ {0}}

B

)G = (C~{0},-), H={ceC;c" e R~ {0}}
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Uloha 3.5.2. Zistite, ¢ dané grupy st izomorfné. V celom cvieni budeme ako S oznacovat
grupu ({c € C;|¢| =1}, ) (pripadne mnozinu prvkov tejto grupy) a Cy, = ({c € C; " =1}, )
a) (C~ {0},-)/{c € C;c™ € R~ {0}}, (C~ {0},-)/R* (pod RT tu myslime kladné redlne
isla, ¢ize 0 ¢ RT), S

b) (R,+)/Z, S/C,, S

¢) (C~A0},-), (C~{0},-)/Cn

d) ({c e C;c" e R\ {0}},-)/RT, Cy

e) ({ceC;c" e R\ {0}},)/Ch, RT

f) C12/Cy, Z3

8) (Zg x Zs, +)/(Z2 x {0}), Z3

h) 55/[(123)), (Z2, +)

Uloha 3.5.3. Nech G je grupa vietkych reguldrnych matic typu nxn (s operédciou ndsobenia
matic). Ako H oznafme tie z nich, ktoré maji determinant |A| = 1. Dokdazte, ze H je
invariantnd podgrupa G! Vedeli by ste ndjst grupu izomorfni s G/H?

Uloha 3.5.4. Nech S = {z € C;|z| = 1} (jednotkova kruznica v komplexnej rovine). Ukazte,
7e zobrazenie p: R — S definované ako p(x) = e*™ = cos 2wz + isin 27z je surjektivny
homomorfizmus. Néjdite Ker . Aka faktorova grupa je potom izomorfna s kruznicou?

Uloha 3.5.5. Je podgrupa {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} normélna podgrupa A,?

Uloha 3.5.6. Ukéite, ze Q/Z (obe grupy berieme so sé¢itovanim) je nekoneéns grupa, v ktorej
ma kazdy prvok konec¢ny rad.

Uloha 3.5.7. Nech ¢: G — G/H je kanonicky homomorfizmus a X C G. Dokéite: Ak ¢[X]
generuje G/H, tak H U X generuje G.

Uloha 3.5.8. Ukézte na priklade, Zze ak H je normalna podgrupa G, tak G nemus{ obsahovat
podgrupu izomorfnt s G/H.

Uloha 3.5.9. Nech H je podgrupa grupy G a [G : H] = n.
a) Ukézte, ze ak H je normdlna podgrupa, tak pre kazdé x € G plat{ 2" € H.
b) Plati toto tvrdenie pre Iubovolni podgrupu (t.j. aj bez predpokladu, ze H je normdlna)?

Uloha 3.5.10. Nech G je mnozina vietkych matic tvaru (¢ 9), kde a,b € R a a # 0. Dokéite:
a) G s ndsobenim matic tvori grupu.

b) Zobrazenia f: G — (R,) a g: G — (R,+) dané ako f: (¢9) — a; g: (¢9) — b st
homomorfizmy.

¢) Izomorfizmus akych grip dostaneme podla Casti b) na zdklade vety o izomorfizme?

d) Popiste linedrne zobrazenia zodpovedajice maticiam z Ker f, Kerg a G.

Uloha 3.5.11. Nech G = {(fb Z) , (% fa) ;a,b € Rya? + b? = 1} (operécia je nasobenie
matic.) Nech dalej H = {( % 1) ;a,b € R;a® 4+ b* =1}.

a) Zistite, ¢i G je grupa a ¢i H je podgrupa G.

b) Je H normélna podgrupa grupy G? Ak éno, s akou grupou je izomorfnd grupa G/H?

¢) Ako sa daju geometricky popisat linedrne zobrazenia zodpovedajice maticiam z G a H?

Uloha 3.5.12. Dokéite, ze ak f: G — H je surjektivny homomorfizmus grip, tak lavy
(pravy) rozklad grupy G podla norméalnej podgrupy Ker f pozostéva presne z mnozin f~!(z) =
{9 € G; f(g) = x} pre x € H. (Teda triedy rozkladu st presne vzory prvkov z H. Takto do-
stdvame bijekciu medzi triedami rozkladu G podla Ker f a prvkami H, tato bijekcia sa uz
vyskytla v dokaze vety o izomorfizme.)
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Uloha 3.5.13. V iilohe sme videli, Ze centrum grupy G, t.j. mnozina Z(G) = {g €
G; (Vh € G)gh = hg}, je normdlna podgrupa G. Dokazte, ze faktorovd grupa G/Z(G) je
izomorfnd s grupou VAut G vSetkych vnitornych automorfizmov grupy G (pozri tilohu[2.6.1)).

Uloha 3.5.14. Vo vete sme ukazali, ze ak H < G, tak predpis
(aH)- (bH) = (ab)H

dobre definuje bindrnu operdciu na mnozine Tavych tried rozkladu G podla H. Ukazte, ze
plati aj opac¢nd implikdcia: Ak uvedeny predpis dobre definuje bindrnu operéciu, tak H < G.
(Teda invariantnost podgrupy H je nielen postadujica ale aj nutnd podmienka na to, aby
tato bindrna operdcia bola dobre definovand.)

Uloha 3.5.15*. Dokéite, Ze v grupe (Q,+) neexistuje maximélna (vzhladom na inkltziu)
vlastnd podgrupa. T.j. neexistuje podgrupa S grupy (Q,+) takd, ze ak S C T a T je podg-
rupa, tak T' = S alebo T' = Q. (Inak povedané: Jediné podgrupy obsahujice S by boli S a
Q)

3.6 Grupové kongruencie

Uz vieme, Ze normélne podgrupy su presne jadra homomorfizmov. Veta o izomorfizme nam
tiez ukazuje stivis medzi surjektivnymi homomorfizmami a faktorovymi grupami.

Této podkapitola ndm d& este jeden mozny pohlad na faktorové grupy a normélne podg-
rupy. Uvedomif si vztah medzi tymito réznymi pristupmi mdze byt uzitocné pre lepsie po-
chopenie tychto pojmov.

My sme najprv zaviedli normélne grupy a pomocou nich faktorové grupy. V principe by sa
dalo postupovat aj naopak — zacat s pojmom kongruencie, pomocou neho definovat faktorovi
grupu a takto sa dostat aj k pojmu faktorovej grupy. Je na vasom posideni, ktory postup sa
vam zda prirodzenejsi a zrozumitelnejsi.

To, ¢o budeme robit v tejto kapitole sa da zhruba zhrnit takto: Ak mame nejaku relaciu
ekvivalencie na danej mnozine G, tak dostdvame rozklad na triedy ekvivalencie. Predpo-
kladajme, ze mame k dispozicii aj bindrnu operaciu na tejto mnozine — primarne nas bude
zaujimat pripad, ze mame grupu (G,-). Vieme potom nejako dostat bindrnu operaciu alebo
dokonca grupu na mnozine tried ekvivalencie? Aké podmienky by mala spiﬂat’ tato relacia
ekvivalencie, aby sa to dalo urobit?

3.6.1 Pojem kongruencie pre celé cisla

Neskor aspon stru¢ne spomenieme aj kongruencie pre okruhy (definicia . Na zaciatok
je ale mozno jednoduchsie pozerat sa na pripad, ked mame iba jednu operaciu — takze hlavny
ciel tejto casti je pozrief sa na kongruencie v grupach.

Napriek tomu vsak najprv pripomeniem situdciu, v ktorej ste sa uz so slovom kongruencia
stretli — a je to v skutocnosti Specidlny pripad okruhovej kongruencie.

Pre Tubovolné dve celé ¢isla vieme povedat ¢o to znamend, ze si kongruentné modulo n.

Definicia 3.6.1. Nech n € N, n > 0. Pre x,y € Z hovorime, ze z a y su kongruentné modulo
n, ak plati n | z — y. Fakt, Ze x a y s kongruentné modulo n oznacujeme ako

x=y (mod n).
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Dve celé ¢isla st teda kongruentné ako ich rozdiel je ndsobok n — ¢o je vlastne to isté, ako
povedat, ze davaju rovnaky zvysSok po deleni ¢islom n.

Tiez si mo6zeme vsimnuft, ze ¢isla x a y st kongruentné modulo n prave vtedy, ked z —y €
nZ = {nk;k € Z} a mnozina nZ je podgrupa grupy (Z,+). Pripomentt si tento zékladny
priklad moéze byt uzitocné neskor, ked sa budeme snazit pozriet na vzfah medzi grupovymi
kongruenciami a normalnymi podgrupami.

Vsimnime si, Ze tento vztah sa pekne sprava vzhladom na séitovanie aj nasobenie. Kon-
krétne, ak plati

z1 =y (modn)

o =y2 (mod n)

tak plati aj
1+ y1 =22+y2 (mod n)

1 y1 =x2-y2 (mod n)

(Ak to nie je jasné, skuste si rozmysliet preco.)

Tiez by malo byt pomerne lahké skontrolovat, ze vztah , byt kongruentny modulo n* je
relacia ekvivalencie.

Cielom tejto kapitoly je pozeraf sa na velmi podobny pojem — budeme mat nejakd relaciu
ekvivalencie, ktora reSpektuje nasu grupovi operdciu. A budeme sa chciet pozriet na to, aké
dalsie veci z toho vieme dostat. (A tiez na to, ako to celé suvisi s faktorovymi grupami a
s normalnymi podgrupami.)

Na mnozine celych ¢isel mame dve operécie, obe sa slusne spravaji vzhladom na kongru-
enciu. Teda asi prirodzenejsie by bolo pozerat sa na tento priklad ako na priklad okruhovej
kongruencie. Ak chceme teda celé ¢isla pouzit ako ilustrdciu pojmu, ktorému sa venujeme
teraz, tak si vSimajme iba sitovanie a pracujme s grupou (Z,+). Potom tento vztah je
Specidlnym pripadom grupovej kongruencie, ktoru teraz ideme zadefinovat.

3.6.2 Relacia kongruencie
Pre dant grupu G sa budeme pozerat na vhodné relacie ekvivalencie na mnozine G.
Definicia 3.6.2. Nech (G,-) je grupa. Reldcia ekvivalencie ~ na mnozine G sa nazyva
kongruencia, ak pre fubovolné z1 2 € G, y1,2 € G plati

Ty~ YL, T2~ Y2 = T1 T ~ Y1 Yo (3.3)

Ako sme uz spomenuli, kongruencie sa daju zaviest aj pre iné typy struktar. Niekedy teda
budeme pouzivat aj nazov grupovd kongruencia.

Podmienka je pomerne prirodzend. Vlastne hovori, ze nas zaujimaju iba také relacie
ekvivalencie, ktoré sa spravaji rozumne vzhladom na nasu operaciu -.

Predtym, nez budeme s kongruenciami pracovat dalej, skiisme si uvedomit, ze kongruencie
zachovavaju aj inverzné prvky.

Ako to ¢asto pri zavddzani nového pojmu byva, aj tu vieme vymysliet nejaké velmi tri-
vidlne pripady

Priklad 3.6.3. Pre Iubovolnt grupu (G, -) st reldcie

RlzGXG
Ry ={(7,y) € G x G;x =y}

grupové kongruencie.
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Priklad 3.6.4. Iny priklad grupovej kongruencie sme uz spomenuli. Zoberme si napriklad
(Z,+) a relaciu
r~yS6|x—y,

t.j. relaciu hovoriacu, ze x a y st kongruentné modulo 6. Dostaneme tak grupovu kongruenciu,
pretoze
ap =b; (mod 6)

= +ay=b+b do6
ag =by  (mod 6)} G +az=bi+by (mod6)

A takisto to funguje ak namiesto ¢isla Sest vezmeme Iubovolné n € N, n > 0.

Lema 3.6.5. Nech (G,-) je grupa a ~ je grupovd kongruencia. Potom pre lubovolné pruky

xz,y € G také, e x ~ 1y plati aj = ~ y~ L.

Ve,ye Az ~y=a '~y !
Dokaz nie je prilis tazky — oplati sa nad nim skusit zamysliet aj samostatne. Ale pre
tplnost som ho uviedol.

Dékaz. Zo vztahu x ~ y, z definicie kongruencie a z vlastnosti grupy postupne dostaneme:

r~y
zxt ~ yafl
en~ yac_l
y e~y ya!
y—l ~ gl

b~y

(V dékaze sme vlastne vyuzivali aj asociativnost — vdaka tomu sme mohli vynechat zatvorky.)
O

3.6.3 Faktorova grupa pre dantu relaciu

Po tejto drobnej priprave sa uz mdzeme pozriet na to, ze kongruencia je presne ten typ relacie,
pre ktori vieme vyrobit bindrnu operdciu (a grupu) aj na mnozine tried.
Pre relaciu ekvivalencie ~ na mnozine G si oznacme mnozinu tried ekvivalencie ako

G/ ~={la)sa € GY.
Tvrdenie 3.6.6. Nech (G, -) je grupa a ~ je grupovd kongruencia na G.

(i) Predpis
[a] - [b] = [a - b] (3-4)

urcuje dobre definovand bindrnu operdciu na mnoZine G.

(ii) MnoZina G s uwvedenou operdciou tvori grupu. Ak G je komutativna, tak aj grupa G/ ~
je komutativna.

Grupu G/ ~ budeme nazgvat faktorovd grupa.
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Sice sme ten isty ndzov ndzov faktorova grupa pouzili v dvoch roéznych definiciach —
vysvetlime si vSak, Ze si to vlastne iba dva rozne pohlady na ta istd vec. (A aj teraz — kym
sme este nepovedali ni¢ o vzfahu medzi grupovymi kongruenciami a normalnymi podgrupami
— by malo byt z kontextu jasné, ¢i faktorizujeme podla podgrupy alebo podla kongruencie.)

Dékaz. : Vlastne chceme ukézat, ze pre ITubovolné ai, as, by, by € G plati

[a1] = [b1]

[aﬂ _ [bg}} —— [alag] = [blbg]

Pre reldciu ekvivalencie st vSak podmienky [x] = [y] a  ~ y ekvivalentné. Po prepisani
teda vidime, ze uvedend podmienka je ekvivalentna s takouto implikaciou.

ay ~ b1
— aijas ~ biby
ag ~ bg

To je ale presne podmienka z definicie kongruencieﬂ

: Ak uz vieme, ze sme dostali bindrnu operaciu, tak ostatné casti dokazu st uz vcelku
priamodiare

Na overenie asociativnosti staci skontrolovat, ze plati:

[a] - ([o] - [e]) = la] - ([b-¢]) = [a- (b- )]
=[a-b)-d=la-0] [ =([a]-[b]) - [c]

Neutralnym prvkom je trieda [e]:

V dokaze tejto Casti sme v skutocnosti vyuzili lemu [3.6.5] Naschval som nezdoraznil, kde je
tato lema potrebna — a ktora cast uvedeného dokazu nie je celkom v poriadku tak, ako som
ju napisal tu — pretoze chcem, aby ste sa nad tym skusili zamysliet samostatne: tloha [3.6.1]
Dokaz poslednej ¢asti tykajicej sa komutativnosti je tiez velmi priamociary — tiloha

O

Dalsia vec, ktort vidno veelku lahko, je existencia pomerne prirodzeného homomorfizmu
z G do G/ ~.

Tvrdenie 3.6.7. Nech ~ je grupovd kongruencia na grupa (G,-). Potom zobrazenie
p:G— G/~
©: x> [z

je surjektivny grupovy homomorfizmus. Tento homomorfizmus budeme nazjvat kanonicky
homomorfizmus.

27 tohto dokazu vidime aj to, ze podmienka je velmi prirodzena. Inak povedané, grupovi kongruenciu
sme definovali presne takym spdésobom, aby sme na mnozine tried dostali dobre definovanii bindrnu operéciu.

3Aj tu — a aj pri vietkych ostatnych dokazoch v tejto Casti — plati, Ze sa oplati nad dékazom jednotlivych
tvrdeni zamysliet samostatne.
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Dékaz. Vyplyva z definicie homomorfizmu a z definicie opericie na G/ ~.

px-y) =z -yl =[2] [y = p() - v(y)

Tiez pomerne lahko vidno, Ze zobrazenie ¢ je surjektivne — kazdy prvok z G/ ~ m4 tvar
[z] = ¢(x) pre nejaké x € G. O

Tvrdenie moZeme v istom zmysle obratit — kazdy surjektivny homomorfizmus grap
vyzerd ,v podstate“ takto.

Tvrdenie 3.6.8. Nech f: G — G’ je surjektivny grupovy homomorfizmus. Potom:
(i) Reldcia ~ na mnoZine G zadand ako

a~b & fla)=f)

je grupovd kongruencia.
(ii) Pre faktorovi grupu plati
G/ ~=G'.

Dékaz. ({ij) Vieme, ze takymto spdsobom dostaneme relaciu ekvivalencie — tiloha Treba
este ukazat, ze reldcia ~ sa sprava rozumne vzhladom na grupovi operaciu. Skutoc¢ne vsak
pre a; ~ by a ag ~ by mame f(a1) = f(b1) aj f(az2) = f(b2). Z ¢oho vyplyva

Flaras) 2 Flar) flaz) = FB1)F(B2) 2 F(biba),

a teda
ayas = blbz.

Symbolom (*) sme vyznagcili miesta, na ktorych sme vyuzili fakt, Ze f je homomorfizmus. (A
v prvej ¢asti tvrdenia sme dokonca ani nikde nepotrebovali surjektivnost.)
Chceli by sme najst izomorfizmus medzi G/ ~ a G'. Pokisme sa ho zadefinovat ako

p: G/ ~— G
¢t la] = f(a)

Ako prva vec si musime rozmysliet, ¢i sme skutocne dostali zobrazenie — t.j. ¢i ¢ je dobre
definované.
Ak plati [a] = [b], znamend to, Ze a ~ b, a teda

Cize uvedeny predpis naozaj definuje zobrazenie z G/ ~ do G'.

Zo surjektivnosti zobrazenia f vidime, Ze aj ¢ je surjektivne.

NavySe p je aj injektivne, z rovnosti ¢([a]) = ¢([b]) totiz vyplyva f(a) = f(b), ¢o znamen4,
e a~balal = b

Zostéava ukazat, ze ¢ je homomorfizmus — tiloha [3.6.3] O

Vidime teda, ze relacie kongruencie stuvisia so surjektivnymi homomorfizmami. Chceli by

sme sa dostat aj k sivisu s norméalnymi podgrupami a k tomu, aky je vztah medzi faktoriza-
ciou podla relacie kongruencie a faktorizaciou podla normaélnej podgrupy.
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Najprv sa pozrime na to, ako vyzerd jadro kanonického homomorfizmu. Pomerne Tahko
si uvedomime, ze plati:

Kerp = {a € G;p(a) = [¢]}
={a € G;[a] = [e]}
={aeG;a~e}
= [a].
Je to teda presne trieda neutralneho prvku.
Uz sme videli, Zze norméalne podgrupy su presne tie podgrupy, ktoré sa daju dostat ako

jadra homomorfizmov. D4 sa teda ocakavat, Ze trieda neutralneho prvku méze hrat vyznamni
ulohu.

Tvrdenie 3.6.9. Nech (G,-) je grupa a ~ je kongruencia na grupe G. Potom H = [e] je
normdlna podgrupa grupy G.
Navyse plati
a~b & ab™' € H.

Dékaz. H je podgrupa. Evidentne plat{ e € [e], a teda mnoZina [e] je neprazdna.
Ak x,y € [e] tak z (3.3) mdme

T-y~e-e=e,

a teda aj xy € [e].
Lema zabezpedi uzavretost mnoziny [e] vzhladom na inverzné prvky.
H je normdlna. Pre Tubovolny prvok x € H a Iubovolné g € G dostaneme

grg~' ~gegT! =,

teda aj grg~t € H.
Vztah medzi ~ a H. Ak plati a ~ b, tak médme aj

ab P~ bbbl =,

a teda ab~! € H.
Obrétene, ak ab~! € H, znamena to, Ze

ab ! ~e
(ab™') - b~e-b
a~b

O

Vidime teda, ako mdzeme z kongruencie dostat normalnu podgrupu. Ale aj obratene
z normélnej podgrupy vieme dostat kongruenciu.

Tvrdenie 3.6.10. Nech (G,-) je grupa a H je normdlna podgrupa grupy G. Potom predpis
T~y & ry teH

ddva kongruenciu na grupe G.
Navyse pre tito kongruenciu plati H = [e], t.j. podgrupa H je presne trieda neutrdlneho
proku.
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Dékaz. Uloha [3.6.4 O

Ked poskladdme doteraz spominané pojmy dokopy, tak vidime, Ze oba doteraz spomenuté
pojmy, ktoré sme nazvali faktorovou grupou — t.j. G/ ~ a G/H — vlastne predstavuji to isté.
Ak mame na grupe G nejaki relaciu kongruencie ~, tak:
o Trieda H = [e] je normélna podgrupa.
o Pre tito podgrupu méme z ~y < zy~ ' € H.
o Pre kazdy prvok x € G plati H = [z], t.j. triedy rozkladu G podla reldcie ~ st presne
lavé (pravé) triedy rozkladu G podla podgrupy H.
o Teda mnoziny G/ ~ a G/H si presne rovnaké. A opericia definovand vztahmi a
je presne té ist4 operacia.
Podobne, ak za¢neme s normélnou podgrupou H, tak z nej vieme dostat uvedenym spo-
sobom reldciu kongruencie ~ a opét plati, ze G/ ~ a G/H je presne ta istd grupa.
Méame teda viacero pristupov k tomu, ako sa da pozerat na faktorové grupy resp. na
normdlne podgrupy:
e rozklad grupy podla normélnej podgupy;
o rozklad grupy podla grupovej kongruencie;
e obraz grupy v surjektivnom homomorfizme.

faktorova grupa | normaélna podgrupa
G/~ €]
G/H H
f:G—G Ker f

Sucasne mame tri pohlady na norméalne podgrupy.

e Su to podgrupy, pre ktoré je Tavy a pravy rozklad rovnaky.

e S to presne tie podgrupy, ktoré vieme dostat z relacie kongruencie ako triedu neutral-
neho prvku.

e Su to prave tie podgrupy, ktoré s jadrami grupovych homomorfizmov.

Priklad 3.6.11. Pozrime na najjednoduchsi priklad, ktory sme spominali — grupa (Z,+),
relacia ,,byt kongruentny modulo n*, podgrupa H = nZ. Pomerne lahko sa dé& skontrolovat,
7e vsetky doteraz spominané veci funguju:

o Trieda [0] je presne podgrupa nZ.

e 7 podgrupy H = nZ dostaneme reliaciu urc¢eni podmienkou x — y € nZ, ¢o je presne

kongruencia modulo n.
o Trieda celého ¢isla x je presne x + H = {x + kn; k € Z}.
o Ak vytvorime faktorovi grupu, tak dostaneme presne Z/nZ.

3.6.4 Faktorizacia v dalsich struktiarach

Faktorizdcii sa budeme venovat neskor pre okruhy — v casti [£.2] Uvidime, ze okruh sa da
faktorizovat podla idedlu — teda idedly tu hraji podobnu tlohu ako normélne podgrupy pri
faktorovych grupédch. Aj tu by sa dalo zacat s okruhovymi kongruenciami a vybudovat pojem
faktorového okruhu pomocou nich. Okruhové kongruencie st spomenuté v definicii [4.2.23] a
v niektorych cviceniach za kapitolou o faktorovych okruhoch.

7 podobnosti tychto konstrukcii sa da prist na to, Zze kongruencie by sme boli schopni
zadefinovat aj v inych situdcidch. Ak pracujeme so struktirou urcéenou niekolkymi bindrnymi
operaciami na mnozine, tak moézeme zadefinovat kongruencie — st to relacie ekvivalencie
respektujice vsetky uvedené operacie. A potom médzeme definovat faktorovu struktiaru. Po-
merne vSeobecne sa takéto nieco dé zadefinovat pre univerzdlne algebry.
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Ako jeden Specidlny pripad mdzeme spomentt pologrupy (deﬁnicia. Mozete si vsim-
nit, ze pri niektorych castiach v tejto kapitole sme vlastne nepotrebovali struktiru grupy —
iba bindrnu operaciu na mnozine G. Takze by sme boli schopni zadefinovat relaciu kongru-
encie a pomocou nej faktorovi pologrupu.

Je tu vsak jeden podstatny rozdiel. V kazdej grupe mame jeden vyznacny prvok — neut-
ralny prvok. Pomocou neho sme sa teda vedeli dostat k normélnym podgrupdm. (Normélna
podgrupa je trieda ekvivalencie neutrdalneho prvku. Okrem toho sme normdlne podgrupy ve-
deli dostat ako vzory neutrdneho prvku v homomorfizme.) V definicii pologrupy sa nijaky
Specidlny prvok nevyskytuje — nevieme tu teda dostat podpologrupy, ktoré by v nejakom
zmysle zodpovedali norméalny podgrupam.

Iny typ faktorovej struktiry, s ktorou by ste sa mozno mohli stretniut, st faktorové bo-
olovské algebry.

Okrem toho v Casti[3.8|struéne spominame aj faktorové vektorové priestory. Tu je situdcia
trochu ind nez to, ¢o sme spomenuli vyssie — nasobenie skalarom totiz nie je bindrna operacia
na V. Konstrukcia faktorového vektorového priestoru je vSak vyrazne jednoduchsia nez to,
¢o sme robili pre grupy. (Faktorizovat sa da podla kazdého podpriestoru.)

Cvicenia
Uloha 3.6.1. Akym sposobom sa v dokaze existencie inverzného prvku faktorovej grupy
v tvrdeni vyuziva fakt, Ze relicia kongruencie zachovéava inverzné prvky (t.j. lemal3.6.5))?

Uloha 3.6.2. Ukézte, ze ak G je komutativna grupa, tak aj faktorové grupa G / ~ je komu-
tativna.

Uloha 3.6.3. Dokézte, ze zobrazenie ¢ z dokazu druhej casti tvrdenia je skutocne
homomorfizmus.

Uloha 3.6.4. Ukéite, Ze pre Iubovolnt norméalnu podgrupu H grupy G predpis
T~y & zyteH
definuje reldciu kongruencie na grupe G a Ze pre tuto reldciu plati H = [e].

Uloha 3.6.5. Nech G je grupa a R C G x G je relicia na mnozine G. Ukézte, ze R je
(grupovd) kongruencia prave vtedy, ked R je podgrupa grupy G x G.

Uloha 3.6.6. Nech pre kazdé i € I je R; reldcie grupova kongruencia na G. Dokézte, Ze aj
reldcia R = [ R; je kongruencia na grupe G.
il

3.7 Komutator a komutant*

Sktsme sa pozriet na problém, kedy je faktorova grupa komutativna. Lahko dostaneme na-
sledujtice kritérium.

Lema 3.7.1. Ak G je grupa a H je jej normdlna podgrupa, tak G/H je komutativna prive
vtedy, ked pre lubovolné a,b € G plati

a b tab e H.

Dékaz. Grupa G/H je komutativna prave vtedy, ked pre Iubovolné a,b € G plati (ab)H =
(ba)H. Podla lemy je to ekvivalentné s podmienkou

(ba)tab=a"tb"'ab € H.
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Definicia 3.7.2. Nech G je grupa. Pre a,b € G nazyvame prvok
[a,b] =a b~ ab

sa komutdtor prvkov a a b.
Podgrupa generovanda vsetkymi komutdtormi sa nazyva komutant grupy G a oznacuje sa

ako [G, G].

Poznamenajme, Ze mnozina vsSetkych komutatorov este nemusi tvorit podgrupu, hoci nie
je celkom lahké ndjst kontrapriklad. (Najmensi mozny kontrapriklad je 96-prvkova grupa
[Rotl Exercise 2.43]).

Ukéazeme, ze komutant je vzdy normélna podgrupa. Na to sa nam bude hodit explicitny
popis podgrupy generovanej danou mnozinou.

Lema 3.7.3. Ak G je grupa a A C G, tak podgrupa [A] generovand mnoZinou A pozostiva
prave z prvkov tvaru

€1 €2

S
aitay® . ..an

n
pren €N, a; € A ag; € {£1}. (V pripade, Ze n = 0, pod tgmto sicinom chdpeme neutrdlny
prvok.)

Dokaz. O
Tvrdenie 3.7.4. Nech G je grupa. Jej podgrupa |G, G] je normdina.
Dokaz. O

3.8 Faktorové vektorové priestory *

Ked sme zvladli faktorové grupy, moézeme si uvedomit, ze podobné konstrukcia bude fungovat
aj pre vektorové priestory.

V tomto pripade je situdcia vyrazne jednoduchsia — vektorovy priestor sa da faktorizovat
podla Tubovolného podpriestoru. (Pri faktorovych grupdch sme nemohli pouzit Tubovolni
podgrupu — fungovalo to iba pre norméalne podgrupy. Podobne pri faktorovych okruhoch sa
nedd pouzit Tubovolny podokruh — faktorizovat sa da podla idedlu.)

Definicia 3.8.1. Nech (V,+,-) je vektorovy priestor nad polom F a S je jeho podpriestor.
Triedy rozkladu grupy (V, +) podla podgrupy S budeme v tomto pripade oznacovat ako &+
pre @ € V. Potom (V/S,+) s operéciou (@ + S) + (6 + S) = (@+ f) + S tvori komutativnu
grupu. Ukazeme, ze aj nasobenie dané predpisom

c(@+8)=(cad+8S

pre c € F'a d € V je dobre definované a V/S spolu s tymito operdciami tvori vektorovy
priestor nad polom F'. Tento vektorovy priestor nazyvame faktorovy vektorovy priestor V
podla S.

Dokazy faktov, ktoré sme spominali v predchadzajicej definicii si pomerne jednoduché
a mohli by sme ich ponechat ako cvicenie, pre tiplnost ich vSak aspon naznac¢ime.

Dékaz. Operdcia -: F x V/S — V/S je dobre definovand. Ak &+ S = f+ 5, tak @ — § € S.
PretoZze S je podpriestor, plati potom aj ¢(@ — 8) = cd — cB €S, cize

ci+S=cB+8.
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62 Faktorové vektorové priestory *

V/S s uwvedengmi operdciami tvori vektorovy priestor nad F. Vieme, ze V/S je komuta-
tivna grupa.

7 ostatnych podmienok vystupujicich v definicii vektorového priestoru overme na ukazku
jednu, vsetky ostatné sa overia velmi podobne.

Nech napriklad &, 5 €V ace F. Potom

-,

@+ + B+ =c@+B)+8]=c(@+5)+8=(catch)+8S=(ca+8)+(cB+S).
O

Priklad t.j. faktorovd grupa grupy G = (R xR, +) podla podgrupy H = {(z,z);z €
R} je stcasne aj prikladom faktorového vektorového priestoru (kedze G je sticasne vektorovy
priestor a H je jeho podpriestor).

62



Kapitola 4

Okruhy a polia

4.1 Okruhy (a suvisiace pojmy)

Definicia 4.1.1. Trojicu (R, +,-) nazyvame okruh ak + a - si bindrne operacie na mnozine
R také, ze

(i) (R,+) je komutativna grupa,
(ii) opericia - je asociativnaﬂ

(Va,b,c € R) a-(b-c)=(a-b)-c

(iii) pre operécie + a - platia distributivne zdkony

(Va,b,c € R) a-(b+c)=a-b+a-c
(Va,b,c € R) (b+c)-a=b-a+c-a

Neutralny prvok operdcie + budeme oznacovat 0. Podobne ako sme to robili pre polia,
inverzny prvok k prvku a vzhladom na operdciu + budeme oznacovat —a. Oznacenie b — a
bude znamenat b + (—a).

Ak je navyse operécia - komutativna, t.j.

(Va,b € R) a-b=b-a,

tak (R, +,-) voldme komutativny okruh.

Ak existuje neutralny prvok e opericie - a stcasne e # 0 (ako sme sa dohodli, 0 oznacuje
neutrdlny prvok operdcie +), tak tento neutralny prvok oznacujeme 1 a hovorime ze, Ze
(R,+,) je (komutativny) okruh s jednotkouf]

Poznamka 4.1.2. Oznacenie pre operaciu - obvykle vynechdavame, Cize namiesto a-b Castejsie
budeme pouzivat oznacenie ab.

1t.j. (R,-) je pologrupa

2Pripad, Ze neutralny prvok oboch operécii je ten isty, ktory sme z tejto definicie vylaéili, nastane iba pre
jednoprvkovy okruh {0}.
Z minulého semestra vieme, Ze jednotka v okruhu musi byt jednozna¢ne uréend — tvrdenie I{3.1.7]
V niektorych ucebniciach sa v definicii okruhu s jednotkou nepozaduje podmienka 1 # 0, potom sa vSak tato
podmienka objavi ako jeden z predpokladov vo vicsine viet, ktoré o okruhoch s jednotkou dokazujeme, preto
sme tu zvolili tuto formu definicie.
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64 Okruhy (a suvisiace pojmy)

Takisto, ked budt uvazované binarne operécie jasné z kontextu, budeme pisat stru¢ne R
namiesto (R, +,-).

Pri grupach sme spominali aditivny a multiplikativny zapis — v okruhu vzdy pre operaciu
+ pouzivame aditivny a pre operaciu - multiplikativny zapis. Teda pouzitie operacie viackrat
na ten isty prvok oznaéime ako n X a pre operdciu + a a™ pre operaciu - (kde n € N~ {0}).
Priklad 4.1.3. (Z,+,-) — celé ¢isla s obvyklym sc¢itovanim a ndsobenim tvoria komutativny
okruh s jednotkou.
(Zy,®,®) —mnozina Z, = {0,1,...,n—1} so s¢itovanim modulo n tvori komutativny okruh
s jednotkou.

Priklad 4.1.4. Priklad komutativneho okruhu, ktory nemd jednotku: (2Z, +,-).

Dokaz nasledujicej lemy ponechdvame ako cvicenie, kedZe je velmi podobny ddékazom,
ktoré sme robili pre polia.

Lema 4.1.5. Nech (R,+,-) je okruh, a,b € R. Potom plat{

0a=a0=0
a(=b) = —ab= (—a)b
(—a)(—b) = ab
Priklad 4.1.6. Na mnozine Z x Z definujeme operacie + a - ako s¢itovanie a nasobenie po
zlozkach, t.j.
(a,b) + (a’, V) = (a+d',b+ V),

(a,b)(a’,b") = (ad’,bb").
Potom (Z x Z,+,-) je komutativny okruh s jednotkou. (Jednotka je dvojica (1,1), nula je
dvojica (0,0) = 0.)

Vsimnime si, ze (1,0) - (0,1) = (0,0), teda v okruhu moéZe byt stéin nenulovych prvkov

rovny nule.

Predchadzajuci priklad mozno jednoducho zovseobecnit:
Priklad 4.1.7. Ak (Ry,+,-) a (Rg,+,-) st okruhy, tak R; X Ry tvori s operdciami defino-
vanymi po zlozkach
(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + by, az + ba)
(a1,az2) - (b1,b2) = (a1 - by, ag - b2)

tiez okruh.

Podobne, ak pre kazdé ¢ € M je (R;,+,) okruh, tak aj mnozina®| [[ R, = {f: M —
ieM
U Ri| (Vie M)(f(i) € R;)} tvori s operdciami definovanymi po zlozkéich
ieM

(f +9)(@) = f(i) + g(i)
(f-9)(@) = f(@) - g(2)
okruh.
V pripade, Ze vSetky pouzité okruhy sa rovnaké, t.j. R; = R pre kazdé i € M, budeme
pouzivat oznac¢enie RM. Okruh RM pozostava zo vsetkych zobrazeni z M do R.

3Takto sa definuje kartezidnsky si¢in pre Tubovolny (teda nie len koneény) pocet mnozin. V pripade, Ze
ste to nemali na ziadnom inom predmete, bude asi jednoduchsie, ked tito definiciu budete citat tak, ako keby
R; = R pre vsetky ¢ € M — pozri pozndmku na konci tohoto prikladu.
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Priklad 4.1.8. Dolezity priklad okruhu tvoria matice M, ,,(F) typu n x n nad polom F
spolu s nasobenim matic. To, Ze s¢itovanie a ndsobenie matic spltiaji podmienky z definicie
okruhu, sme ukazali v minulom semestri. Tento okruh ma jednotku, je nou jednotkova matica
I. Tento okruh nie je komutativny.

Definicia 4.1.9. Nech (R, +,-) je okruh a S C R je neprdzdna podmnozina mnoziny R.
Hovorime, ze S je podokruh okruhu R, ak pre lubovolné a,b € S platia—b e S, ab € S.

a,be s = a—be Sabe S

Inymi slovami, podokruh je podgrupa grupy (R, +), ktord je navyse uzavretd vzhladom
na nésobenie.
Pomerne jednoducho sa da overit, ze plati

Tvrdenie 4.1.10. Nech (R,+,-) je okruh a S C R, S # 0. MnoZina S je podokruh okruhu
(R, +, ") prdve vtedy, ked S s operdciami + a - ziZengmi na mnozZinu S tvori okruh.

Priklad 4.1.11. 2Z je podokruh (Z,+, ).
N nie je podokruh (Z,+,-) (je uzavrety na nasobenie a stcet, nie vSak na rozdiel).

Priklad 4.1.12. Uvazujme zobrazenia z uzavretého intervalu (0,1) do R. Z matematickej
analyzy vieme, ze rozdiel a sacin spojitych funkcii je opét spojita funkcia. Vdaka tomu spojité
funkcie f: (0,1) — R tvoria, so s¢itovanim a ndsobenim funkcii po bodoch, podokruh okruhu
R(1 . Tento okruh oznacujeme C(0,1).

Definicia 4.1.13. Ak v okruhu (R, +, ) neexistuju prvky a, b také, ze a,b # 0 a
ab =0,

tak hovorime, Ze R je okruh bez delitelov nuly (alebo tiez, Ze R nemd delitele nuly).
Ak (R, +,-) je komutativny okruh s jednotkou bez delitelov nuly, hovorime, ze (R, +,-)
je obor integrity.

Fakt, ze R je okruh bez delitelov nuly m6zeme vyjadrit pomocou nasledovnej implikécieﬁ
(Va,b € R) ab=0=a=0VvVb=0.

Priklad okruhu, ktory nie je oborom integrity, je okruh Z x Z z prikladu [£.1.6] Dokonca
Tubovolny okruh tvaru Ry X Ry (pozri priklad 7 kde ani jeden z okruhov R;, Ry nie je
nulovy, ndm déva takyto priklad.

Lahko sa overi, ze v okruhu bez delitelov nuly moézeme kratit nenulovymi prvkami:

Tvrdenie 4.1.14. Nech R je okruh bez delitelov nuly a a,b,c € R. Ak a # 0 a plati ab = ac,
tak b = c.

Dékaz. Z rovnosti ab = ac dostaneme pomocou distributivnosti a(b — ¢) = 0. Kedze a # 0,
mame b —c =0, a teda b = c. O

Definicia 4.1.15. Okruh R s jednotkou nazyvame telesom, ak ku kazdému nenulovému
prvku a € R~ {0} existuje inverzny prvok vzhladom na ndsobenie, t.j.

(Va € R~ {0})(3b € R) ab=ba=1

Komutativne teleso volame pole.

4Je to negécia vyroku (3a,b €R) ab=0A (a #O0Ab#0).
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Tvrdenie 4.1.16. Kazdé teleso je okruh bez delitelov nuly.
Kazdé pole je oborom integrity.

Dékaz. Nech R je teleso a pre a,b € R plati ab = 0. Predpokladajme, ze a # 0. Potom
existuje ¢ € R taky, ze ca = 1. Z toho dostaneme

b=1b=cab=c0=0,

¢ize b = 0. Podobne, z predpokladu b # 0 by sme dostali a = 0.
Druhé cast tvrdenia lahko vyplyva z prvej casti. O

Definicia [4.1.15 vlastne hovori, Ze ak (R, +,-) je okruh a navyse (R~ {0}, ") je grupa, ide
o teleso. Ak je to komutativna grupa, ide o pole. Tato definicia pola je teda ekvivalentna
s definiciou I3:33] ktort sme uviedli v minulom semestri. Z minulého semestra pozndme
vela prikladov poli — C, R, Q s obvyklym séitovanim a nasobenim, (Z,,$, ®) pre Iubovolné
prvocislo p.

Prikladom telesa, ktoré nie je polom (t.j. nekomutativneho telesa) st kvaterniény. Viac
sa o nich mozete dozvediet v [KGGS, Kapitola 4.7].

Cvicenia

Uloha 4.1.1. Zistite (a svoje tvrdenie zdovodnite) ktoré z uvedenych vlastnost{ sa z okruhu
R prenesti na uvedené konstrukcie: ]

Rx R | R/I | RM | podokruh

pole

obor integrity
nema delitele nuly
ma delitele nuly
komutativny okruh
okruh s jednotkou

Uloha 4.1.2. Je kazdy podokruh pola okruh bez delitelov nuly? Je kazdy podokruh pola
obsahujtci 1 oborom integrity?

Uloha 4.1.3. Zistite, ¢ nasledujiice mnoziny tvoria podokruhy pola (C,+, ). Zistite, ktoré
z nich st navyse poliami.

a) Z[V?2] = {a+ bv2;a,b € Z}

b) Q2 = {a+ bvZ:a,b < Q)

Uloha 4.1.4. Zistite, ¢ nasledujice mnoziny tvoria podokruhy pola (Q, +, ). St niektoré
z nich polia?

a) Vsetky zlomky také, Ze v zékladnom tvare je menovatel nepdrne ¢islo.

b) Vsetky zlomky také, ze v zdkladnom tvare je menovatel parne ¢islo.

c¢) Vsetky zlomky také, ze v zékladnom tvare je ¢itatel neparne ¢islo.

d) Vsetky zlomky také, ze v zdkladnom tvare je Citatel parne ¢islo.

e) Vsetky druhé mocniny raciondlnych ¢isel.

50znacenie R/I oznacuje faktorovy okruh okruhu R podla idedlu I. O faktorovych okruhoch sa dozviete
v nasledujicej podkapitole, ¢ize tento stlpec zatial nechajte nevyplneny a vratte sa k nemu neskor.
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Uloha 4.1.5. Dokézte: Ak R je obor integrity a 22 = 1, tak « = 1 alebo x = —1.
Plati takéto tvrdenie aj za predpokladu, ze R je komutativny okruh s jednotkou? (T.j. ak
vynechdme predpoklad, 7Ze R nemd delitele nuly.)

Uloha 4.1.6. Ak R je okruh bez delitelov nuly a ab = 1, tak aj ba = 1.

Uloha 4.1.7. Nech (R, +, ) je okruh. Definujme bindrnu opericiu * ako axb = b-a. Dokézte,
ze aj (R, +, *) je okruh.

Uloha 4.1.8. Dokéazte, ze {(r,r);r € R} je podokruh okruhu R x R. Je tento podokruh
izomorfny s okruhom R?

Uloha 4.1.9. Zistite, ¢ S je podokruhom R, a tiez ¢ v okruhoch S a R existuje jednotka
(a ak 4no, tak ¢ je v oboch pripadoch rovnaka).

a) R =1Zg, S = 2Z; = {0,2,4}.

b) R=AxAaS=Ax{0}, kde A je lubovolny okruh s jednotkou.

¢) R = M, (R), t.j. redlne matice rozmerov 2 x 2 a S = {(&9);a € R}.

Uloha 4.1.10. Nech R je okruh. Centrom okruhu R nazveme mnozinu Z = {z € R; (Vr €
R)zr = rz}. Ukdzte, ze:

a) Z je podokruh R.

b) Ak R m4 jednotku, tak 1 € Z.

¢) Centrum telesa je pole.

Uloha 4.1.11*. Nech (R, +,-) je okruh s jednotkou. Ak existuje inverzny prvok vzhladom
na operaciu - k 1 — ab, tak existuje aj inverzny prvok k 1 — ba.

4.2 Homomorfizmy, idealy a faktorové okruhy

Definicia 4.2.1. Nech (R, +,"), (S,+, ) st okruhy. Zobrazenie f: R — S nazyvame homo-
morfizmus, ak plati

fla+0b) = f(a) + f(b),
f(ab) = f(a)f(b).

Surjektivny homomorfizmus nazyvame epimorfizmus, injektivny homomorfizmus nazy-
vame monomorfizmus a bijektivny homomorfizmus nazyvame izomorfizmus. Ak existuje izo-
morfizmus medzi (R,+,-) a (S,+,-), hovorime, Ze okruhy R a S st izomorfné a piSeme
R=S.

Pretoze oba tieto pojmy pouzivame aj pre grupy, obcas sa vyskytne situdcia, ze budeme
potrebovat rozlisit, ¢i hovorime o homomorfizme (izomorfizme) grip alebo okruhov. V ta-
komto pripadne pouzijeme termin grupovy homomorfizmus (izomorfizmus) alebo okruhovy
homomorfizmus (izomorfizmus).

Dokaz nasledujiceho tvrdenia vynechdvame — je skoro identicky s dokazom analogického
tvrdenia pre grupy.

Tvrdenie 4.2.2. ZlozZenie homomorfizmov je homomorfizmus. ZloZenie izomorfizmov je izo-
morfizmus.

Priklad 4.2.3. Jednoduché priklady homomorfizmov:
7 — 7y, f: k— kmodn

9g:LXZ—Z,q: (a,b) = a
h:C—C,h:a+bir—>a—0bi
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Opit, podobne ako pri grupach, existencia izomorfizmu medzi dvoma okruhmi znamena,
ze tieto okruhy su z hladiska tedrie okruhov rovnaké — nie s rozlisitelné pomocou pojmov
definovanych pre Tubovolné okruhy. (Obe operdcie pracuju rovnako, len prvky st inak pome-
nované a izomorfizmus je bijektivne zobrazenie, ktoré poskytuje ,slovnik“ na preklad medzi
tymito dvoma pomenovaniami.)

Tuato myslienku je mozné pouzit aj ked chceme ukazat, ze nejakda mnozina s danymi binar-
nymi operaciami tvori okruh — najdeme bijekciu medzi touto mnozinou a nejakym znamym
okruhom, ktord zachovava operacie.

Priklad 4.2.4. Uvazujme podmnozinu S okruhu Ms 2(R) tvorent maticami tvaru

a b
-b a)’
kde a,b € R.

Overme najprv, ze ide o podokruh. Zrejme rozdiel 2 matic takéhoto tvaru ma opéat uvedeny
tvar. Pre si¢in mame

a b ¢ d\ ([ ac—bd ad+bc (4.1)
b a)\—-d ¢/ \—(ad+bc) ac—-0bd)’ ’
¢ize suc¢in matic z S opéat patri do S.
Definujme teraz zobrazenie f: S — C predpisom

£ (_“b Z) s a -+ bi.

c

. 1 . _(a b _ d [
Z rovnosti (4.1)) vidime, ze pre A = (b a) ,B = (d c) € S mame

f(AB) = (ac — bd) + (ad + be)i = (a + bi)(c+ di) = f(A)f(B).

Overenie, ze [ zachovava sucty je jednoduché, takze ide o okruhovy homomorfizmus.

Navyse, f je bijekcia, je to teda izomorfizmus medzi okruhom A a polom komplexnych
Cisel.

Toto zobrazenie by sme mohli pouzit napriklad na dokaz, zZe komplexné ¢isla tvoria okruh;
alebo tiez na dokaz, Ze A je podokruh (ak by sme uz mali dokézané, ze C je okruh; t.j. stacilo
by ndm overit, Ze sa zachovivaji operécie). Vdaka tomu, Ze sme nasli izomorfizmus medzi
uvedenymi dvoma okruhmi, hned vieme, Ze A je pole — aj bez toho, Ze by sme to museli
overovat priamym vypoctom.

Mozeme si polozit otazku, ¢i sa na tito maticovu reprezentaciu komplexnych cisel da
prijst aj nejakym priamociarym spdsobom, bez toho, aby nam ho niekto povedal, alebo aby
sme ho ,,uhadli“.

Skusme sa, pre dané komplexné ¢islo z = a + bi pozriet na zobrazenie f,: C — C,
f2: & — zx (toto je presne zobrazenie, ktoré sme priradili komplexnému ¢islu v Cayleyho
vete[2.6.8] pozri tiez priklad . Ak komplexné ¢islo z vyjadrime v goniometrickom tvare
ako z = r(cos p+isin ¢) tak z Moivrovej vety vieme, Ze nasobenie ¢islom z znamend otocenie
bodu (komplexné ¢isla chdpeme ako body v rovine) okolo bodu 0 o uhol ¢ a potom jeho r-
nasobné zvicsenie.

Obidve tieto zobrazenia — otocCenie aj natiahnutie — si linedrne zobrazenia. Skiisme sa po-
zriet na maticu takéhoto zobrazenia — nato stadi vediet kam sa zobrazia vektory (1,0) a (0,1).
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Vektor (1,0) sa zobrazi oto¢enim o uhol ¢ na (cos ¢, sin ¢) a vektor (1,0) na (—sin g, cos ¢).
To znamend, Ze otoceniu zodpoveda matica

cosp sing
—sing cosy

Ak este pouzijeme natiahnutie s koeficientom r, dostaneme maticu

rcosp rsing) [(a b
—rsingp rcosy —b a
Cize presne td, ktort sme pouzili v nasom izomorfizme.

Priklad 4.2.5. Uvazujme linedrne zobrazenia z F™ do F™. Ozna¢me mnozinu vsetkych
takychto zobrazeni A. Ukdzeme, Ze (A, +,0) je okruh s jednotkou (4 znamend obvyklé s¢i-
tovanie funkeif a o) je skladanie funkeii.

Namiesto toho, aby sme priamo overovali definiciu okruhu, uvazujme zobrazenie f: A —
M, (F), ktoré kazdému zobrazeniu priradi jeho maticu. Toto zobrazenie je bijektivne a
navyse, ked ho berieme ako zobrazenie medzi (A, +, o) a okruhom (M, ,,(F'), +, -) reSpektuje
bindrne operécie (matica stctu zobrazeni je sti¢et matic, matica siéinu zobrazeni je sicin
matic). KedZe uz vieme, Ze matice typu n x n tvoria okruh, vyplyva z toho, Ze aj (4, +,0)
je okruh. (Samozrejme, nie je tazké overit vlastnosti okruhu aj priamo, bez toho, aby sme si
pomadhali maticami.)

Mbzeme si este v§imnuft, ze podobné tvrdenie uz neplati, ak vezmeme Tubovolné zobrazenia
(t.j. nielen linedrne). Napriklad pre F™ = R! a zobrazenia f(z) = 22, g(z) = x, h(z) = 1
mame f(g(z) + h(x)) = (x +1)? = 22 + 2z + 1, zatialéo f(g(x)) + f(h(z)) = 2 + 1, &ize

folg+h)#fog+foh.

Lahko sa da ukéazat, ze jadro a obraz homomorfizmu musia byt podokruhy. Pri grupach
sme videli, ze nie kazda podgrupa danej grupy moze byt jadrom nejakého homomorfizmu —
tuto vlastnost mali len invariantné podgrupy. V pripade okruhov je zodpovedajicim pojmom
pojem idealu.

Definicia 4.2.6. Nech R je okruh. Neprazdna podmnozina I C R je idedl v okruhu R, ak
plati

(Va,be 1) a—-bel
(Va € I)(Vr € R) ar € I,ra €1

t.j. ak je tdto mnozina uzavretd vzhladom na s¢itovanie (prvkov z I') a ndsobenie Tubovolnym
prvkom z R.

Inak povedané, idedl je taky podokruh, ktory je uzavrety vzhladom na nasobenie vsetkymi
prvkami z R.

Priklad 4.2.7. V kazdom okruhu méme idedly {0} a R. Idedly I také, ze I # R voldme
vilastné.

Pre Tubovolné k € Z je podmnozina kZ = {kz;z € Z} idedlom v okruhu (Z, +, ).

V okruhu Ry x Ry tvoria podmnoziny Ry x {0} aj {0} x Ry idealy.

Prikladom podokruhu, ktory nie je idedlom, je napriklad Z v (R, +, ).

Casto sa budu vyskytovat idedly uréené jedinym prvkom.
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Definicia 4.2.8. Ak R je komutativny okruh a a € R, tak mnozina
(a) = {ax;x € R}
je idedlom v R (uloha [4.2.4)). Idedly takéhoto tvaru voldme hlavné idedly.

Nasledujice pozorovanie je velmi jednoduché, sformulujeme ho vsak do lemy, aby sme sa
nan neskér mohli odkazovat.

Lema 4.2.9. Nech R je okruh s jednotkou a I je idedl v R. Potom I = R prdve vtedy, ked
lel.

Dékaz. Implikicia = je uplne trividlna. Na dokaz opacnej implikécie si stac¢i vsimnuft, ze pre
lubovolné ¢ € R mame
c=c.l

a ak 1 € I, tak aj c.1 patri do idedlu I. O
Dosledok 4.2.10. Ak R je pole, tak jediné idedly v R si {0} a R.

Dokaz. Ak idedl I obsahuje prvok a # 0, tak k prvku a existuje inverzny prvok b, t.j. taky
prvok, ze ba = 1. Potom ale priamo z definicie idedlu vyplyva, ze aj 1 = ba € I, a teda
I=R. O

Prvy krok na ceste k tomu, aby sme ukazali, ze idealy maji pre okruhy podobni dlohu
ako normalne podgrupy pre grupy, je nasledujtca lema.

Lema 4.2.11. Ak ¢: R — S je homomorfizmus okruhov, tak jeho jadro Ker ¢ je idedl v R.

Dékaz. Ak a € Ker p, znamend to, ze ¢(a) = 0. Potom pre Iubovolné z € R mame

O0p(x) =0
e(x)0=0

¢ize aj ax,xa € Ker . [

Podobne ako pri grupéach sme pre invariantné podgrupy boli schopni zadefinovat faktorovi
grupu aj v tomto pripade vieme definovat faktorovy okruh.

Ak na chvilu zabudneme na opericiu -, tak mame komutativnu grupu (R, +) a I je jej
podgrupa. Pretoze kazda podgrupa komutativnej podgrupy je norméalna, mame potom fak-
torova grupu (R/I,+). Dokaz nasledujiicej vety v podstate spociva v overeni, Ze sa d4 pridat
operdcia - a ze tak dostaneme okruh. Overenie tychto podmienok je vlastne jednoduchym
mechanickym vypoc¢tom, pricom pouzivame iba definiciu idedlu a podmienku

a+I=b+1 & a—bel,

ktort pozndme z lemy [3.2.5] Takisto v dalsich vysledkoch o faktorovych okruhoch sa budeme
casto odvolavat na to, ¢o uz vieme o faktorovych grupach; potom zostane overit niektoré
vlastnosti operécie -.

Veta 4.2.12. Nech (R,+,") je lubovolng okruh a I je idedl v R. Ak na prvkoch faktoroveﬂ
grupy (R, +) podla podgrupy I
R/I ={a+I;a € R}

6Grupa (R, +) je komutativna, takze jej podgrupa I je invariantni. Ma teda zmysel hovorit o faktorovej
grupe.
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definujeme bindrnu operdciu - ako
(a+1I)-(b+1I)=(a-b)+1,

tak je tdto bindrna operdcia dobre definovand a (R/I,+,-) je okruh. Tento okruh voldme
faktorovy okruh R podla I.

Ak je okruh R komutativny, tak aj R/I je komutativny. Ak R je okruh s jednotkou a
I # R, tak 1+ I je jednotka faktorového okruhu R/I.

Dékaz. Najprv ukdzeme, ze uvedend operacia je dobre definovana. T.j. potrebujeme dokézat,
zeaka+I=ad +Tab+I=0+1I takajab+1=2a't+1I. Rovnost a+ 1 =a’'+1I je viak
ekvivalentnd s tym, ze a — a’ € I (lema , podobne druhd podmienku mézeme nahradit
podmienkou b — b’ € I.

Aka—d el,b—b el takab—ad'bt =alb—0b)+ (a—d)b € I. (Mdme a(b—10") € I,
lebo b — b € I, podobne (a — a')b' € I lebo a — a’ € I, uvedeny prvok je teda sudet dvoch
prvkov z I.) Z ab— &'t € I uz vyplyva, ze ab+ 1 = o't/ + I.

Ked uz vieme, ze uvedeny predpis definuje bindrnu operaciu na R/I, zostdva overit pod-
mienky z definicie okruhu. Vieme, ze (R/I,+) je grupa, navySe je aj komutativna (lebo grupa
R je komutativna). Zostéva overit asociativnost a distributivnost. Mdme

(a+I)((b+I)(c+1I)) =albe)+ 1= (ab)c+I=(a+I)b+1))(c+1I)
(a+D)(b+D)+(c+I)=alb+c)+I=(ab+ac)+I=(ab+ 1)+ (ac+1I)
(bt+c)+Da+I)=b+c)a+I=(ba+ca)+ 1= (ba+ 1)+ (ca+1)

Uplne rovnako sa dokéze komutativnost R/I v pripade, Ze R je komutativny a takisto,
7e 1 + I je neutrdlny prvok operdcie -. Podmienka I # R zabezpedi, z2e 1 = 1 -0 ¢ I,
t.j. 1+ 1 # 0+ I (v okruhu s jednotkou pozadujeme aj aby 1 # 0.) O

Aj pre faktorové okruhy plati veta o izomorfizme.

Veta 4.2.13 (Veta o izomorfizme). Ak f: R — R’ je homomorfizmus okruhov, tak Ker f je
idedl v okruhu R a faktorovy okruh R/ XKer f je izomorfng s podokruhom Im f okruhu R’.

Dokaz. 7 lemy vieme, Ze Ker f je ideal.

Ozna¢me I = Ker f. Pretoze (R, +) je komutativna grupa, jej podgrupa I je invariantnd
podgrupa. Potom (podla vety o izomorfizme pre grupy) je zobrazenie ¢: R/I — R’ urdené
predpisom

p:a+ I+ f(a)

dobre definované a je to injektivny grupovy homomorfizmus. Zostéava teda len dokézat, ze je
to aj okruhovy homomorfizmus, t.j. Ze zachovava aj operéaciu -. To vSak Tahko vyplyva z toho,
ze f je okruhovy homomorfizmus:

plab+ 1) = f(ab) = f(a)f(b) = p(a+ I)p(b+TI).
O

Postupom z predchadzajiceho dokazu sa da ukazat, ze pre kazdy ideal I je zobrazenie
¢: R — R/I uréené predpisom
pra—a+1

okruhovy homomorfizmus. Toto zobrazenie voldme kanonicki homomorfizmus. Pre kanonicky
homomorfizmus plati I = Ker ¢.
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72 Homomorfizmy, idealy a faktorové okruhy

Videli sme, ze faktorovy okruh komutativneho okruhu je opét komutativny okruh a (s vy-
nimkou pripadu I = R) dostaneme aj z okruhu s jednotkou znovu okruh s jednotkou. Otézka,
¢i sa na faktorovy okruh prenesie aj vlastnost ,byt oborom integrity“ alebo byt polom* je
o Cosi komplikovanejsia.

Definicia 4.2.14. Ideal I v okruhu R sa nazyva prvoidedl, ak pre lubovolné a,b € R také,
ze a-b € I aspon jeden z prvkov a, b patri do I ¢ize ak plati

a-bel = aclIvbel.
Mozeme si vSimnit, ze {0} je prvoideédl v R préve vtedy, ked R nemd delitele nuly.

Priklad 4.2.15. Pozrime sa na idedly v okruhu (Z, +, -). Nie je prilis tazké ukézat, ze kazdy
idedl v Z je hlavny — nebudeme sa tomu venovat na tomto mieste, lebo neskér ukazeme
vseobecnejsi vysledok v tvrdeni
Otazka teda je, ktoré hlavné idedly v Z st prvoidedly.
Chceme sa pozriet na idedl (p) pre nejaké celé éislo p # 0. Pytame sa teda na to, kedy
plati
abe (p)=ac(p)Vbe (p).

Ideal p obsahuje presne nasobky ¢isla p. Teda sa vlastne pytame na platnost podmienky
plab=plaVp]|b.

Vieme, ze tato podmienka je splnend pre vsetky prvocisla. Ked pracujeme v celych ¢islach,
musime pridat aj opacné cisla.

Naopak, pre zlozené ¢isla tdto podmienka neplati. Ak p = ab pre nejaké ¢isla a,b # +1,
tak mame ab € (p) ale @ ani b do (p) nepatria.

Vidime teda, Ze (p) je prvoidedl v Z prave vtedy, ked +p je prvocislo (alebo 0).

Veta 4.2.16. Nech R je komutativny okruh s jednotkou a I je idedl v R. Potom faktorovy
okruh R/I je oborom integrity prave vtedy, ked I je vlastng prvoidedl.

Dokaz. Nech R/I je obor integrity. Z toho hned vyplyva 1+ 1 # 0+ I, a teda idedl
T je vlastny. Vyuzijeme fakt, ze I = Ker¢ pre kanonicky homomorfizmus ¢: R — R/I;
p(a) = a+ I. Z toho vyplyva, Ze ak ab € I, tak

p(ab) = p(a)p(b) = 0.

Pretoze R/I je obor integrity, z predchddzajtcej rovnosti vyplyva, ze p(a) = 0 alebo ¢(b) = 0,
¢ize a € I = Kerp alebo b € I = Ker .

Podobne ako v prvej Casti vyuZijeme surjektivny homomorfizmus ¢: R — R/I;
pla) =a+1. Ak z,y € R/I st také, Ze zy = 0 a © = ¢(a), y = p(b) (zo surjektivnosti
vyplyva, ze také a,b € R existuji) tak mame

p(ab) = p(a)p(b) = zy =0,

¢ize ab € Kerp = I. Pretoze I je prvoidedl, tak z toho vyplyva a € I = Kerp alebo
b € I = Ker ¢, ¢o vSak znamend, ze
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Priklad 4.2.17. Ako ilustrdciu predchadzajicej vety si mézeme vsimnut, ze Z/(3) = Zs je
pole, a teda aj obor integrity. Veelku lahko skontrolujeme, Ze (3) je maximélny idedl v Z. (V
skuto¢nosti mézeme ¢islo 3 nahradit Tubovolnym prvoéislom.)

Ale napriklad Z/(4) = Z4 nie je obor integrity (a (4) nie je prvoidedl v Z).

Definicia 4.2.18. Idedl I v okruhu R nazyvame mazimdlny, ak I # R a sucasne pre kazdy
ideal J s vlastnostnou I C J C R plati I = J alebo J = R.

Predchadzajica definicia vlastne hovori, ze maximéalne idealy su prave maximéalne prvky
mnoziny vlastnych idedlov okruhu R vzhladom na usporiadanie C.

Poznamka 4.2.19. Bez dékazuﬂ spomenme, ze pre kazdy idedl I taky, ze I # R existuje
maximalny idedl M obsahujuici I, t.j. I C M.

Veta 4.2.20. Nech R je komutativny okruh s jednotkou a I je idedl v R. Potom faktorovy
okruh R/I je pole prdve vtedy, ked I je mazimdlny idedl.

Dokaz. Predpokladajme, ze R/I je pole. Potom musi platit 0+ 1 £ 1+ 1, Cize 1 ¢ I a
I je vlastny ideal.

Dalej nech I € J C R. Predpokladajme, ze I # J, teda existuje prvok a € J taky, ze
a ¢ I. Potom a+ I #0+ 1, ¢ize k a+ I existuje v poli R/I inverzny prvok. To znamend, ze
existuje ¢ € R také, ze

(ac) +T=1+1,

¢ize 1 —ac € I C J. Potom z toho, ze ac € J (leboa € J)al—ac € J vyplyval € J a
J =R (lema [4.2.9).

Nech I je maximalny idedl. Ak a ¢ I (Cize a+1 # 0+ I), chceme ukézat, ze k a + 1
existuje v R/I inverzny prvok. Definujme

J={j+ca;jel,ce R}

Overme najprv, ze J je idedl. Skutocne, (j+ca) — (' +ca) = (-7 )+ (c—c)aaj—j €1,
c—c € Rpre j,j' € J,c,c € R.Dalej (j+ca)r = jr+car = jr+(cr)a az jr € I dostdvame,
7e (j 4 ca)r € I pre Iubovolné r € R.

Navyse, pre ideal J plati T ; J C R. Pretoze I je maximalny ideil, mame potom J = R,
a teda 1 € J. To znamena, ze existuju c € R, j € I také, ze j + ca = 1. Potom mame

ca—1el,
ca+I=1+1,

¢ize ¢ + I je inverzny prvok vzhladom na nésobenie k a + I v okruhu R/I. O
Pretoze kazdé pole je oborom integrity, dokazali sme sii¢asne:

Désledok 4.2.21. V komutativnom okruhu s jednotkou je kazdy mazimdlny idedl prvoidedl.

Priklad 4.2.22. Je prirodzené sa pytat, ¢i implikdciu v dosledku [£.2.21] nie je mozné obréatit,
teda ¢i vieme néjst priklad prvoidedlu (v nejakom komutativnom okruhu s jednotkou), ktory
nie je maximalny.

Z viet, ktoré sme prave ukdzali a z toho, ze R/(0) = R lahko vidno, Ze ak R je obor
integrity, ktory nie je polom, tak (0) je prvoidedl, ktory nie je maximalny.

"Dékaz vynechdvame z toho dévodu, Ze sa nedd urobit pomocou veci, ktoré ste sa zatial ucili. Obvykly
dokaz je zalozeny na Zornovej leme (resp. Axiéme vyberu). V pripade zdujmu mozete dokaz ndjst napriklad
v [S1].
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Teda napriklad ideal (0) v okruhu (Z, +, ) je prvoideal, ktory nie je maximélny. Lahko to
vidno aj priamo, bez odvolavania sa na predoslé vety. To, Ze ide o prvoideal, vidno z platnosti
implikdcie ab =0 = a = 0 V b = 0 v okruhu Z. Nie je maximalny, lebo napriklad (0) C (2) C
Z.

O trochu menej trividlny (aj ked velmi podobny) priklad méte v tilohe [4.2.20

V tvrdeni |4.4.19| budeme vidiet, Ze okruhu Z by sme uz nijaky iny kontrapriklad ako (0)

najst nemohli.

Opit, podobne ako v pripade grip a normélnych podgrip, zodpovedaji idedly kongru-

encidm na okruhu R (pozri tlohy [4.2.25 [4.2.26)).

Definicia 4.2.23. Nech (R, +,") je okruh. Reldcia ekvivalencie E na R sa nazyva kongru-
encia, ak plati

aEd ,bEV = (a+b)E(d +1),(ab)E(a'V)

Aj tu by sa dali zopakovat vsetky tvrdenia z Casti — v podstate bezo zmeny, len by
sme vsade nahradili vyraz ,normélna podgrupa“ vyrazom ideal a vyraz ,faktorova grupa“
vyrazom faktorovy okruh“. (A pracovali by sme s okruhovymi kongruenciami namiesto
grupovych kongruencii.)

Aspor nieco je sformulované v cviceniach (L’llohy a. Da sa vsak predpokladat,
ze Citatel, ktory dostatocne porozumel faktorizacii pri grupach bude schopni si zobrat vsetky
tvrdenia o grupovych kongruencidch a samostatne si rozmysliet, ako vyzeraji analogické
tvrdenia pre okruhové kongruencie a ako by sa dali dokazaf.

Cvicenia

Uloha 4.2.1. Nech X # () je lTubovolna neprazdna mnozina. DokdzZte, Ze potenénd mnoZina
(P(X),A,N) s operdciami A (symetrickd diferencia mnozin) a N (prienik mnozin) tvori
okruh. Néjdite izomorfizmus medzi tymto okruhom a okruhom ZZ. (Pozndmka: Bijekcia,
ktort najdete v druhej Casti, by sa dala pouzit aj na dokaz tvrdenia uvedeného v prvej
Casti.)

Uloha 4.2.2. Nech F je pole a A # () je neprazdna mnozina. Dokazte, ze v okruhu F4

(priklad 4.1.7) je kazdy ideal tvaru M, = {f € F*4; f(p) = 0}, kde p je nejaky prvok z A,
maximélny. (Hint: D4 sa vyuzit veta [4.2.20] Ale d4 sa postupovat aj priamo z definicie.)

Uloha 4.2.3. Prienik Iubovolného systému podokruhov je podokruh. Prienik Iubovolného
systému idealov je ideal.

Uloha 4.2.4. Overte, 7e (a) = {az;2 € R} je idedl v komutativnom okruhu R (teda hlavné
idedly su skutocne idedly.)

Uloha 4.2.5. Dokazte, ze zobrazenie f1: R1 X Ry — Ry urcené predpisom fi(ry,r2) =11 je
homomorfizmus.

Dokézte, ze pre kazdé i € I je zobrazenie f;: Rl — R dané predpisom fi(g) = g(i) (pre
Iubovolné g: I — R) je homomorfizmus.

Uloha 4.2.6. Nech R # {0} je komutativny okruh s jednotkou taky, ze jediné idedly v R si
{0} a R. Dokazte, ze R je pole.

Uloha 4.2.7. Ak I; je idedl v okruhu Ry a Is je idedl v okruhu Rs, tak podmnozina I x I
je idedl v okruhu Ry x Rs.
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Uloha 4.2.8. Ak I, I, st idedly v komutativnom okruhu (R, +, -), tak aj

a) 1+ b ={a+bjacl,be I} jeidedl v R.

b) I - Iy = {a1b1 + - - + anbp;n € Nja; € I1,b; € I} je idedl v R.

Uloha 4.2.9. Nech (G, %) je cyklicka grupa, a je jej generator, t.j. G = [a]. Ak definujeme
operaciu - ako a¥ - a' = a¥! (pre Iubovolné k,l € Z), tak (G, *,-) je okruh. Viete povedat
(v zavislosti od radu generdtora a) s akym okruhom je tento okruh izomorfny?

Uloha 4.2.10. Ak pre kazdé n € N je I,, ideal v okruhu R a navyse plati I,, C I,41, tak aj
zjednotenie |J;2, I; je idedl v R.

Uloha 4.2.11. Okruh R sa vol4 boolovsky okruh, ak pre kazdé a € R plati a® = a. Dokazte,
Ze kazdy boolovsky okruh je komutativny. (Boolovskym okruhom je napriklad okruh z tdlohy
4.2.1])

Uloha 4.2.12. Dokézte, Ze okruhy (2Z, +,-) a (3Z, +, -) nie st izomorfné.
Uloha 4.2.13. Njjdite vSetky homomorfné obrazy okruhu Z.
Uloha 4.2.14. Nijdite vietky homomorfizmy zo Z do Zs.

Uloha 4.2.15. Nijdite vietky homomorfizmy:
a) zo Z[v/2] do Z[/2],

b) 2 Qv2] d Q[V2.

(Tieto okruhy st definované v tilohe [1.1.3])

Uloha 4.2.16. Néjdite vietky homomorfizmy Z x Z — Z x Z.

Uloha 4.2.17. Zistite, ktoré z nasledujicich zobrazeni s homomorfizmy medzi okruhom A
vsetkych matic typu 2 x 2 s celo¢iselnymi koeficientami a okruhom Z.

a) (Z Z)»—)a

b) (CCL Z) — a + d (stopa matice)

c) <a Z) — ad — be (determinant matice)

Uloha 4.2.18. Zistite, ¢ tieto mnoziny tvoria idedly v okruhu Z x Z:
a) {(a,a);a € Z}

b) {(2a,2b);a,b € Z}

c) {(2a,0);a € Z}

d) {(a,—a);a € Z}

Uloha 4.2.19. Zistite, s akymi okruhmi st izomorfné okruhy Zgo/(15), Zeo/(20), Zeo/(12).

Uloha 4.2.20. Ukézte, ze Z x {0} je ideal v okruhu Z x Z (s obvyklym séitovanim a néso-
benim). Ukdzte, Ze je to prvoidedl, ktory nie je maximélny.

Uloha 4.2.21. Zistite, ¢i dané idedly v okruhu Z[i] = {a + bija,b € Z} s maximélne
idedly /prvoidesly.

a) (1+14) ={(1+1)zz € Z[i]}

b) (2) = {22 € Zi]}

) 2+149) ={(2+1)zz € Z[i]}

(0]



76 Okruhy polynémov — definicia a delenie so zvyskom

Uloha 4.2.22. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Dokézte, Ze v fiom plati binomicka,

veta
(a+b)" = Z (Z) x akpn k.

k=0

Uloha 4.2.23*. a) Dokéite, 7e v okruhu C/(0,1) (priklad [4.1.12)) je kazdy idedl tvaru M, =
{f € C(0,1); f(p) = 0} pre p € (0,1) maximdlny.
b) Dokézte, ze vSetky maximélne idedly v C(0,1) maju takyto tvar.

Uloha 4.2.24. Najdite priklad takych okruhov (R, +,-), (S,+,-) a zobrazenie f: R — S,
Ze f je grupovy homomorfizmus (medzi grupami (R,+) a (S,4+)), ale nie je to okruhovy
homomorfizmus.

Uloha 4.2.25%. Nech R je okruh, I je idedl v R. Definujeme reliciu F na R ako aEb <
a —b € I. Dokazte, ze E je (okruhovd) kongruencia (definicia [4.2.23)).
Obrétene ak E je Iubovolna kongruencia na R, tak trieda ekvivalencie [0]g je idedl v R.

Uloha 4.2.26". Nech (R, +,) je okruh.

a) Ak f: R — S je homomorfizmus, tak reldcia £ na mnozine R dand predpisom zEy <
f(z) = f(y) je kongruencia (pozri tlohu [3.1.3)).

b) Ak FE je kongruencia na R, tak na mnozine R/FE tried ekvivalencie tejto reldcie predpisy
[a] + [b] = [a+0], [a] - [b] = [ab] dobre definuje bindrne operacie +, - a R/E' s tymito bindrnymi
operaciami tvori grupu. NavySe, zobrazenie a — [a] je surjektivny homomorfizmus z R do
R/E a jeho jadro je [0].

4.3 Okruhy polynémov — definicia a delenie so zvyskom

Na strednej §kole ste stravili vela ¢asu s kvadratickymi rovnicami ax?+bx+4c = 0. Venovali ste
sa aj vSeobecnejsim rovniciam vyssieho stupna. Tieto rovnice sivisia s funkciami f: R — R
tvaru

f(@) =apa™ + 12" 4+ ag.

Takéto funkcie budeme volat polynomické funkcie.

V tejto casti by sme chceli zaviest podobny pojem pre lubovolny komutativny okruh s jed-
notkou. V minulom semestri sme pracovali s polynomickymi funkciami nad R ako s prvkami
vektorového priestoru R¥ vSetkych zobrazeni z R do R. Vtedy sme ¢asto pouzivali fakt, Ze
polynomicka funkcia f(x) = a,2"+a,_12" 1+ - -+ag sa rovna nulovej funkcii (t.j. v kazdom
bode nadobiida hodnotu 0) préve vtedy, ked vSetky koeficienty st nulové, t.j.

Ay =QAp_1=...=ag=0.

(Ako uvidime, tato vlastnost neplati pre vSetky polia, v pripade pola R vSak plati, ukdZeme
to v tvrdeni )

Prave toto je vlastnost, ktori budeme pozadovat od pojmu polynému, ktory teraz ideme
definovat.

4.3.1 Definicia okruhu polynémov

Definicia 4.3.1. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Potom formalne zapisy tvaru

—1
p=anpz" +ap_12""" + - +ao,
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kde n je prirodzené ¢islo a a; € R pre i = 0,...,n nazyvame polynémy v premennej x nad
okruhom R.
Namiesto zapisu a,2"™ + an_12™" "1 + - -+ + ag budeme ¢asto pouzivat strucénejsi zapis

n
p= E a;x".
i=0

Prvky ay,an-1,...,a0 € R volame koeficienty polynému p.
Ak navyse a,, # 0, tak n volame stupen polynému p, oznacujeme stp = n. V pripade
nulového polynému (vSetky koeficienty st nulové) definujeme stp = —oo. (VSimnite si, Ze

s vynimkou nulového polynému je mozné také n zvolit, t.j. stupen je definovany pre kazdy
polyném.) Polynémy stuptia mensieho ako 1 voldme konstantné polyndmy.

Koeficient a,, # 0 pre n = st p voldme vedici koeficient polynému p.

Dva polynémy povazujeme za rovnaké, ak maji rovnaké koeficienty, t.j. ak p = a,x™ +
12" P4+ ag, ¢ =bpx™ +bp_12™ L+ - 4+ by an >m, tak p = ¢ prave vtedy, ked

a; = b; prei=0,1,...,m
aa; =0prei=m+1,...,n.

V tejto definicii moéze byt trochu nejasné, ¢o je x a preco sa vold premenna. Este sa tohoto
problému dotkneme na konci tejto casti, je to vSak mozné jednoducho brat tak, ze doplnenie
symbolov z* je len spbsob zapisu — polyném je jednoznac¢ne urceny svojimi koeficientami.

Priklad 4.3.2. Napriklad 023 + 122 + 22 4+ 1 = 122 + 22 + 1 chdpeme ako dva rozne zapisy
toho istého polynému z R[z].

Vidime teda, ze pridanie alebo odobranie nulovych koeficientov polyném tento polyném
nemeni.

Dalej by sme radi rozumnym sposobom zadefinovali s¢itovanie a nisobenie polynémov.
,2Rozumny* sposob by mal spinat prinajmensom to, ze nejakym sposobom bude respektovat
nasobenie v okruhu R a tiez by bolo vhodné, aby vysledny okruh bol komutativny.

Pritom polyném budeme chépat ako stéet vyrazov a;x’. To vlastne jednoznaéne uréuje
s¢itovanie, napriklad pre p =22 +2x 4+ 1 a ¢ = 22 + 1 mame

prg=(2+2r+ 1)+ 2z +1)=2?+22+22+1+1 =2 +4z+2.
(Vyuzili sme iba to, Ze polyném vieme rozlozit na jednotlivé ¢leny a distributivnost.)
Tieto poziadavky (t.j. vlastnosti komutativneho okruhu a to, Ze koeficienty sa nésobia

rovnako ako v R) uz takmer uréuji ndsobenie. Ak chceme napriklad vyndsobit polynémy
p=a2+4+2z+1aq=2x+1v Z[z], tak z distributivnosti dostaneme

x° + 2x + x + =22 +2c-2c+1-22+2x"-1+2x-1+4+1-1.
2y 4+ )2z +1)=2%20+2z-204+1-2 2 142c-1+41-1
Na zéklade komutativnosti dostaneme

(22 +22+1)2x+1) =222 2 +4z -2 +2 -2+ 122 + 2z + 1.

Predpokladajme, Ze nasobenie vyrazov obsahujiicich iba z* funguje takym sposobom, Ze
™ - g™ = ™", Potom predchidzajtci viraz méZeme upravit na tvar

(22 + 22+ 1)(2x +1) = 22% + 42% + 22 4 12® + 22 + 1.
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Opét z distributivnosti dostaneme
(2% 4+ 22 +1)(2x + 1) = 223 + 52% + 4z + 1.

Mozno sa tento jednoduchy vypocet zda rozpisany zbytocne privelmi podrobne, cielom
vsak bolo ukézat, aké vlastnosti potrebujeme, ked chceme nieco podobné definovat nad Tu-
bovolnym komutativnym okruhom s jednotkou. Zopakovanim rovnakej ivahy pre vSeobecny
pripad dostaneme:

Definicia 4.3.3. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Nech p = a,2" + a, 12"~ +
cdagaq=byx" +b,_12" 1+ - + by st lubovolné polynémy nad R. (Tym, Ze u oboch
polynémov predpokladdme rovnaky pocet koeficientov sme sa nijako neobmedzili — v pripade
potreby je mozné niektory polyném doplnit nulami.)
Potom siucet polynomov p a q je
n
p+q= Z(ai + b;)x".
i=0

Sucin polynémov p a q je polyndém r = Z?Zo cizt, kde

k
Cr — E ajbk_j.
Jj=0

Teda obe operacie sme definovali rovnako ako v predchadzajicom priklade — pri s¢itovani
sa jednoducho sc¢itaju koeficienty a pri nasobeni su koeficienty vysledného polynému prave
tie vyrazy, ktoré by sme dostali rozndsobenim (koeficient ¢, je stcet vSetkych moznych agb;
pre s + 1 = k, ¢o st presne vietky moznosti, ako mozeme dostat z* = 2%.2!).

Definiciu si¢inu by sme mohli ekvivalentne prepisat ako

Cr = § Gm bn .

m+n=k

7 tejto ekvivalentnej definicie vidno, Ze pre ndsobenie polynémov plati asociativnost: pre

p=Yroaixt,g=Y 1 bz, r =31 ¢z’ dostaneme (pg)r = Z?ﬁo d;xz*, kde koeficienty

dr, maju hodnoty
dr= Y am Y ber= Y ambsc

m-+tn==k s+t=n m+s+t=k
Vdaka tomu dostaneme, ze

Tvrdenie 4.3.4. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. MnoZina vSetkych polynomov
nad R s ndsobenim a sc¢itovanim definovanym v predchddzajucej definicii tvori komutativny
okruh s jednotkou. Tento okruh oznacujeme R[xz] a voldme ho okruh polynémov nad R.

Scitovanie a ndsobenie polynémov sme vlastne definovali tak, aby akdkolvek rovnost,
ktora plati pre polynémy platila aj ked namiesto x napiSeme akykolvek prvok okruhu R
(alebo nejakého nadokruhu, ktory obsahuje R). To zdovodiiuje pouzitie ndzvu premennd —
namiesto x mdzeme napisat (dosadit) hocijaky prvok, ¢ize sa mdze menit. (Aj dosadzovaniu
do polynémov sa budeme este venovat.)

Dohoda. V dalsom budeme polynémy zapisovat ako p(x), ¢(x) atd., ¢im oznaéime o polyném
v akej premennej ide. (Ak budeme niekde hovorit sti¢asne o polynémoch aj o funkcidch, tak
opat pouzijeme radsej jednopismenkové oznacenie p, ¢; aby nemohlo dbéjst k omylu, ze mame
na mysli nejakd funkciu resp. jej funkénd hodnotu.)
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Poznamka 4.3.5. Vsimnime si, Ze s¢itovanie a ndsobenie konstantnych polynémov funguje
rovnako ako nésobenie v okruhu R. To znamend, ze ked prvky okruhu R stotoznime s im
prislichajicimi konstantnymi polynémami, mézeme R chépat ako podokruh okruhu R[z].
(Formélne by sme tento fakt sformulovali tak, Ze zobrazenie, ktoré prvku a € R prirad{
konstantny polyném a € R[z] je okruhovy homomorfizmus, ktory je navysSe injektivny.)
V dalSom budeme toto stotoZnenie ¢asto pouzivat (aj bez toho, Ze by sme na to vyslovne
upozornili.) To znamend, ze R budeme chépat priamo ako podmnozinu R[z].

Vsimnime si eSte, ze vlastnost , byt oborom integrity“ sa prenesie z okruhu R na okruh
R[z] polynémov nad tymto okruhom.

Tvrdenie 4.3.6. Ak R je obor integrity, tak pre lubovolné nenulové polynémy f,g € R|z]
plati

st(fg) = st(f) +st(g)

a okruh R[z] polynémov nad okruhom R je obor integrity.
Doékaz. Ak f a g st nenulové polynémy, mézeme ich zapisat ako

f(x) = apa™ + ap_12™ 1 4+ - + ap,
9(x) = bppx™ + by 1™ 4+ b,
pricom n = st f, m = stg. Vyratajme, aky bude koeficient c,,, polynému f.g pri z"*™.
Priamo z definicie mame, Ze
Cntm = Apbm,
a pretoze R je obor integrity, dostdvame ¢, ., # 0. To znamen4, ze polyném f.g je nenulovy

(teda Rlx] je obor integrity) a tiez, Ze

st(fg) =m+n=st(f) +st(g).

4.3.2 Delenie so zvyskom

Pre néds bude délezity hlavne pripad ked okruh R je pole. Ako sme uz ukazali, v tomto pripade
plati

st(pg) = stp+stq.

Neskor bude pre nas dolezita nasledujica vetas:

Veta 4.3.7 (Veta o deleni so zvyskom). Nech F je pole, f(z),g(x) € Flz] a g(x) # 0. Potom
existuji q(z),r(z) € F[x] také, Ze

astr(z) <stg(z).
Navyse, q(z) a r(x) si tgmito podmienkami jednoznacéne urdené.

Definicia 4.3.8. Polynémy ¢(z) a r(z) jednoznacne urcené podmienkami z vety sa
nazyvaju podiel a zvysok po deleni polynému f(x) polynémom g(z). ZvySok po deleni ozna-
Cujeme f(z) mod g(z).
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80 Okruhy polynémov — definicia a delenie so zvyskom

Dékaz. Existencia. Matematickou indukciou vzhladom na n = st(f).

1° Ak st f(z) < st g(x), stadi polozit ¢(x) =0 a r(x) = f(x).

2° Nech n = st f(z) > stg(x) a kazdy polyném stupiia menej ako n sa da vydelit so
zvyskom polynémom g(z) (indukény predpoklad).

Oznaéme f(z) = apx™ +an_12" 4+ +ag, g(r) = bpax™ +bp_12™ L+ - - + by pricom
an, by, # 0. Polozme h(z) = f(x) — a,b,lz" ™g(z). Koeficient pri 2" v polynéme h(z) je
ay — apby by, = 0. Teda st(h) < st(f), ¢ize pre polyném h (podla indukéného predpokladu)
existuju s(z),r(z) € Flx] také, ze

h(z) = s(z)g(x) + r(z)

a st(r) < st(g). Potom

Jednoznacnost. Nech plati

f(z) = q(2)g(z) + 71(2) = q2(x)g(x) + r2(2),

pricom st(r1) < st(g), st(r2) < st(g). Potom mdme

(@1(%) = @2(2))g(x) = ra(2) — r1(2).

Na pravej strane je polyném stupiia mensieho ako st(g). Ak by platilo ¢1(x) — g2(z) # 0, tak
na lavej strane tejto rovnosti dostaneme polyném stupiia aspoii st(g), ¢o je spor. Preto musi

platit ¢1(z) — q2(z) =0 a q1(z) = g2 ().
Z toho potom dostédvame aj r1(x) — re2(x) =0 a ri(x) = ro(x). O

Vsimnime si, ze dokaz predchédzajicej vety nam sicasne dava navod, ako ratat pre dané
polynémy ich podiel a zvysok.

Priklad 4.3.9. Vydelme so zvyskom polyném f(x) = z*+ 62+ 1222 + 122+ 10 polynémom

g(r) = 22 + x + 1. Podla navodu z dokazu by sme sa mali pozriet najprv na vedtce éleny —

vidime, ze z* = 22 - 2. Vypocitame teda

f(x) —2?g(x) = (a* + 62 + 1222 + 122 + 10) — 22 (2* + x4+ 1) = 5% + 112% 4 122 + 10.

Vysledok by sme opét mali delit polynémom ¢(x) a postup opakovat, az kym nedostaneme
polyném stupiia mensieho ako g(x).

52° 4 112% + 122 +10 — 5x(2* + v + 1) = 62 + T2 + 10
62° + 72+ 10 —6(z> +x+1)=2+4
Celkovo sme dostali, ze f(z) — (2® + 5z + 6)g(z) = = + 4, ¢ize
f(x) = (2% 4+ 5z + 6)g(x) + (z + 4),
teda podiel je 22 + 5z + 6 a zvysok po deleni je = + 4.

V pripade, Ze je polyném g(z) (=stupna 1) moéZeme podiel vyratat jednoduchsim sposo-
bom, ktory sa nauc¢ime v Casti

Neskor bude pre nds uzitoény fakt, Ze analogickd veta plati aj v okruhu (Z, +,-). Dala
by sa dokazovat podobnym spésobom ako predchidzajica veta , tu si ukdzeme o trochu iny
dokaz.
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Veta 4.3.10. Nech a, b si celé cisla, b > 0. Potom existuju celé cisla q a r také, Ze
a=q-b+r a 0<r<aqg.
Navyse, q a T st tymito podmienkamsi jednoznacne urcené.

Definicia 4.3.11. Cislo r z predchadzajtcej vety sa nazjva zvysok a po deleni b a oznacuje
sa a mod b.

Dékaz. Existencia: Mnozina {k; kb < pa} je zhora ohranidend. Preto existuje ¢ := max{k; kb <
a}. Polozme r = a — ¢b. O¢ividne plati a = gb+r a r > 0.

Tvrdime, Ze r < b. Nech by to tak nebolo. Z nerovnosti r > b dostaneme a > (g + 1)b, ¢o
je spor s definiciou ¢isla q.

Jednoznacnost: Predpokladajme, ze a = gb+r = ¢’b+ 7', kde 0 < r,r’ < b. Potom

(@=d)=r"—r

Predpokladajme, ze by |¢ — ¢’| > 0. Potom |r — /| > b, ¢o je spor s tym, ze 0 < r, 1’ < b.
Preto plati
(g—g)b=r—1r"=0,

/ !/

aqg=q,r=r". O

4.3.3 Polynémy a polynomické funkcie

V tomto ¢lanku budeme polynémy vzdy oznacovat ako p,q,... (t.j. jednym pismenom).

Definicia 4.3.12. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Polynomickou funkciou nad
R budeme rozumiet Tubovolnt funkciu f: R — R urcent predpisom

f(.’t) =anx" + anflxn71 +---+ag
pre nejaké n € Naay...a, € R.

Mnozina vsetkych polynomickych funkcii s obvyklym nasobenim a s¢itovanim funkcii opat
tvori okruh (je to podokruh okruhu R® — {loha , tento okruh budeme oznacovat R(x).

Pri zavedeni polynémov sme spominali polynomické funkcie nad polom R. Zaujima nés,
aky je vo vSeobecnosti vztah medzi okruhmi Fx] a F(z), ak F' je Iubovolné pole.

Maéme prirodzené priradenie medzi polynémami a polynomickymi funkciami ¢: Flz] —
F{z), ktoré polynému p = a, 2" +a,_12" 1 +---+ap priradi funkciu dant predpisom f(z) =
anx™ + ap_12" 1 + -+ 4 ag. D4 sa overit, Ze toto zobrazenie je surjektivny homomorfizmus
z okruhu F[z] na okruh F(z).

V pripade, #e homomorfizmus ¢ je injektivny, tak je to izomorfizmus. Cize na to, aby
sme zistili, ¢i su tieto dva okruhy izomorfné, staci zistit, ako vyzerd Ker p. Ukazeme, zZe pre
nekoneéné polia st okruhy F[x] a F(x) izomorfné, zatial¢o pre koneéné polia to platit nemusi.

Tvrdenie 4.3.13. Ak F je nekonecné pole tak polynomickd funkcia f: F — F
f(x) = apz™ + ap_12" 1 4+ F ag

sa rovnd nulovej funkcii prave vtedy, ked ag = a1 = -+ = a, = 0, t.j. vtedy, ked si vsetky
koeficienty nulové.
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Ndacrt dokazu. Vyberme n+1 navzijom roznych prvkov xg, ..., z, pola F. Potom koeficienty
ag, - . ., ay, splnaju sustavu n + 1 linedrnych rovnic

—1
anZl + ap_1xg” + - F+ag=0

-1
anTy + ap_1x] 4 +ag=0

-1
anxy + ap_12;,  +---+ap=0

Z tlohy 146.5.8| (pozri tiez napriklad [Kl Priklad 6.2.17(2)], [KGGS| s.114/7]) vieme, Ze
determinant matice tejto sustavy je

1 zg x?) .ozl
1z, mf ool
= Il @-=)
[ . 0<i<j<n
1z, xi Looxy SIS

¢ize ak prvky x; si navzajom rozne, je nenulovy. To znamend, Ze tdto matica je reguldrna a
uvedenej sustave rovnic vyhovuje iba nulové riesenie.

Teda Ker f v tomto pripade pozostdva iba z nulového polynému (vSetky koeficienty st
nuly). O

Priklad 4.3.14. Homomorfizmus ¢: Zs[x] — Zo(x), ktory polynému priraduje zodpoveda-
juacu polynomickt funkciu, nie je injektivny.
Staéi si vsimnit, Ze pre kazdé x € Zy plati 2 + x = 0, teda polynomicka funkcia x2 +
je nulova a
2? + 2 € Kergp.

Homomorfizmus ¢: R[x] — R{z) ndm sticasne ddva moznost ,dosadzovat® do polynémov.
Ak totiz mame dany prvok b € R a nejaky polyném f = a,x™ + ap_12" 1 + -+ +ag € R[],
tak mu vieme priradit funkciu ¢(f): R — R. Potom mo6zZeme b dosadit do tejto funkcie, ¢ize
dostaneme

O(f)(D) = anb™ + ap_1b" "t + -+ ag.
Navyse, zobrazenie f;,: R[z] — R urdené predpisom
for fr=anb™ +an_ 10" 14+ +ag

je okruhovy homomorfizmus taky, ze f(z) = b (t.j. polyném z sa zobrazi na prvok b.)
To, ze fp je skutoéne homomorfizmus mozno vidiet napriklad z toho, ze f, = g, o ¢, kde
gp: R — R je homomorfizmus dany predpisom g, (f) = f(b) (tiloha |4.2.5)).

Definicia 4.3.15. Ak R je komutativny okruh a b € R, tak homomorfizmus f,: R[x] — R
dany predpisom
for [ anb™ +an1b" 44 ag

volame dosadzovaci homomorfizmus.

4.3.4 Iné moZnosti, ako definovat okruh polynémov

KedZe povazujeme izomorfné okruhy za rovnaké (z toho dévodu, Ze s nerozliSitelné pomo-
cou pojmov definovanych ,v jazyku okruhov®, t.j. nemozno ich odlisit Ziadnou vlastnostou
sformulovanou len s pouzitim scitovania a ndsobenia v okruhu), je jasné, Ze akakolvek ina
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definicia okruhov, ktord by ako vysledok poskytla okruh izomorfny s okruhom R[z], by bola
rovnako dobra.

Pomerne jednoduché definicia, s ktorou by sa nam dobre pracovalo a ktorej by sme intu-
itivne celkom dobre rozumeli, by bola definicia okruhu R[x] ako okruhu vSetkych polynomic-
kych funkcii. Ako sme uz videli, takto okruh R[z] nemo6Zeme definovat, pretoze pre koneéné
polia by sme takto zadefinovali nieco tplne iné nez chceme.

Ind mozna definicia okruhu polynémov nad okruhom R by bola nasledovnd (takto sa
definuji okruhy polynémov v [KGGS]):

Definicia 4.3.16. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Predpokladajme, ze R je
podokruh nejakého komutativneho okruhu R’ a existuje prvok x € R’ taky, Ze rovnost

ant™ + ap12" 1+ 4+ag=0

pre ai,...,a, € R plati prave vtedy, ked a; = --- = a, = 0. Potom prvok x volame
transcendentny prvok nad R.
Podokruh

R[z] = {an2™ + ap_ 12" +---4ag;n € N,ay,...,a, € R}
okruhu R’ potom voldme okruhom polynémov v premennej x nad R.

Overit, ze mnozina R[z] zadefinovana v predchddzajiicej definicii je skutoéne podokruhom
R’ je jednoduché — d4 sa dokonca ukézat, Ze je to najmensi podokruh obsahujici R U {z}.
Z toho vyplyva vyhoda tejto definicie — automaticky vidime, Ze R[x] je okruh, z toho, Ze ide
o podokruh okruhu R'. (V nasej definicii sme to museli dokazovat.)

Téato definicia si vyzaduje ist pracu navyse — aby sme mohli definovat R[x] pre lubovolny
komutativny okruh R s jednotkou, treba dokézat, ze pre kazdy takyto okruh R existuje
vhodny nadokruh R/, t.j. existuje nadokruh obsahujiici asponi jeden transcendentny prvok.
O chvilu sa dozvieme, ako sa da dokéazat takéto nieco.

Dalej pri pouziti takejto definicie musime ukézat aj to, ze bez ohladu na volbu nadokruhu
R’ a transcendentného prvku z € R’ dostaneme vzdy (a7 na izomorfizmus) to isté.

Skisme sa este na chvilu pozriet na nasu definiciu K nej by sme mohli mat jednu
vaznu vyhradu — kedysi v minulom semestri sme tvrdili, Ze pre nas bude pojem mnoziny za-
kladnym pojmom, ktory sice nedefinujeme (iba popiSeme niektoré jeho vlastnosti), pomocou
mnozin a operécii s nimi uz vsak budeme schopni vystavat celtl potrebnu teodriu, teda vsetky
dalsie pojmy budeme schopny preformulovat v jazyku mnozin.

V tejto definicii sme pouzili ,symbol 2“ a ,formélne zapisy tvaru“ anz™ + ap_12" " +
-+ +agp — ¢o rozhodne nesedi s nasou koncepciou definovat vietko pomocou mnozin. (Co je
symbol? Co znamend formdlny zdpis?)

Ukazeme si, ako to mozeme zachranit — t.j. zadefinujeme okruh polynémov tak, aby
nasa definicia bola ,mnozinova“. Stcasne nam tato definicia poskytne aj rieSenie jedného
z problémov s definiciou [1.3.16] - existenciu nadokruhu, ktory obsahuje transcendentny prvok.

Napriek tomu sa vSak menej formélna definicia zd4 byt lepsia — pretoze pri nej
s prvkami okruhu R[z] pracujeme rovnako ako s vyrazmi obsahujicimi nejaké prvky okruhu
R. Nasobenie, ako sme ho definovali v tejto definicii je teda velmi prirodzené. V nasledu-
jucej definicii bude o nieco komplikovanejsie a striktné pouzivanie tejto definicie by viedlo
k zlozitejsim zapisom polynémov.

Definicia 4.3.17. Nech R je Iubovolny komutativny okruh s jednotkou. Ako R[x] oznacime
mnozinu vSetkych postupnosti prvkov z R takych, ze iba konecne vela ¢lenov tejto postupnosti
je nenulovych. Dalej zadefinujeme scitovanie dvoch postupnosti ako

(an)nzy + (bn)pZy = (@n + bn)nZy
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a suéin postupnosti (a,)5,, (b,)52; definujeme ako postupnost (¢,)5,, ktorej ¢leny s

urcené predpisom
k
Cr = g ajbi_; = E A b
7=0 m-+n==k

Tato mnozina postupnosti s uvedenym sc¢itovanim a nédsobenim tvori okruh, ktory volame
okruh polynéomov nad R.

Tato definicia v istom zmysle presne zodpovedé definicii [£.3.1] — postupnosti si tiez jed-
noznacne urcené svojimi ¢lenmi, takisto ako dva polynémy sme v definicii prehlasili za
rovnaké, ak mali rovnaké koeficienty.

Dokaz, ze takymto spésobom dostaneme okruh je takmer totozny s dokazom tvrdenia
E34

Polyném 322 — 1240 v tejto definicii zodpoved4 postupnosti (0, —1,3,0,0,...). Prvky z R
moézeme stotoznit s postupnostami tvaru (a,0,0,0,...), kde a € R. VSimnime si, Ze polyném
x zodpovedd postupnosti (0,1,0,0,...) a di sa ukdzat, Ze v okruhu R[z] (chdpanom ako
postupnosti, ¢ize ako v poslednej uvedenej definicii) je tento prvok transcendentnym prvkom
nad R.

Cvicenia
Uloha 4.3.1. Dokéite, Ze polynomické funkcie (definicia [4.3.12]) tvoria podokruh okruhu
FF.

4.4 Delitelnost v okruhoch

V tejto Casti sa budeme zaoberat delitelnostou v okruhoch. Najdolezitejsimi prikladmi budua
pre nds okruh (Z, +,-) celych éisel a okruh (F[z],+, ) polynémov nad polom F.

V celej podkapitole budeme predpokladat, Ze okruh, s ktorym pracujeme, je obor integ-
rity. Nasledujicu vlastnost oborov integrity budeme ¢asto pouzivat, preto ju sformulujeme
ako samostatnd lemu. (Vlastne to je Specidlny pripad krétenia nenulovym prvkom v obore

integrity — tvrdenie )
Lema 4.4.1. Nech R je obor integrity, a,b € R. Ak plati ab = a pre a # 0, tak b= 1.
Dokaz. Z rovnosti ab = a = al vyplyva
ab—al=a(b—1) =0,
¢ize v obore integrity pre a # 0 mdme b — 1 = 0, ¢ize b = 1. O

Definicia 4.4.2. Nech R je obor integrity. Hovorime, ze a deli b, oznac¢ujeme a | b, ak existuje
c € R také, ze b = ca.

Lema 4.4.3. Nech R je obor integrity. Potom pre lubovolné a,b,c,d € R, a;,r; € R plati
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(v) 0lasa=0
(vi) ac|bc ANc#0=alb
(vii) a|a; prei=1,...n = a|air1 + - -+ apry
Doékaz. Jednoduchy — ponechdme ako cvicenie. O

Priklad 4.4.4. V pripade okruhu Z je reldcia | t4 istd relacia delitelnosti, ktort poznéte zo
strednej skoly, t.j. napriklad 3 | 12, lebo 12 = 3 - 4, zatialéo 31 7.
Vsimnime si, Ze a | b znamend to isté, ako ze zvySok ¢isla b po deleni ¢islom a je 0.

Priklad 4.4.5. V okruhoch Z[z], R[z] plati x — 1 | 22 — 1, pretoze 2% — 1 = (z — 1)(z + 1).
Pritom si mozeme vsimnit, Zze v R[z] plati aj 2z —2 | 22 — 1 (lebo 2® —1 = (22 — 2)(3z +
%)), ale v okruhu Z[z] uz tato relacia neplati. Delitelnost polynémov, ak ich chdpeme ako
polynémy nad Z a nad R, st rézne pojmy, hoci R je nadpolom Z.
Vsimnime si, Ze aj v okruhoch F[z] plati f(x) | g(x) prave vtedy, ked zvySok polynému
g(z) po deleni f(z) je 0. (Neskor si to zdévodnime podrobnejsie vo vSeobecnejSom pripade)

Definicia 4.4.6. Ak a,b € R, kde R je obor integrity, hovorime, ze prvky a a b st asociované,
oznacujeme a ~ b, ak a | b a sucasne b | a

albANblasa~d
Lema 4.4.7. Nech R je obor integrity. Pre lubovolné a,b,c,d € R plati
(i)a~bAb~c=a~c
(ii) a ~a
(iii) a~b=b~a
(iv) a~bAc~d= ac~bd

Dokaz lemy [£.4.7) pre jednoduchost vynechdvame. Mozeme si vSimnit, Ze prvé tri vlast-
nosti ndm hovoria, Ze reldcia ,byt asociovany* je reldcia ekvivalencie. (Podobnym spésobom
mozeme dostat z Tubovolného &astoéného usporiadania reldciu ekvivalencie — tiloha [4.4.2])
Posledna podmienka hovori, Ze relacia ~ sa sprava rozumne vzhladom na nasobenie.

Definicia 4.4.8. Ak okruh R mé jednotku a ab = 1, hovorime, Ze a je delitel jednotky.
Mnozinu vSetkych delitelov jednotky budeme oznacovat U(R).

Tvrdenie 4.4.9. Nech R je obor integrity. Potom
(i) Delitele jednotky s operdciou ndsobenia tvoria grupu, t.j. (U(R),-) je grupa.
(ii) a ~ b prave vtedy, ked existuje delitel jednotky u taky, Ze a = bu.

Dokaz. Uzavretost na ndsobenie: Ak a,b € U(R), znamend to existenciu ¢,d € R takych,
7e ac = 1, bd = 1. Potom acbd = (ab)(cd) = 1, ¢ize aj ab je delitel jednotky.

Asociativnost mame priamo z definicie okruhu, neutralny prvok je 1.

Existencia inverzného prvku: Ak a je delitel jednotky, znamena to, ze existuje b € R také,
Ze ab = 1. To znamend, Ze b € U(R) a tento prvok je inverzny k a vzhladom na ndsobenie.

Lahko vidno, Ze a ~ 0 plati prave vtedy, ked a = 0 (z lemy vieme, ze 0 | a iba
pre a = 0). Samozrejme, u0 = 0 pre Iubovolné u € U(R).

Zostéava nam teda dokazat tvrdenie pre pripade a # 0.
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Ak a|bab]a, tak existuji ¢,d € R také, ze ac = b a bd = a. Potom mame
a =bd = (ac)d = a(cd)
a z lemy dostaneme cd = 1, ¢ize ¢ aj d su delitele jednotky. O

Priklad 4.4.10. Lahko sa d& overif, ze £1 st delitele jednotky v Z a vsetky nenulové
konstantné polynémy st delitele jednotky v F[z]. (Tento fakt vyplyva aj z lemy ktort
o chvilu dokézeme.)

Takisto nie je tazké ukazat, ze iné delitele jednotky tam uz nie sti. Skutoc¢ne, ak ab =1
v Z, tak a,b # 0, z ¢oho méme |a| > 1, |ab] = |a||b] > 1. Aby v predchddzajiicej rovnosti
nastala rovnost, musi byt |a| = 1, ¢ize a = 1.

Ak f(z) je delitel jednotky v F[z], tak mame f(z)g(x) = 1. Pritom g(x) # 0 (lebo potom
by sme dostali f(z)g(z) = 0), preto st g > 0. Potom (tvrdenie[d.3.6)) st(fg) = st f+st g > st f.
Stcasne vieme st(fg) =st1 = 0, preto aj st f = 0 a f(z) je konsStantny polyném. (Nemoze
platit f(z) = 0; zdévodnit to méZeme rovnako ako sme to spravili pre polyném g(z).)

4.4.1 Euklidovské okruhy

Veta o deleni so zvySkom je délezitou vlastnostou okruhu F[z] polynémov nad polom
F'. Veta [4.3.10| ndm hovori, Ze analogickt vlastnost mé aj okruh celych éisel (Z, 4+, ).

Na zéklade tejto vety mdzeme odvodit mnohé vlastnosti, ktoré si spoloéné pre oba spo-
minané okruhy — najjednoduchsie bude odvodit ich vseobecne pre oba spominané okruhy.

Definicia 4.4.11. Obor integrity R sa nazyva euklidovsky okruh, ak existuje funkcia N: R~
{0} — N tak4, Ze pre Iubovolné a,b € R, b # 0 existuju ¢,r € R také, Ze a = ¢b + r a bud
r =0 alebo N(r) < N(b).

Funkciu N budeme nazyvat norma.

Okruh je euklidovsky, ak existuje funkcia N s uvedenymi vlastnostami. Samozrejme, ako
uvidime aj v nasledujucom priklade, pre nejaky euklidovsky okruh moze existovat viacero
noriem.

V pripade, Ze sa ndm to hodi, mézeme uvazovat o norme aj ako o funkcii definovanej na
celom R; z definicie je jasné, ze volba hodnoty N(0) nijako neovplyvni ¢i norma spliia dané
podmienky.

Poznamka 4.4.12. Niektori autori v definicii euklidovského okruhu navyse pozaduji, aby
norma spliiala podmienku N(a) < N(ab). V skutocnosti st tieto 2 definicie ekvivalentné,
t.j. ak na obore integrity existuje norma s vlastnostami z definicie [L.4.11] tak existuje aj taka
norma, ktora navyse spiia N (a) < N(ab) (pozri napriklad [Rog]).

Priklad 4.4.13. Okruh Z je euklidovsky okruh. Ako normu mézeme zvolit absolitnu hod-
notu ¢isla z, ¢ize N(z) = |z|. Takisto norma N(z) = |z| + 1 vyhovuje definicii euklidovského
okruhu.
Okruh F[z], kde F je Tubovolné pole, je euklidovsky okruh. Za normu moZzeme zvolit
stupeni polynému (ten je pre kazdy nenulovy polyném definovany ako prirodzené &islo).
Lahko si mozeme vs$imnuf, ze
Lema 4.4.14. Ak R je euklidovsky okruh, u # 0 a N(u) = 0, tak u je delitel jednotky.

Dékaz. Priamo z definicie mame, Ze 1 = uc+d, pricom N (d) < 0 alebo d = 0. Pretoze pripad
N(d) < 0 neméze nastat, mame d = 0. O
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4.4.2 Okruhy hlavnych idealov
Dalsim typom okruhov, ktorj bude pre nas uzitoény st okruhy hlavnych idedlov.

Definicia 4.4.15. Ak R je obor integrity, hovorime, Ze R je okruh hlavnych idedlov, ak
kazdy idedl v R je hlavny, t.j. ak je tvaru

I =(a)={ax;x € R}
pre nejaké a € R.
Tvrdenie 4.4.16. Kazdy euklidovsky okruh je okruh hlavngch idedlov.

Dokaz. Nech R je euklidovsky okruh, I # ) je idedl v R.

Ak I = {0}, tak I = (0). Mdzeme teda predpokladat, Ze I obsahuje aspoii jeden nenulovy
prvok.

E| Ak v I'\ {0} existuje prvok s nulovou normou, tak tento prvok je delitelom jednotky
(podla lemy[£.4.14)). To by ale znamenalo, ze I = R = (1). V dalSej ¢asti dokazu teda mozeme
predpokladat, ze vSetky prvky I\ {0} maji nenulovii normu.

Nech b je nenulovy prvok z I s najmensou normou. (Taky prvok existuje, lebo {N(b);b €
I~ {0}} je neprdzdna podmnoZina prirodzenych éisel. Kazda neprdzdna podmnozina priro-
dzenych ¢isel mé najmens{ prvok — princip dobrého usporiadania.)

Tvrdime, 7e I = (b). Pre kazdy prvok a € I médme a = bc + d. Pritom d = bc — a € I,
¢ize opat nemoze nastat moznost N(d) < N(b). Teda d = 0 a a = be. Tym sme ukdzali, Ze
I C (b). Inkltzia (b) C I je zrejma. O

Obratené tvrdenie neplati, ale priklad, ktory to ukazuje nie je tiplne jednoduchy.

Priklad 4.4.17. Z predchadzajiceho tvrdenia $pecidlne dostdvame, ze Z a Fx] st okruhy
hlavnych idedlov, teda v Z neexistuji iné idedly ako idedly tvaru (k) = kZ a takisto v F[x]
kazdy idedl pozostéva z nasobkov nejakého polynému f(x).

Priklad 4.4.18. Okruh Z[z] je priklad oboru integrity, ktory nie je okruhom hlavnych ide-
alov. Ak uvazujeme ideal

(2,7) = {anz"™ + ap_12" ' + -+ ag € Z[z];a0 € 2Z,a; € Z pre i > 1}

v okruhu Z[z] (t.j. idedl generovany polynémom x a konStantnym polynémom 2; pozri po-
znamku , tak tento idedl nie je hlavny.

Ak by bol totiz generovany jedinym polynémom, musel by to byt polyndém stupia O.
(V idedle (f(z)) generovanom polynémom f(z) maji vSetky polynémy stuperi vac¢si alebo
rovny st f — vyplyva to z tvrdenia ) Generdtorom by teda musel byt nejaky konstantny
polyném c. Potom vsak ¢ musi byt parne (lebo iné konstantné polynémy v ideéle (2, x) nie s1.)
V hlavnom ideéle (¢) generovanom nejakou parnou konstantou vSak nevyhnutne musia mat
vsetky polynémy iba parne koeficienty, Cize nedostali by sme tak vsetky polynémy patriace
do (2,x).

Specidlne, kedze sme ukazali, Ze Z[z] nie je okruh hlavnych idedlov, vyplyva z tvrdenia
Ze to nie ani euklidovsky okruh.

8Toto bolo chybne:
Ak by vSetky nenulové prvky v I mali nulovi normu, tak st delitelmi jednotky (podla lemy . To by
ale znamenalo, ze [ = R = (1). V dalsej ¢asti dokazu teda modzeme predpokladat, Ze v I existuje nenulovy
prvok s nenulovou normou.
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V désledku [£.2:2T] sme ukdzali, ze kazdy maximalny idedl je prvoidedl. V okruhu hlavnych
idedlov plati aj obratend implikacia:

Tvrdenie 4.4.19. Ak I = (m), I # {0}, je prvoidedl v OHI R, tak I je mazimdlny.

Dékaz. Nech I C J C R. Pretoze R je OHI existuje prvok a € R taky, ze J = (a). Zrejme
a # 0 (inak by platilo I C (0), teda I by bol nulovy idedl). Mame teda (m) C (a), ¢ize m = ac
pre nejaké ¢ € R. Potom bud a € I a I = (a) alebo ¢ € I, ¢ize ¢ = md a m = ac = m(ad).
Z toho mame ad = 1 (pretoze R je OI), ¢ize a je delitel jednotky a (a) = R. O

Delitenost v okruhoch hlavnych idealov

Vsimnime si, ze v OHI plati nasledovny vztah medzi delitelnostou v okruhu a hlavnymi
idealmi:
albsbe (a) & (b) C(a). (4.2)

(Vyplyva to priamo z definicie delitelnosti a z definicie hlavného idedlu.)
V stvislosti s hlavnymi idedlmi si tiez mozeme vSimnit, Ze (a) = R prave vtedy, ked a je
delitel jednotky. (Pozri lemu )

Poznamka 4.4.20. Podobne, ako (a) oznacuje idedl generovany prvkom a, znakom (aq, ..., an)
budeme oznacovat najmensi ideal obsahujtci vSetky prvky aq,...,a,. Lahko sa da overit, ze
v komutativnom okruhu s jednotkou

(a1,...,a,) = {Zﬂfiai;% € R}
i=1

(Je zjavné, Ze tdto mnoZina obsahuje prvky aq,...,a,. Staci teda overit, Ze to je idedl — to
ide Tahko z definicie idedlu.)
Specidlne méme

(a,0) = {ax + by; x,y € R}.

Podobne ako pre celé ¢isla, aj v oboroch integrity vieme definovat pojem najvacsi spoloény
delitel.

Definicia 4.4.21. Najudcsi spolocny delitel prvkov a,b € R je taky prvok c € R, ze
(i) cla, c|b,
(ii) pre lubovolny prvok d € R taky, ze d | a a d | b plati aj d | c.

Oznacujeme ho ged(a, b).

v

Inak povedané, ged(a, b) je najvacsi (vzhladom na usporiadanie |) prvok z mnoziny ¢isel,
ktoré sucasne delia a aj b (=spoloc¢né delitele ¢éisel a, b).

Priamo z definicie vidno, Ze najvacsi spoloény delitel (ak existuje) je uréeny jednoznacéne
aZ na asociovanost ]

9Pretoze najvicsi spoloény delitel nie je jednoznaéne uréeny, nemal by som pouzivat oznadenie ¢ =
ged(a, b); znamienko rovnosti typicky pouzivame ked na oboch strandch mame jednoznacne uréeny objekt.
Na druhej strane napriklad pri okruhoch Z a F[z] sme z viacerych moznosti schopny vybrat ,pekného“ re-
prezentanta. V Z vyberieme nezdporné ¢islo, v F[z] vyberieme polyném kde vedici koeficient je jednotka.
Cize v tychto pripadoch ste asi zvyknuti na takyto vyber najviaésieho spoloéného delitela. Pouzivam v tomto
texte zapis s rovnostou — ale upozornil som na to, Ze nie je tiplne korektny.
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Tvrdenie 4.4.22. [Bézoutova identita] Ak R je okruh hlavngch idedlov, tak pre lubovolné
a,b € R existuje v R najudcsi spolocény delitel ¢ = ged(a,b).
Navyse, ezistuji také x,y € R, Ze

c = za+ yb.

Dékaz. Vieme, 7e (a,b) = {ax + by;x,y € R} je idedl v R. Pretoze R je okruh hlavnych
idedlov, existuje ¢ € R také, ze (¢) = (a,b). Z toho Specidlne mame a,b € (c), ¢ize ¢ | a, ¢ | b.
NavysSe, pretoZe ¢ € (a,b), mame zarucenu existenciu z,y € R s vlastnostou azx + by = c.
Z toho potom dostévame, Ze pre lubovolné d € R také, Ze d | a, d | b, plati
d|ax+by =c.
O

7 predchadzajtceho tvrdenia dostdavame nasledujici doésledok, ktory je ¢asto uzitoc¢ny.

Désledok 4.4.23. Nech R je okruh hlavngch idedlov, a,b,c € R, a,b # 0. Ak ged(a,b) =1
aalbe, takalec.
ged(a,b) =1 A a|bc = alc
Doékaz. 7 tvrdenia méme existenciu z,y € R takych, Ze
axr + by = 1.
Potom
alac-x+be-y=(ax+by)c=c.
O
Tvrdenie |4.4.22| hovori o existencii najvacsieho spolo¢ného delitela ¢isel a, b a o existencii
z,y € R s vlastnostou ged(a, b) = za + yb, nehovori vsak, ako by sme ged(a,b), = a y vedeli
vyratat.
V pripade, Ze vieme v nasom obore integrity (algoritmicky) delit so zvyskom, da sa to
urobit pomocou Fuklidovho algoritmu.
Zakladom Euklidovho algoritmu je nasledujica lemas:

Lema 4.4.24. Ak R je obor integrity a a,b € R, tak
ged(a, b) = ged(a + bz, b)
pre lubovolné r € R.

Dékaz. Kedze najvacsi spoloény delitel je generator idedlu (a,b), staci dokazovat rovnost
idedlov (a,b) = (a + bz, b).
Priamo z definicie idedlu mame bz € (a,b), teda aj a + bz € (a,b) a (a + bx,b) C (a,b).

Podobne sa ukaze a = (a + bx) — bz € (a + bx,b) a (a,b) C (a + bz, b). O
Ak postupne pocitame zvysky po deleni, vieme ich vyjadrit ako kombinéciu ¢isel a, b.
a=q -b+nr N(r1) < N(b) rr=a—q.b
b=qo-7r1+1m2 N(rqy) < N(r1) ro =b—qa.r1 = (1 + q1g2)b — g2a
TL=¢q3 T2+73 N(rs) < N(r2) T3 =Ty —q3.r2 =+ = x3a + ysb
Tl =q - Ti—1+ 7 N(r;) < N(r—1) TL=Ti— — qri—1 = =xa+ yb
Ti—1 = qQi+1 " T1 zvysok 0
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90 Delitelnost v okruhoch

Pretoze v kazdom kroku norma zvysku klesd, po istom case sa algoritmus musi zastavit a
dostaneme nulovy zvySok. Navyse, z predchadzajicej lemy vidime, ze v kazdom kroku plati
ged(rg, r—1) = ged(a, b), preto na konci plati ged(a, b) = ged(ri—1, ;) = ged(qip1r,11) = 71
Dalej kazdy zvySok sme vedeli vyjadrit v tvare r, = xpa + yib, kde zy,yx € R, &ize tymto
algoritmom vieme ziskat takéto vyjadrenie pre ged(a, b).

Ukdzeme si tento postup na konkrétnych prikladoch — najprv v Z. (Najvac¢si spoloény
delitel v Z viete zo strednej skoly ratat pomocou rozkladu na prvocisla — nie¢o podobné
plati vSeobecne, ako uvidime v tvrdeni Takyto postup nam vsak neposkytuje najvacsi
spolo¢ny delitel ako kombindciu danych ¢isel — v priklade {426 uvidime, Ze takéto vyjadrenie
pre n.s.d. méze byt uzito¢né. NavysSe to predpokladd, ze pozndme rozklad na ireducibilné
prvky — ¢o zatial v F[z] nevieme robit vobec, v Z to vieme robit pre malé ¢isla. Pre velké
¢isla je vypoctovo efektivnejsi Euklidov algoritmus.)

Priklad 4.4.25. Chceme vyratat d = ged(89,16) a vyjadrit ho v tvare 89u + 16v.
Ked pouzijeme viackrat vetu o deleni so zvyskom, tak dostaneme:

89=5-16+9 9=89-5-16
16=1-94+7 7=16—-9=6-16 -89
9=1-74+2 2=9-7=2-89—-11-16
7T=3-2+1 1=7-3-2=39-16-7-89
2=2-140

Z lemy {.4.24 potom vidime, Ze ged(89, 16) = ged(16,9) = ged(9,7) = ged(7,2) = ged(2,1) =
1. V pravom stlpci sme dostali hladané vyjadrenie

1=39-16 —7-89.

Tento postup mézeme prehladne zapisat aj do tabulky.

89 | 1 0

16 | 0 1

9 1 -5 1r-5%2r
7 -1 6 2r-3r
2 2 | -11 3r-4r
1 | -7 39 || 4r-3%5r

Tento postup do istej miery pripomina riadkové tpravy na matici. V kazdom riadku méame
koeficienty, pomocou ktorych vieme &slo z prvého stipea vyjadrit ako celodiselnt kombinéciu
¢isel 89 a 16.

Posledny stipec tabulky sme doplnili len na to, aby bolo vidno, aké tpravy sme robili.
Mbze to byt uzitoéné pri hladani pripadnej chyby — tento stipec ale v podstate nie je nutny.
Postupovali sme presne podla vety o deleni so zvyskom. Ak ratate nieco takéto rucne, pri
malych cislach si obcas mdzete vSimnit aj nejaké veci, ktoré vam trochu urychlia vypocet.
Napriklad ak si vSimnete, ze 2 = 2.9 — 16, uSetrite jeden riadok. (Treba si ale davat pozor,
Ci zrychleny postup je spravny — v podstate si sta¢i pamétat lemu a postupovat podla
nej.)

89 | 1 0

16 | 0 1

9 1 -5 1r-5%2r
2 2 | -11 || 2*%4r-3r
1 | -7 39 || 3r-4%4r
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V predoslom priklade sme nasli jednu dvojicu (u,v) taku, ze 89u + 16v = 1. Je to jedind
moznost? Vedeli by ste najst vSetky ostatné také dvojice?

Priklad 4.4.26. Inverzné prvky v poli Z, (kde p je prvoéislo) sme zatial vedeli poéitat iba
takym spdsobom, ze sme postupne skusali vSetky prvky pola. Euklidov algoritmus, ktory
sme sa teraz naucili, mézeme vyuzit na ten isty tucel.

Poktisme sa vypoéitat 51 v Zi3. Pretoze 13 je prvoéislo plati ged(5,13) = 1, ¢ize vieme
néjst ¢isla z,y € Z také, ze 1 = 5z + 13y.

Postupnym delenim dostaneme

13=2-5+3 3=1-13-2-5
5=1-342 2=5-3=3-5-1-13
3=1-2+41 1=3-2=2-13-5-5

Ak pre vSetky ¢isla v rovnosti 1 = 2.13 — 5.5 urobime zvysok po deleni 13, dostaneme rovnost
1=-505=805,

ktord plati v Zi3. Teda v Zq3 plati 571 = 8.
Opét ten isty postup by sme mohli zapisat tabulkou:

131110

5101

3 1 | -2 | 1r-2*2r
2 |1-11] 3 2r-3r
1 2 |-5 3r-4r

VyskiSajme si aspoii jeden konkrétny priklad v Q[z]. Vieme, Ze najvicsi spolocny delitel je
urceny jednoznacéne az na asociovanost — ¢ize v tomto pripade az na vynasobenie konstantou.
Dohodnime sa, Ze si vyberieme ten, ktory mé vediici koeficient 1 (tzv. normovany polyném)
— potom uz je najvacsi spoloény delitel ur¢eny jednoznacne.

Priklad 4.4.27. Vypocitajte d(z) = ged(f(z), g(z)) a vyjadrite ho v tvare d(x) = u(z) f(z)+
v(z)g(z) pre polynémy f(z) = 3z° +52* —162° — 622 — 52— 6, g(z) = 32* — 423 — 22 —2 2.
Podobne ako v predchadzajicom priklade, budeme polynémy postupne delit so zvyskom
a zvySok si v kazdom kroku vyjadrime ako kombinéciu f(x) a g(x).
Kvoli prehladnosti som zapisal zvlast delenie polynémov a zvlast vyjadrenie zvysku v tvare
kombindcie f(x) a g(x).

32° 4 5at — 162% — 622 — 5z — 6 = (z + 3)(3z* — 423 — 2% — 2 — 2) — 32® — 227
3xt —da® —2® —2—2=(-32° - 20} (—x +2) + 322 —x — 2
— 323 — 222 = (32% —2 — 2)(—2 — 1) + (=3z — 2)
Vieme, ze posledny nenulovy zvySok —3z — 2 v Euklidovom algoritme je hladany najvacsi

spolo¢ny delitel. Pretoze chceme dostat normovany polyném, vydelime ho este vedicim ko-

eficientom —3. )
ged(f(2), g(a) == +

Zvysky v jednotlivych deleniach vyjadrime pomocou f(z) a g(x) takto

—32° = 22% = f() — g(2)(z +3)

91
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307 —x —2=g(x) — (-32° — 22%)(~x + 2) =
g(z) — (f(z) — g(z)(x+3))(—x+2) =
f@)(z—2)+[1—(z—2)(z+3)g(z)] =
(z—2)f(z) — (2 + = — T)g(x)

—3r—-2=-32"-22" - (32 —z-2)(~z—1) =
f@@) = gla)(@ +3) +[(z = 2)f(2) — (¢* + 2 = Tg(@)](x + 1) =
f@l+(z-2)(z+1)]—g@)[(z+3)+@+)(2*+z-7)]=
flx)(@? =z —1) — g(z) (23 + 227 — 5z — 4)

Po vydeleni poslednej rovnosti ¢islom —3 dostavame

2 3 2
ged(f(2), g(w) = o+ & = —f(@) o+ gla) S
Opiéft, pokial by Vam to lepsie vyhovovalo, cely postup si mézete zapisat do tabulky.

f(z) = 32° + 52% — 1623 — 627 — 5z — 6 1 0
g(x) =32% — 42 — 22 —x -2 0 1
hi(z) = f(x) — (z + 3)g(z) = =323 — 227 1 —(x+3)
ho(z) = g(x) + (v — 2)hi(z) =322 —x — 2 x—2 —(2?+2-7)
hs(z) = hi(z) + (x + 1)ha(x) = -3z — 2 22—z —1| —(23 +22° — bz — 4)
ho(z) + (x — 1)hg(z) =0

V predposlednom riadku sa naposledy vyskytol nenulovy zvysok, ¢ize ide o ged(f(z), g(x)).
7 tohoto riadku vieme aj jeho vycitat vyjadrenie — také isté, ako sme dostali v predchadza-
jucom postupe. (PresnejSie povedané, dostali sme rovnaké vyjadrenie aZ na prendsobenie
konstantou — vynormovanie.)

Pri vypoctoch takého typu ako sme robili v predchadzajicom priklade sa celkom Tahko
d4 pomylit — preto je uzitoéné obcas (povedzme po kazdom kroku) vyskisat, ¢i rovnosti,
ktoré sme dostali pre polynémy skutocne plati aj po dosadeni nejakych ¢isel. (Je rozumné
skusat malé, ¢isla, napriklad 0, £1 — aby sa ndm lahko pocitali hodnoty polynému v tychto
¢islach.) Pri takejto ¢lastocnej skiske spravnosti mame velkt Sancu pripadni chybu odhalit.
(Samozrejme, da sa urobif skuska aj tak, Ze kombindciu f(x) a g(zx), ktord sme dostali,
skutocne poroznasobujeme a zistime, ¢i vyjde rovnaky polyném ako na druhej strane rovnosti
— ¢o je vSak o dost préacnejsie.)

Podobne ako pri pocitani raciondlnych korenov, ak v priebehu vypoctu nam vyjde ako
jeden zo zvyskov polyném, v ktorom vsetky koeficienty st nédsobkom toho istého celého
¢isla, mozeme polyném tymto cislom vydelit — dostaneme opédt polyném s celociselnymi
koeficientami (teda sa ndm s nim bude dobre poéitat) a neovplyvnime hodnotu najvécésieho
spolo¢ného delitela (v okruhu F[z] sme tento polyném zmenili len o delitel jednotky). Je ale
délezité pri vyjadrovani najvicsieho spoloéného delitela pomocou f(x) a g(x) nezabudnit
zaratat aj toto vydelenie.

4.4.3 Gaussove okruhy

Pojem analogicky k pojmu prvocisla je v okruhu pojem ireducibilného prvku.

Definicia 4.4.28. Prvok a # 0 okruhu R sa nazyva ireducibilng, ak a je nenulovy, nie je to
delitel jednotky a ak z rovnosti a = bc vyplyva, ze niektory z prvkov b, ¢ je delitel jednotky
v R.
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Inymi slovami, ireducibilny prvok sa (az na asociovanost a vymenu poradia) nedé zapisat
ako sii¢in dvoch prvkov z R inak ako 1 - a.

Priklad 4.4.29. Vieme, ze prvocisla boli definované tak, ze ich rozklad na stc¢in p =a-b je
mozny iba vtedy, ak niektoré z ¢isel a, b je rovné 1. Z toho vidno, ze ireducibilné prvky v Z
su prave ¢isla tvaru +p, kde p je prvocislo.

Ireducibilnymi prvkami v okruhu F[z] (volaji sa ireducibilné polynémy) sa budeme za-
oberat neskor.

Nasim najbliz§im cielom je dokazaf, Ze v okruhoch hlavnych idedlov plati tvrdenie zod-
povedajtice rozkladu prirodzenych (celych) ¢isel na stéin prvocisel.

Definicia 4.4.30. Okruh s jednoznacngm rozkladom (alebo tiez Gaussov okruh) je obor
integrity, v ktorom pre kazdy prvok x € R, ktory je nenulovy a nie je delitelom jednotky,
existuje rozklad

T=p1---Pk

na sucin ireducibilnych prvkov a navyse je tento rozklad jednoznacény az na asociovanost a
poradie.

Tvrdenie 4.4.31. Ak idedl (p) v obore integrity R je vlastng prvoidedl a p # 0, tak p je
treducibilng v R.

Dékaz. Ak (p) je prvoidedl a ab = p, tak jeden prvok z dvojice a, b musi byt ndsobkom p
(pretoze patri do (p)). Bez ujmy na vSeobecnosti, nech a = kp. Potom p = ab = (kb)p, z ¢oho
kb =1 (lema 7 ¢ize b je delitel jednotky.

KedZe idedl p je vlastny, p nie je delitel jednotky. O

V OHI plati aj obratena implikacia.
Tvrdenie 4.4.32. Ak p je ireducibilng prvok v OHI R, tak (p) je prvoidedl.

Dékaz. Nech p je ireducibilny. UkdZeme, Ze idedl p je maximdlny (a teda je to prvoidedl).
Nech by (p) C (m). Z toho vyplyva p = mc. Potom bud m je asociovany s p a (p) = (m),
alebo m je invertibilny a (m) = R. O

Z toho dostdavame (pomocou (4.2))) nasledujici velmi délezity vztah.

Désledok 4.4.33. V OHI pre lubovolny ireducibilng prvok p plati implikdcia
p | ab = plavp|b.

Teraz uz sme schopni vyslovit a dokazat tvrdenie o rozklade na sicin ireducibilnych
prvkov.

Tvrdenie 4.4.34. Kazdy okruh hlavngch idedlov je okruhom s jednoznacnym rozkladom.

Dokaz. Chceme dokazat existenciu a jednoznacnost rozkladu na sti¢in ireducibilnych prvkov.
Jednoznacnost vyplyva z dosledku [4.4.33]

Ezistencia. Sporom. Nech by x bol taky prvok, ktory sa nedd v R rozlozit na sucin
ireducibilnych prvkov (pricom x # 0, z nie je delitel jednotky). PretoZe x nie je ireducibilny,
vieme ho zapisat ako z = r1-q1. Keby obidva prvky 71 aj ¢; boli ireducibilné, mame rozklad z.
Teda jeden z nich nie je ireducibilny, bez ujmy na vseobecnosti nech je to ¢;. Potom ¢; = r3-q2
pre nejaké r9, g2 € R. Takymto spésobom indukciou zostrojime nekoneénti postupnost prvkov
rn € R takd, Ze nasledujici vzdy deli predchadzajici, teda ry, 11 | 7. To je ekvivalentné s tym,
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ze (rn) C (rp41) a takto dostdvame nekoneéni postupnost idedlov I; C L C ... C I, € ...,
kde I, oznacuje idedl (ry). UkdzZeme, ze v OHI takdto postupnost nemoéze existovat, ¢im
dostaneme pozadovany spor.

Skutoc¢ne, ak by sme mali takyto rastici retazec idedlov. Potom aj I = J;>, I, je ide4l.
Pretoze R je OHI, existuje a € R také, ze (a) = I. Lenze z toho, ze a € |J,, I, vyplyva
existencia ¢isla ng s vlastnostou a € I,,. Potom pre vsetky n > ng mame (a) C I,,, C I,, C I,
Cize od ng pocnic sa uz vsetky idealy I,, rovnaju. O

Poznamenajme, ze okruhy, ktoré spliiaji podmienku, ze v nich neexistuje nekoneény ras-
tuci refazec idedlov, sa nazyvaji noetherovské.

7Z predchadzajiceho tvrdenia Specidlne dostavame, ze kazdé prirodzené ¢islo vieme napisat
ako sti¢in prvocisel jednoznacne az na poradie. (A po pridan{ delitelov jednotky +1 dostaneme
vietky prvé ¢isla.)

Analogickému tvrdeniu pre okruh polynémov F[z] sa budeme venovat v nasledujicej
kapitole.

Skusme ndjst priklad oboru integrity, ktory nie je okruh s jednozna¢nym rozkladom.

Priklad 4.4.35. Budeme pracovat v okruhu Z[2i] = {a + 2bi;a,b € Z}. Zrejme ide o obor
integrity (je to podokruh pola C). Jediné delitele jednotky v tomto okruhu st 1. Pozrime
sa na rozklad 4 = 2.2 = (2i)(—21).

Prvky 2 aj £2i su ireducibilné. Ak totiz mame 2 = ab, tak plati aj 2 = |al.|b|, pricom
|a| = |b] st celé ¢isla. Potom pre niektoré z ¢isel a, b musi platit, Zze m4 velkost 1. Takéto prvky
v Z[i] st vsak iba +1, zistili sme teda, Ze niektoré z ¢isel a, b je delitel jednotky. Tym sme
overili, ze 2 je ireducibilny prvok, zdévodnenie pre £27 je presne rovnaké, opéat vyuzijeme, ze
|£2i| = 2.

Sucasne 2 je asociovany iba s prvkami +2. Nasli sme teda dva rozklady ¢isla 4 na sicin
ireducibilnych prvkov, ktoré sa nelisia iba asociovanostou. Teda Z[2i] nie je okruh s jedno-
zna¢nym rozkladom.

Priklad 4.4.36. Dalsim takymto prikladom je Z[v/5i] = {a + bv/5i;a,b € Z}. V tomto
okruhu mame rozklady

6=2.3 = (1+ V5i)(1 — V5i).

Vidno, Ze 2 nedeli Ziaden z Cinitelov na pravej strane. Ak ukazeme, ze 2 je ireducibilny
prvok, tak z désledku vyplyva, ze to nie je okruh s jednoznaénym rozkladom.

Nech 2 = 2.y, kde 2,y € Z[/5i]. Potom |z| < 2 aj |y| < 2, lebo vetky prvky tohoto
okruhu maju vlastnost |z| > 1. Ak x = a + /i, tak sme dostali

|z|? = a® + 5b* < 4,

¢o je mozné jedine v pripade b = 0. Rozklad 2 = z.y je teda v skutoc¢nosti rozklad na stcin
dvoch celych ¢isel. V takomto rozklade musi byt nevyhnutne niektory z cinitelov rovny +1.
Poznamenajme, Ze podobny spésobom sa da ukazat, ze aj 3 a 1+ /5i st ireducibilné.

Priklad 4.4.37. D4 sa dokézat, ze ak R je okruh s jednozna¢nym rozkladom, tak aj okruh
polynémov R[z] je okruh s jednoznaénym rozkladom. (Pozri napriklad [KGGS| Lema 7.4.1],
[DEL Corollary 9.6]). Ak sme ochotni uverit tomuto tvrdeniu, tak mame Z[z] ako priklad
Gaussovho okruhu, ktory nie je okruh hlavnych idedlov. (Pozri priklad )

V pripade, ze mame rozklad prvkov a, b Gaussovho okruhu R, m6zeme z neho zistit, ¢i
a | b ako aj urcit rozklad ich najvéacsieho spolo¢ného delitela ged(a, b).

94



KAPITOLA 4. OKRUHY A POLIA 95

Lema 4.4.38. Nech R je Gaussov okruh a a,b € R. Aka = p1...pp ab=q1...qm st
rozklady tychto prvkov na sicin ireducibilngch cinitelov, tak a | b prdve vtedy, ked existuje
injekcia f:{1,2,...,n} = {1,2,...,m} s vlastnostou qsm) ~ Pm-

(Toto turdenie je len formdlny zdpis faktu, Ze vsetky ireducibilné prvky z rozkladu a sa
musia vyskytniut aj v rozklade b, pricom ak sa tam vyskytuje viackrdt prvok z tej istej triedy
asociovanosti, tak sa tolkokrat musi vyskytnit aj v rozklade b.)

Doékaz. O

Tvrdenie 4.4.39. Nech R je Gaussov okruh, a,b € R~ {0}. Majme tieto proky vyjad-

rené v tvare a = up]f1 cophab = u’pll1 c..pl kde u,u' € U(R) a p1,...,pn st po dvoch

neasociované ireducibilné prvky v R. Potom
d=p"™...pp,
kde m; = min{k;,l;} prei=1,...,n je ich najviacsi spolocny delitel.
Dokaz. O
Cvicenia
Uloha 4.4.1. Ak u je delitel jednotky v okruhu R, tak aj —u je delitel jednotky.

Uloha 4.4.2.

Uloha 4.4.3. Nech R je euklidovsky okruh a S je jeho podokruh, ktory obsahuje jednotku.
Musi byt aj S euklidovsky okruh?

Uloha 4.4.4. Dokézte, Ze okruhy polynémov Z[z] a Q[z] nie st izomorfné.

4.5 Okruhy polynémov II

V tejto Casti sa budeme zaoberat polynémami, pricom ¢asto budeme vyuzivat niektoré fakty,
ktoré sme dokazali v predchddzajicej podkapitole pre euklidovské okruhy, resp. pre okruhy
s jednozna¢nym rozkladom. (Vieme, Ze R[z] je euklidovsky okruh, ak R je pole. Bez dokazu
sme si spomenuli, ze ak R je Gaussov okruh, tak aj R[z] je Gaussov okruh.)

4.5.1 Korene polynémov

Do polynému f(z) € F[z] mozeme dosadit lubovolny prvok ¢ pola F a vypodéitat hodnotu
polynému v tomto prvku. (Zobrazenie, ktoré polynému priradilo jeho hodnotu v ¢ sme nazvali
dosadzovaci homomorfizmus — definicia 4.3.15})

Definicia 4.5.1. Nech F je pole a F’ je jeho nadpole. Prvok ¢ € F’ nazyvame koreriom
polynému f(z) € F[z] C F'[z], ak f(c) = 0 (t.j. po dosadeni ¢ do polynému F' dostaneme
0).

V predchédzajucej definicii dosadzujeme do polynému z F'[z] prvok z nadpola F”. To v8ak
nie je problém — kedZe koeficienty polynému f(x) st z F C F’[z], tento polyném sicasne
patri do F'[x].

Priklad 4.5.2. Cislo i je koretiom polynému 2 + 1, lebo i2 +1 = 0.
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Vsimnime si, aky je vztah medzi korenmi polynému a delitelnostou linedrnymi polyné-
mami.

Lema 4.5.3. Ak f(x) € Flz], kde F je pole, a ¢ € F, tak zvysok polynému f(x) po deleni
polyndmom x — ¢ je rovny f(c), t.j. existuje polyndm g(z) € F[x] taky, Ze

f(z) = (z —c)g(x) + f(c). (4.3)
Dokaz. 7 vety o deleni so zvyskom vieme
flx) = g(x)(x—c) +,

pricom zvysok je polyném stupna mensieho ako 1, preto je to nejaka konstanta r € F.
Ak do predoslej rovnosti dosadime ¢ za x, tak mdame

fle)=gl)c—c)+r=r,
¢ize tato konstanta musi byt rovna prave f(c), t.j. hodnote polynému f v bode c. O

7 predchadzajicej lemy uz lahko dostaneme

Lema 4.5.4. Nech F je pole a F' je jeho nadpole. Nech f(x) € Flx]. Potom ¢ € F’' je
koreriom f(x) prdve vtedy, ked x — c | f(x) v F'[z], t.j. existuje polyném g(x) € F'[x] taky,
ze f(x) = g(x)(z — ).

Dékaz. Podla mame f(z) = (z—c)g(z)+f(c), ¢ize ak f(c) = 0, tak f(z) = (z—c)g(z),
¢ize © —c | f(x).

Obrétene, ak © — ¢ | f(x), tak zvysok po deleni polynému f(z) polynémom z — ¢ je 0,
¢ize (opét z lemy f(c) =0 a ¢ je koren polynému f. O

Definicia 4.5.5. Nech F’ je nadpole pola F, f(z) € F[z] a ¢ je koren f(x). Hovorime, Ze
ndsobnost koreiia c je k (alebo tiez, Ze ¢ je k-nasobny koren f(z)), ak (x —c)* | f(x) (t.j. ak
existuje polyném g(z) € F'[z] taky, Ze f(z) = g(z)(z — ¢)*) a sidasne (z — )k 1t f(x).

Pre k = 1 voldme k-ndsobny koreii jednoduchy koreri polynému f(z), ak k > 1 tak
hovorime o nasobnom koreni.

Priklad 4.5.6. Cisla &1 st dvojnasobné korene polynému 2% — 222 41, lebo 2* — 222 41 =
(22 —1)? = (z — 1)%(z + 1)?

Jednoduchy sposob ako ruéne spocitat hodnotu polynému v danom ¢isle (a tym zistit, ¢
toto ¢islo je koretiom polynému) je pouzitie Hornerovej schémy.
Zakladna idea Hornerovej schémy je, ze hodnotu polynému moézeme vyjadrit ako

anc” + an1c"+ ot ag = (apd” M+ 4 ar) e+ ap =

((...(anc+ an—1)c+...)c+a1)c+ ag

Sta¢i ndm teda postupne pocitat ¢éisla a,,, anc + an—1, (anc+ an—1)c + an—s atd., t.j. pred-
chadzajuci vysledok vzdy vynasobime ¢islom ¢ a pripoc¢itame k nemu nasledujici koeficient.

Priklad 4.5.7. Vypoditajte hodnotu polynému f(x) = o* — 323422 —1 nad polom R v bode
c=2.

Do tabulky si zapiSeme koeficienty polynému (dolezité je nezabudnit na nulovy koeficient
pochédzajici z ¢lena 0z2) a postupujeme postupom, ktory sme naznadili.
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2 2 -2 4 A4

1 -3 0 2 -1
|1 -1 2 -2 [-5]]

Vsimnime sme, ze sicasne sme vypocitali, ze
vt =323 + 22— 1= (2% — 2% — 22— 2)(x — 2) — 5.

(Stadi si uvedomit, ze pri Hornerovej schéme vlastne robime to isté, ¢o pri algoritme na
delenie polynémov. )

Aby sme si uvedomili, ¢o vlastne v Hornerovej schéme pocitame, pokiisme sa ju zapisat
o ¢osi vSeobecnejsie (kvoli sirke rozdelené na 2 tabulky)

(075 (n—1 An—2
c anC (anc+ an—1)c
| an  anCHan_1  anc® + an_1c+ an_s

a1 ao
(anc™ P +ap_1c" 2+ +ay)c
ancn—l —‘r@nflcn_g‘i‘"'—"_al anC"—i—an,lcn_l—&-“'-f-alC‘Fao:f(c) ‘

Priklad 4.5.8. Overte, Ze 1 je koretiom polynému f(x) = z* — 32% + 32 — 1 € R[z]. Zistite
nésobnost tohoto korena.

Budeme postupovat pomocou Hornerovej schémy — pri vypocitani hodnoty f(1) stic¢asne
nijdeme polyném g(z) taky, ze f(x) = g(z)(z — 1) + f(1). Ak f(1) = 0, na zistenie, ¢i ide
nésobnost tohoto koretia je aspon 2, stac¢i overit, ¢i aj g(1) = 0. Analogicky postupujeme
dalej, az kym nedostaneme nenulovy zvysok.

1 1 2 2 1
1 -2 2 1 [0]
1 1 -1 -3

Zistili sme, Ze 1 je jednoduchym (jednonasobnym) koreriom polynému f(z) a Ze
flx) = (z —1)(z - 22% — 22 4+ 1),
pricom z — 1 {23 — 222 — 22 + 1.

Ratat korene polynémov je vo vSeobecnosti tazka tloha. Zo strednej skoly poznate vzo-
rec na hladanie korenov polynémov druhého stupiia — kvadratickych polynémov. (Podobné
vzorce, aj ked zlozitejsie, sa daju nédjst aj pre rovnice treticho a Stvrtého stupna. Vo vse-
obecnosti vSak také vzorce neexistuji.) Okrem nich vieme este v komplexnych ¢islach riesit
binomické rovnice, t.j. rovnice tvaru " = a, kde a € C (pozri I alebo [KGGS| kapitola
6.1]).

Povieme si, ako pre polyném s celociselnymi koeficientami vieme ndajst vSetky korene,
ktoré st raciondlnymi ¢islami (t.j. véetky korene daného polynému leziace v poli Q).
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4.5.2 Racionalne korene polynému s celociselnymi koeficientami

Tvrdenie 4.5.9. Ak f(x) = apa" + ap_12" ' + -+ + ag € Z[z] je polyném s celociselngmi
koeficientami a raciondlne cislo ¢ = & je koreri f(x) (pricom ged(p,q) = 1, t.j. raciondlne
¢islo ¢ je zapisané v zdkladnom tvare), tak

p|ao a q | an.
Dokaz. Ak ¢ = je koreil f(x), tak mdme rovnost

pn pn—l
f(C) = anqin +an—1

n—1

+~--+a1£—|—a0:0.
q
Ak tuto rovnost vynasobime ¢", dostaneme

anp" + an_1p" g+ o+ aipg™ ™t + agg™ = 0.

(VSimnime si, ze v predchadzajicej rovnosti vystupuji iba celé ¢isla.)
Ttto rovnost mézeme upravit ako

—app" = (an-1p" '+ +a1pg" " + aoq" g,

¢o znamena, ze q | a,p™. Pretoze ged(p,q) =1 (p a ¢ si nestdelitelné), vyplyva z toho ¢ | a,

(désledok |4.4.23)).

Pri dékaze toho, Ze p | ap postupujeme takmer rovnako. Mame
—aoq" = (anp™ '+ anap" g+ +arg” p,
¢ize p | apq™, a teda (na zdklade nestdelitelnosti) p | ag. O

Predchadzajice tvrdenie mézeme pouzit na najdenie vsetkych raciondlnych korenov da-
ného polynému zo Z[z]. Predchddzajice tvrdenie ndm poskytuje obmedzenie na vsetkych
moznych kandidatov na korene v mnozine racionalnych c¢isel. Postupnym vysktsanim néj-
deme vsetky korene, ktoré patria do Q.

Dalsie obmedzenie, ktoré nam moze pomoct pri skisani jednotlivych moznosti, nAm po-
skytne nasledujice pozorovanie (ktorého Specidlnym pripadom je tvrdenie .

Tvrdenie 4.5.10. Nech f(z) = a,2" +a,—12" " +---+ag € Z[z] je polyném s celociselngmi
koeficientami a raciondlne ¢islo ¢ = % je koren f(x) (pricom ged(p,q) = 1, t.j. raciondlne
éislo ¢ je zapisané v zdkladnom tvare). Nech g(x) = b,_12" "1 + -+ + by je polyném z Q|x]
taky, Ze

@) =gto) (e~ ). (4.4

q
Potom aj g(x) € Z[z], t.j. koeficienty polynému g(x) si celoéiselné.

Budeme sa snazit dokézat toto tvrdenie indukciou. Ale za¢nime tym, Ze sa pozrieme aspon
na prvé dva pripady - z toho azda budeme vediet vymysliet, ¢o vlastne chceme indukciou
dokazovat (¢o vSetko potrebujeme, aby presiel indukény krok).

Dokaz. V dokaze budeme samozrejme vyuzivat rovnost (4.4), ktord ndm vlastne ddva vztah
medzi koeficientami polynému f(x) a koeficientami polynému g(z).
Okrem toho budeme casto pouzivat to, ze vieme
n n—1

p
an? + an—1

—|—~-~—|—a1§+a0:0. (4.5)

qn—l
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Pre najvyssi koeficient polynému g(z) plati b,—1 = ay,.
Vsimnime si tiez, Ze z rovnosti (4.5) mame

n n—1
p

= N
Anp—1 qn—l alq agp.
Ak tito rovnost prendsobime ¢", tak mame

bp1p" = —(@n—1p" "'+ an_2p" ¢+ a1pg" " + aoqn-1)q.

PretoZe vyraz v zatvorke je celé ¢islo, mame ¢ | b,—1p". Z toho, Ze p a g su nestdelitelné,
dostédvame ¢ | b,—1. (Vlastne sme zatial iba zopakovali tivahu z dékazu tvrdenia Ale
asi sa ju oplati zopakovat, kedze podobni ivahu budeme pouzivat aj dalej.)

Pozrime sa na dalsi koeficient. Tento koeficient mdézeme vyjadrit ako

p p
bp—2 =bp_1= + apn_1 = ap= + ap_1.
q q

(Prvi rovnost dostaneme z Hornerovej schémy. Alebo tieZ z porovnania koeficientov pri 2™ 1

v polynémoch f(z) a g(z) (Jc — %) vidime, Ze ap—1 = by_2 — bn,lg.)
Pozrime sa na vyraz
pn—l pn pn—l

= an? +an1———

bn2 ot g g

ktory mézeme pouzitim (4.5)) prepisat do tvaru
n—1 n—2

_ p
7——&n—2ﬁ—“‘—a15—0}0~

Opit staci tito rovnost vynasobit ¢" ! a dostaneme

n—2 3

bp—op™ ' = —(an_op™ 2+ an_sp" g+ a1pq" " + aogn—2)q.

A podobne ako pri predoslom koeficiente, z toho, Ze p a ¢ st nesudelitelné mame ¢ | b, _s.
Teraz sa uz da uhadnut, ze sa zrejme budeme snazit indukciou dokézat tieto dve veci pre
k=1,...,n—1: Plati rovnost
k—1 k—2
bp—i = anrkq + an717qk72 S O (4.6)

a navyse plati, ze b,_j je celé ¢islo, ktoré je delitelné ¢islom gq.
Indukény krok bude vyzerat takto: Predpokladame, Ze uvedené tvrdenie plati pre k, pri-
¢om k < n — 1. Chceme dokézat, ze plati aj pre k + 1. Mame rovnost

p
b7L—(k+1) = bn—k& + an—k-
Ak za b,,_j dosadime vyraz, ktory méame z indukéného predpokladu, tak dostaneme

k—1 k—2
p p p
bp—(k+1) = (a"qk—l + a"*1¢c7—2 + e+ ank+1> 5 + an—k

R R S
nqk n qk_l n q n
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Teda aj pre k + 1 plati rovnost (4.6).
n—=k

Po vynasobeni predoslej rovnosti ¢islom % mame

pn—k pn pn—l n—k+1 n—k

bn—(k+1) O a”ﬁ T n—1 1 o Gkt g +an—t ok

z ¢oho powzitim (4.5) dostaneme

pn—k n—k—1 n—k—2 P
br—(k =—a — —a —_— - —a1-—a
—(k+1) —pZ n—k—1 3 n—k—2 73— 1 0-
qn k qn k—1 qn k—2 q
Opit staéi tito rovnost vynasobit ¢islom ¢"~* a mame
n—k n—k—1 n—k—2 n—k—2 n—k—1
bn— (k)P " = (—@n—g—1p — Gp_k—2p q—--—aipq — apq )

A znovu si sta¢i vSimnut, Ze ¢islo v zatvorke na pravej strane rovnosti je celé, Cize prava
strana je nasobok ¢. Na zdklade toho, Ze p a g st nestidelitelné, dostaneme q | b, (1), O

7 predchadzajticeho tvrdenia vyplyva, ze ak overujeme, ¢i nejaké raciondlne ¢islo je kore-
nom polynému s celo¢iselnymi koeficientami, v okamihu, ked ndm v priebehu vypoctu vyjde
v spodnom riadku zlomok, uz nemusime ratat dalej. (Vieme totiz, Ze ¢isla v spodnom riadku
Hornerovej schémy st presne koeficienty polynému g(z), teda ak je dané raciondlne ¢islo
koreriom, musia vsSetky tieto koeficienty podla predchddzajiceho tvrdenia byt celé ¢isla.)

Ukézme si teda hladanie raciondlnych koretiov daného polynému zo Z[z] na konkrétnom
priklade.

Priklad 4.5.11. Najdite racionalne korene polynému f(z) = 2425 +10z* — 23 — 1922 —52+6
(aj s ndsobnostami).
Podla tvrdenia mé platit p | 6, ¢ | 24. Dostdvame teda moznosti:
p € {£1,£2,+3,+6}
q€{1,2,3,4,6,8,12,24}
Le {+1,+1,+1, ..}
(Pre ¢ ndm stadf skusat kladné hodnoty, pretoze volba znamienok pre ¢fslo p ndm zabezpedi
obidve moznosti — kladné aj zaporné korene.)
Zacnime najprv skusat tych kandidatov na korene, kde citatel je +1.

24 10 -1 -19 -5 6
9

1 24 34 33 14
24 34 33 14 9
24 10 -1 -19 -5 6
-1 24 14 -13 32 -27
|24 -14 13 -32 271 [-21
24 10 -1 -19 -5 6
3 12 11 5 -7 -6
24 22 10 -14 -12 [0]

1 12 17 %
24 34 21 —3 #0
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Zistili sme, ze % je jednoduchy koren polynému f(z). (V poslednom vypocte sme nerdtali do
konca — zastavili sme sa pri zlomku —%)
Mohli by sme pokracovat v skiSani moznosti dalej, trochu ndm vsak zjednodusi pracu,
ak si uvedomime, ze vetky dalsie korene musia byt koreifimi polynému g(z) = 242* + 2223 +
1022 — 142 — 12. (Tento polyném je podiel polynému f(z) a polynému x — %, jeho koeficienty
vieme vy¢itat z predchddzajicej Hornerovej schémy.)
Kazdy koeficient tohoto polynému je parny — mozeme teda cely polyném vydelit ¢islom
2 a dostaneme polyném 12z* + 1123 4+ 522 — 72 — 6, ktory ma tieZ celo¢iselné koeficienty a
mé rovnaké korene ako g(z). Ked hladdme raciondlne korene tohoto polynému, dostédvame
pre citatel a menovatel podmienky p | 6, ¢ | 12, ¢ize
p € {£1,+£2, 43 +6}
q€{1,2,3,4,6,12}
Pe{l, 5, +5+4,.--}
Pritom samozrejme ¢isla, ktoré sme uz vyskusali pre f(x), pre polyném g(z) skiisat nemusime.
Ziskali sme teda dve zjednodusenia — budeme pracovat s polynémom nizsieho stupna a mame
menej moznosti, ktoré treba vyskusat.

12 11 5 -7 -6

_1 6 -3
2 52
|12 5 32 #0
12 11 5 -7 -6
1 10
3 4 5 7
(12 15 10 =% #0
12 11 5 -1 -6
1 7
-3 —4 _258
12 7 -3 #0
12 11 5 -1 -6
1 3 14
4 4
12 14 #0
12 11 5 -7 -6
1 9
—3 2 3
(129 #0
12 11 5 -7 -6
1 13
6 2 6
|12 13 #0
12 11 5 -7 -6
1 9
—5 2 3§
(129 £0

12 11 &5 -7 -6
2 24 70 150 286
12 35 75 143 |280

12 11 5 -7 -6
-2 -24 26 -62 138
12 -13 31 -69 |132
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12 11 5 -7 -6

2 8 38
3 3
1219 #0
12 11 5 -7 -6
~2 8 -2 -2 6
12 3 3 -9 [0
_2 .8 10
3 3
12 -5 #0

Dostali sme dalsi jednoduchy koren —%. Novy polyném, s ktorym budeme pracovat, je
h(x) = 1223+ 322+ 3z —9. Po vydeleni koeficientov ¢islom 3 dostaneme jednoduchsi polyném
423 + 2% + o — 3 a podmienky pre korene p | 3, q | 4, ¢ize
p € {£1,+£3}
q€{1,2,4}

Pe {+1,+£3,+£1,£3,£2 £ 3}

3 1239 120
|4 13 40 [117
4 1 1 -3

-3 1233 -102

\4 11 34 [—105

1
| 4
Nasli sme dalsi jednoduchy koren %
Dalej mozeme pracovat s polynémom 2 + x + 1. Tu st vSak jedini mozni kandidéati na
korene ¢isla +1 a tie sme uz vyskusali.

Zéaver: Dany polyném ma tieto 3 raciondlne korene: %, —%,

%; nasobnost kazdého z nich
je 1.

Vsimnime si, ze sme vlastne sicasne dostali, ze

1 2 3
f(z) = 242° + 102 — 2® — 1922 — 52 4+ 6 = 24(x — 5)(1‘ + g)(x - Z)(xQ +x+1).
(Pri poslednom deleni nam vysiel podiel 4(2%2 4+ x + 1) a v priebehu vypoétu sme polyném
vydelili raz ¢islom 2 a raz ¢islom 3.) Predchadzajtcu rovnost mézeme tieZ prepisat ako

f(z) = 2z — 1)(3z + 2) (4w — 3)(2* + = + 1).
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Pozrime sa na to, ako z tvrdenia vyplyva, Ze /2 nie je racionélne é&slo.

Priklad 4.5.12. Cislo v/2 je o¢ividne korefiom polynému p(z) = x2 — 2.

Ak by tento polyném mal raciondlny koren, tak na zaklade tvrdenia [£.5.9] to moze byt
jedine niektoré z cisel +1, £2. Lahko skontrolujeme, ze ¢isla £1 ani +2 nevyhovuji danej
rovnici.

Teda polyném p(z) nemé racionilne korene a ¢islo v/2 je iracionalne.

Mozete si vS§imnut, ze zdovodnenie z tohoto prikladu prejde bez zmeny ak ¢islo 2 nahra-
dime lubovolnym prvocislom.

4.5.3 Algebraicky uzavreté polia

Definicia 4.5.13. Pole F sa nazyva algebraicky uzavreté, ak kazdy polyném f(x) € F|[z]
stupna aspon jedna méa v poli F' aspon jeden koren.

V pripade, Ze f(z) ma koreni ¢, mdézeme ho vydelit korenovym cinitelom = — ¢ a dosta-
neme jeho delitel nizsieho stupiia. Ten opéat musi mat nejaky korenl (ak nie je konStatny),
preto takymto sposobom postupne dostaneme rozklad polynému f(z) na korefiové Cinitele.
Dostavame:

Tvrdenie 4.5.14. Ak F je algebraicky uzavreté pole, tak kaZdy polyném f(z) je v Fx]
rozloZitelny na korenové cinitele.

7 toho dalej vidno, ze ak I je algebraicky uzavreté pole, tak stucet ndsobnosti korenov
polynému f(z) je rovny jeho stuptiu. (Toto tvrdenie sa zvycajne formuluje tak, ze polyném
stupnia n mé prave n korenov, ak zaratame aj ich nisobnosti.)

Vieme, Ze pole komplexnych ¢&isel C ma tito vlastnost (aj ked ddkaz tejto vety nie je
jednoduchy).

Veta 4.5.15 (Zakladné veta algebry). Pole komplexngch ¢isel C je algebraicky uzavreté.

Spomeiime (opét bez dékazu), ze ku kazdému polu sa da zostrojit nadpole, v ktorom uz
kazdy polyném z F'[x] bude mat koreti. Dokonca plati:

Veta 4.5.16 (Steinitz). Pre kaZdé pole F existuje algebraicky uzavreté nadpole F'.

Vsimnime si este jednu uzitoéni vlastnost komplexnych korenov polynémov s redlnymi
koeficientami.

Tvrdenie 4.5.17. Ak f(z) € R[z] je polyndm s redlnymi koeficientami a z = a + bi € C je
korert polynému f(x), tak aj komplexne zdruzené ¢islo Z = a — bi je koreriom polynému f(z).
Pritom ndsobnost korena z je rovnakd ako ndsobnost z.

Doékaz. Staci si vSimnut, Ze zobrazenie z +— Z je homomorfizmus (stcet/sti¢in komplexne
zdruzenych cisel je komplexne zdruzené ¢islo k sacétu/sicinu) a ze pre z € R plati z = z.
7 toho potom dostéavame rovnost

f7(3) =an2" +ap 12" tag = an(z)n + an—l(g)n_l +---+ap = f(?)

pre Iubovolné z € C.

Z tejto rovnosti Specidlne vyplyva, Ze ak f(z) =0, tak aj f(Z) = 0.

Druhd ¢ast vyplyva z prvej pouzitej pre polyném zapisany v tvare f(z) = g(x)(z — 2)*,
kde k je nasobnost korena z. O
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Velmi prirodzenym zovseobecnenim tohoto vysledku je tvrdenie sformulované v tlohe

E5T
Désledok 4.5.18. KaZdy polyndm f(x) € R[x] nepdrneho stupria md aspori 1 redlny korert.

Doékaz. Ak by polyném mal iba komplexné korene, tak mozeme poparovat dvojice komplexne
zdruzenych korenov. Komplexne zdruzené korene maji podla predchéddzajticeho tvrdenia rov-
nakid nasobnost. Preto stcet nasobnosti vsetkych komplexnych korenov je parne ¢islo. Stcet
nasobnosti sa vsak rovnd stupnu polynému f(x) (pretoze C je algebraicky uzavreté pole). [

4.5.4 Ireducibilné polynémy

Definicia 4.5.19. Polyném f(x) = a,2" +a,_12" 1 +---+ag sa nazyva normovany (alebo
tiez monicky,) ak a, = 1 (vedici koeficient sa rovna 1).

Definicia 4.5.20. Ak R je obor integrity, tak ireducibilné prvky okruhu R[z] nazyvame
ireducibilné polynémy v R|x].

V pripade, Ze ide o pole, tak z predchddzajicej kapitoly vieme, ze F[z] je euklidovsky
okruh (a teda je to aj okruh hlavnych idedlov a okruh s jednoznaénym rozkladom). Tento
fakt ndm umozni pouzivat vsetky vysledky z predchadzajicej kapitoly aj pre polynémy nad
nejakym polom.

Veta 4.5.21 (Rozklad na ireducibilné polynémy). Ak F' je pole, tak kaZdy polynom f(x) =
AnT™ + ap_12" " + - 4 ag mozno vyjadrit v tvare

f(.]?) = anP1 (Qf) .- -pn(a:),

kde p1,...,pn sU ireducibilné normované polynémy. Navyse, tento rozklad je (aZ na poradie
cinitelov) jednoznacne urceny.

Dékaz. Pretoze F[z] je okruh s jednoznaénym rozkladom, vieme, ze kazdy polyném sa da
rozlozit na sucin ireducibilnych polynémov a ten rozklad je jednozna¢ny az na asociovanost.
V okruhu F'[z] st dva prvky asociované prave vtedy, ked sa liSia iba konStantnym ndsobkom.
Tym, Ze vo vete pozadujeme normované polynémy, si teda uz jednoznacéne urcené (z Iu-
bovolného polynému dostaneme normovany, ked ho vyndsobime b1, kde b,, je jeho vedtici
koeficient; sucin veducich koeficientov sme dali pred suc¢in normovanych ¢initelov — tento
sudin sa rovna a,). O

Zatial vsak o ireducibilnych polynémoch vieme iba to, ze existuji — nevieme, ako overif,
¢i je dany polyném ireducibilny ani ako rozklad na stc¢in ireducibilnych polynémov hladat.

Je zrejmé, ze kazdy polyném stupna 1 je ireducibilny — nedd sa rozlozit na sicéin poly-
némov nizsich stupniov. Teda ak ¢ je k-ndsobny koren, v rozklade polynému f(z) sa musi
vyskytnit (z —c)¥. V pripade, Ze sti¢et ndsobnosti koretiov je rovny stupiiu polynému vieme
teda ten polyném rozlozit ako

f(2) =an(z —c)f (z —e)* ... (x — en)bm,

kde ¢1,...,¢m s vSetky korene f(z) a ki,...,k, st ich ndsobnosti. Takyto rozklad (ak
existuje) voldme rozklad na sicin koreriovych cinitelov.
V niektorych pripadoch vieme o ireducibilite rozhodnit, ak pozname korene polynému.

Tvrdenie 4.5.22. Ak F' je pole a f(x) € Flx] je polyném stupria 2 alebo 3, tak polynom
f(z) je ireduciblng v F prdve vtedy, ked f(x) nemd koreri v F.
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Doékaz. Stadisi vsimnut, ze ak chceme polyném stupnia 2 alebo 3 rozlozit ako sii¢in polynémov
nizsich stupiiov, nevyhnutne sa tam musi vyskytntat polyném stupia 1. Z lemy vieme,
ako suvisia linedrne delitele polynému a jeho korene. O

Vsimnime si, ze ireducibilita polynému zavisi od toho, nad akym polom ho uvazujeme
(pretoze polyném nad polom F mézeme sicasne chdpat aj ako polyném nad Iubovolnym
nadpolom F’ D F).

Priklad 4.5.23. Uvazujme polyném f(x) = x*+1. Tento polyném m4 celoéiselné koeficienty,
moZeme sa teda skiimat jeho ireducibilitu v okruhoch polynémov Z[z], Q[z], R[z] aj C[z].

V poli C ma tento polyném 4 korene % (vieme ich najst rieSenim binomickej rovnice
x* = —1). Teda v C mame rozklad
s V2 +V/2i V2 —V2i V2 +V/2i V2 —/2i
e N T A G el A G S B G

Nad polom R mame rozklad
2t 1= (22 + V22 + 1) (2 — V22 4 1).

(Polynémy v rozklade mozeme ziskat napriklad ako sii¢in koreniovych ¢initelov pre komplexne
zdruzené korene. Alebo tento rozklad mozeme dostat tak, ze si v§imneme rovnost x4 + 1 =
(z241)2 — (v/2x)?%.) Pritom oba polynémy x2 ++/2z + 1 st uz nad R nerozlozitelné — pretoze
nemaju realne korene.

Nad polom Q je tento polyném ireducibilny. Ak by sa totiz dal rozlozit na stc¢in nejakych
polynémov, bol by stcasne aj si¢inom tychto polynémov v R[z]. Ako sme vSak videli, jediny
(aZ na poradie a asociovanost) rozklad na si¢in polynémov nizsieho stupiia v R[z] je 21 +1 =
(22 + V22 + 1)(2% — V22 + 1) a polynémy, ktoré vystupuji v tomto rozklade, nepatria do
Qlal.

4.5.5 Ireducibilné polynémy nad Q a R

7 toho, ¢o doteraz vieme, sme schopni aspon v niektorych konkrétnych pripadoch néjst
rozklad daného polynému na sicin ireducibilnych polynémov.

Postupovat mézeme tak, ze hladdme korene polynému — pomocou hladania racionalnych
koretiov, rieSenim kvadratickej alebo binomickej rovnice (pripadne inych typov rovnic, ktoré
vieme riesit, ako sii reciproké rovnice, bikvadratické rovnice, kubické rovnice, rovnice stvrtého
stupna). Po néjdeni koreiov moézZeme polyném vydelit koreniovymi Cinitelmi (a znovu sa
pokdsit riesit novd rovnicu nizsieho stupna nez bola pévodnd). V pripade, Ze by polyném
mal ndsobné korene, d4 sa znizit jeho stupen pouzitim derivacie — o tom si este v tejto kapitole
povieme.

V pripade, ze po vydeleni dostaneme polyném dostatocne nizkeho stupna, ktory nema
korene, vieme uz, ze je ireducibilny.

Priklad 4.5.24. V priklade sme zistili, ze

1 2 3
f(x):24x5+10x4—x3—19x2—5m—|—6:24($—2) (x—|—3> (m—4> (2* +z+1).

Pretoze polyném 22 + x + 1 nem4 redlne korene (a je to polyném druhého stuptia), je to

rozklad na ireducibilné polynémy nad R (a tym paddom aj nad Q). Rozklad nad C by sme
ziskali, keby sme este 22 + 2 + 1 rozlozili na ireducibilné &initele.
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Vsimnime si, ze sme vlastne dostali aj rozklad
flx) =22 —1)(3x +2)(4a — 3) (2> + z + 1)
v Z[z].

Viac o rozklade polyndémov na ireducibilné ¢initele (a o algoritmoch pouZivanych na jeho
vypocet) sa mozete dozvediet na predmete poéitacové algebra, pozri napriklad [G1] [G2].

4.5.6 Derivacia a Taylorov rozvoj polynémov

Definicia 4.5.25. Formdlna derivicia polynému f(z) = > ;_, axz" je polyném Df(z) =
Shoi b x agatTL

V pripade, Ze pracujeme nad Tubovolnym polom, moze sa stat, Zze nenulovy polyném ma
nulovt derivaciu.

Priklad 4.5.26. Pre f(z) = 2P v Zy[x] dostdvame Df(z) = p x 2P~1 = 0.

Priamo z definicie sa da overit, Ze takto definovana formalna derivicia ma podobné vlast-
nosti, na aké sme zvyknuti z analyzy.

Tvrdenie 4.5.27. Nech F je pole. Pre lubovolné ¢ € F, f(x),g(x) € F[z] plati

D(f(z) +g(x)) = Df(x) + Dy(x)
D(cf(z)) = eDf(x)
D(f(x)g(x)) = Df(x).9(x) + f(z).Dg(x)
Dékaz. Overme iba tretiu rovnost (prvé dve sd skutocne jednoduché). Koeficient pri z”
v polynéme na lavej strane tejto rovnosti je (n + 1)-ndsobok koeficientu polynému f(z).g(x)
pri z™.
Oznacme koeficienty polynému f(z) ako a, koeficienty polynému g(x) ako by. Pre koefi-

cienty polynému na lavej strane rovnosti potom mame

n+1
l, = (n + 1) X Z apbn+1—k
k=0

Na pravej strane rovnosti dostavame

n

Pn = Z(k +1) X ag41bp—k + Z(n +1—k) X agbpy1_k-
k=0 k=0

Zmenou sumacného indexu v prvej sume dostaneme vyjadrenie

n+1 n n+1
Pn = Zk X akan_k + Z(TL +1-— k) X akbn+1_k = Z(n + 1) X akbn+1_k =1,
k=1 k=0 k=0

(aby sme uvedené cleny mohli z1a¢it do jednej sumy, pridali sme dva nulové ¢leny — v prvej
sume pre k = 0 ¢len 0 X agb,4+1 a v druhej sume pre k =n+ 1 ¢len 0 X a,+1bp). O]

Uvedieme si dve tvrdenia, ktoré ukazujd, preco je tento pojem uzitony — prvé z nich
je vyjadrenie Taylorovho polynému v nejakom ¢ € F'; druhé z nich hovori o tom, ¢i nejaky
polyném mé nasobné korene.
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Tvrdenie 4.5.28. Nech F je pole, f(x) = apz"™+a,_ 12" 1+ --+ag € F[x]. Potom existuji
jednoznacne urcené bg, by, ...,b, € F také, Ze

f@)=bu(x—c)"+ -+ bi(x—c)+ bo. (4.7)

Dékaz. Indukciou vzhladom na n. Ak n = 0, tak staéi polozit ag = by (a intt moznost o¢ividne
nemame).
Predpokladajme, Ze uvedené tvrdenie plati pre polynémy stupna nanajvys n — 1. Podla
lemny
f(x) = g(@)(z —c) + f(c). (4.8)

Polyném g(x) je stupiia najviac n — 1- Podla indukéného predpokladu existuja by, ...,b, € F
také, 7e g(x) = bp(x — )"t + -+ + ba(z — ¢) + by. Polozme by = f(c). Potom pre f(x) plati

f@)=(bp(x—c)" P dby(x—c)+b)(x—c)+ by =by(x—c)" +---+by(x—c)+ bg.

Tym mame dokdzanui existenciu.

Ak dosadime do rovnosti r = ¢, tak vidime, Ze by = f(c). Dalej polyném g(z)
z je podla vety o deleni so zvyskom jednoznacne urceny. K tomuto polynému st podla
indukéného predpokladu jednoznac¢ne urcené by, bo,...,b, € F. O

Tvrdenie 4.5.29. Ak F je pole charakteristiky oo, tak koeficienty by, . . ., b, z turdenia[4.5.28
mozno vyjadrit ako
D™ f(e)

bn = ] 3
n.

kde znak D™ znamend, Ze polyném f(z) zderivujeme n-krdt.

Dékaz. Toto tvrdenie dostaneme priamo z rovnosti (4.7)) viacndsobnym zderivovanim (resp. ho
mézeme ukdzat pomocou indukcie). O

Rozvoj v tvare mozeme dostat aj pomocou Hornerovej schémy — teda Hornerova
schéma nam poskytuje moznost vypoéitat hodnoty D™ f(c) pre dany polyném f(z) ac € F.

Pred ddkazom nasledujticeho tvrdenia si vSimnime jednu doélezita vlastnost najvécsieho
spolo¢ného delitela — konkrétne fakt, ze zostane taky isty, aj ked prejdeme k nejakému nad-
polu.

Poznamka 4.5.30. Uz sme spominali, ze ak f(z),g(x) € F[z] a F/ D F je nadpole pola
F, tak polynémy f(z) a g(z) si stCasne aj prvkami F’[z]. To znamend, Ze sa mozeme pytat
na najvacsi spoloény delitel tychto 2 polynémov v okruhu F[z] i v okruhu F’[z]. V obidvoch
pripadoch je tento polyném rovnaky.

Vyplyva to z toho, Ze podiel a zvysok pri deleni dvoch polynémov z F[z] vyjde rovnako,
bez ohladu na to, ¢i delime so zvyskom v F[z] alebo v F'[z]. (V F[z] sa daji vydelit tak,
aby podiel i zvySok mali koeficienty z F, podiel v F'[z] je rovnaky, pretoze vo vete o deleni
so zvySkom méame jednoznaénost.)

Z toho vyplyva aj to, ze relicia ,deli“ nezavisi od toho, ¢i sa na polynémy f(z), g(z)
pozerdme ako na prvky F[z] alebo ako na prvky F'[z].

Tvrdenie 4.5.31. Nech F je pole, F' O F je jeho nadpole. Nech f(x) € Flx] je polyném
nad polom F. Ak v nadpoli F' existuje ndsobny koreri polynému f(x), tak polyndmy f(x) a
Df(x) si sudelitelné, t.j.

st(ged(f(z), D(f(2)))) = 1.
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Dékaz. Ak c je nasobny koren f(z), tak podla definicie f(z) = g(z)(z —c)*, kde k > 1.
Potom

Df(z) = Dy(a)(z — )" + k x g(x)(x — )" = (& — ¢)* 1 (Dg(a) (2 — ¢) + &k x g(x)),
teda © — ¢ | D f(z). KedZze sucasne x — ¢ | f(x), méme

x —c|ged(f(x), Df(x))

a st(ged(f(x), D(f(z)))) > 1. (Predchadzajicu nerovnost sme dokdzali pre najvacsi spolocny
delitel v F'[z]. Na zéklade poznamky [4.5.30]je vSak najvacsi spoloény delitel v F'[z] rovnaky.)
O

Predchddzajice tvrdenie ndm umozni ndjst polyném, ktory mé rovnaké korene ako dany
polynoém, ale kazdy koren ma nasobnost 1. Pred uvedenim tohoto vysledku vsak potrebujeme
zaviest pojem charakteristiky pola.

Definicia 4.5.32. Charakteristika pola F je najmensie prirodzené ¢islo k > 0 s vlastnostou
k x 1 = 0. Oznacujeme ju char(F'). Ak neexistuje k s uvedenou vlastnostou, tak definujeme
char(F) = oo.

Ak char(F) =k, tak pre kazdé c € F plati k x c=c.(k x 1) = .0 =0.

Tvrdenie 4.5.33. Nech F je pole s nekonecnou charakteristikou. Nech f(x) € F[z] a h(x)
je najvacsi spolocny delitel f(x) a D f(x). Potom existuje polyném g(x) s vlastnostami

(i) f(z) = g(z).h(z),
(ii) g(x) md v kazdom nadpoli pola F tie isté korene ako f(z),
(iii) ndsobnost kazdého koreria g(x) je 1.

Dokaz. Pretoze char(F') = oo, madme D f(x) # 0. (Vedici koeficient D f(x) je n X ay, kde a,
je veduci koeficient f(z). V poli s nekoneénou charakteristikou z a # 0 vyplyva n x a # 0.)

Potom aj h(z) je nenulovy polyném. NavySe h(x) | f(x), takze pri deleni so zvyskom
dostaneme

J(@) = gla)h(z) + 0.

Ak ¢ je ndsobny koren f(x) s ndsobnostou k, tak plati f(x) = (x — c)* f1(x), pricom c nie
je koreniom f;(z). Z predchddzajtcej rovnosti dostaneme

Df(z) = Dfi(x)(z — )" + k x fi(z)(x — )" = (z = )" (D fi(a)(x — ) + k x fi(x)).
Potom
h(z) = ged(f(2), Df(x)) = (z — ¢)* ' ged((z — ¢) fu(x), D fr(x)(x — ¢) + k x fi(@)).
Pritom = — ¢ f1(2), z ¢oho vyplyva z — ¢ Dfy(z)(z — ¢) + k x fi(x) a
z —ctged((z — o) fi(z), Dfi(z)(z — c) + k x fi(z)).

Teda
(x =) t h(x)
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(c je len k — l-ndsobnym koretiom h(zx)). T.j., ak vyjadrime h(z) v tvare h(z) = (z —
c)*1hi(z), tak x — ¢t h(x). Potom mame

(& =) | g(a)h(x) = g(@) (2)(z — )"
z—c|g(@)hi(z)

PretoZe « — ¢ je ireducibilny a x — ¢ { hi(x), vyplyva z toho uz x — ¢ | g(x), ¢iZe ¢ je korefiom

g(x).
Navyse, c je iba jednoduchy koreni g(z), v opac¢nom pripade by sme mali (z — ¢)? | g(z),

a teda
(=) [ g(@)hi(z — )" = g(a)h(x) = f(2).
To je spor s tym, ze nasobnost korena c je k. O

Priklad 4.5.34. Majme polyném f(z) = z* + 222 + 1 € R[z]. Potom Df(z) = 423 + 4z a
ich normovany najvacsi spoloc¢ny delitel je

h(x) = ged(f(x), Df () = a® +1 = o' + 22% + 1 — 7 (4a® + d).

Po vydeleni f(z) polynémom h(x) dostaneme g(z) = z2 + 1.
Skutoé¢ne, polynémy f(z) = (22 + 1) a g(z) = 2% + 1 maji v C tie isté korene =i,
v pripade polynému g(x) si to jednoduché korene.

Cvicenia

Uloha 4.5.1. Nech F je pole, F’ je jeho nadpole a ¢: F’ — F’ je homomorfizmus taky, Ze
p(x) = x pre kazdé x € F (nemeni prvky pola F'). Potom pre kazdy koreni ¢ polynému f(z)
je aj p(c) korenom f(x).

Uloha 4.5.2. Vedeli by ste dokdzat dosledok [4.5.18|na zaklade poznatkov, ktoré méte z ana-
lyzy?

Uloha 4.5.3. Vydelte dané polynémy so zvyskom v C[z].
a) f(w) =2 +32° —dx + 2, g(z) =2 +2 -2

b) f(z) =%+ 223+ 3z +4, g(x) =23 + 2+ 1

c) fl) =23+ (2+20)2% +3iz+ 1, gx) =2> + (2 +i)x +1i

Uloha 4.5.4. Pouzitim Hornerovej schémy zistite, & ¢ je korenn polynému f(z) € Clz] a
vyjadrite tento polyném v tvare f(z) = g(z)(x — c) + f(c).

a) f(z) =2* +323 —4x+2,c= -2

b) f(z) =25 +22° + 3z +4,c= -1

c) f()=a3+ (2+2i)2? + 3ix + 1, c = —i

Uloha 4.5.5. Pomocou Hornerovej schémy vyjadrit:
a) f(z+3) pre f(z) =a* —2® +1
b) (x —2)* +4(z — 2)% + 6(x — 2)% + 10(x — 2) + 20

Uloha 4.5.6. Néjdite vietky racionélne korene danych polynémov a zistite ich ndsobnost.
AKka je ich némsobnosﬁ?
) f(x) = 42* —b5r—1
b) f(z) —24x5+1033 — 23 —1922 — 5z + 6
c) f(x) = 6z* +192° — 72? — 262 + 12
d) f(z) = 6a* — 723 + 822 — Tw + 2
flx)=4da* + 2% - 3x+1
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Uloha 4.5.7. Ukézte, 7e redlny polyném f(z) = (z — 4)(xz — 1)(z + 1)(x 4+ 4) — 1 nem4
raciondlne korene.

Uloha 4.5.8. Vypoditajte d(z) = ged(f(z), g(z)) a vyjadrite ho v tvare d(z) = u(z)f(x) +
v(x)g(x).

a) f(z) = 32 4+ 5a* — 162° — 622 — 52 — 6, g(x) = 32* — 423 — 22 — 2 — 2

b) f(z) = 4a* — 223 — 1622 + 52 + 9, g(x) = 223 — 2% — 5z + 4;

c) f(x) =t 4+ 623 +92%2 — 22 — 9, g(x) = 23 + 42% + 22 — T;

d) f(z) =2° — 1, g(z) =2° — I;

e) f(x) =219 -1, g(x) = 2* — 1.

(Vysledky: a) u(z) = —3a? + 3o+ 3, v(z) = 32+ 222 — S0 — 3, d(z) =2 + %
b) u(z) = —251, v(r) = 2222228 (z) = 5 — 1

c) d(x) =1, u(z) = 1/30(22% + 5z — 1), v(x) = —1/30(22 + 922 + Tz + 3))
Uloha 4.5.9. Vypoditajte d(z) = ged(f(z), g(z)) a vyjadrite ho v tvare d(x) = u(x)f(x) +
)

y=at—23 —da? -z +5, g(x) =2+ -2
b) f(x) =25 — 62 + 5, g(z) = 23 + 422 + x — 6;
c) f)=a*—222 - 32 -2, g(z) =23 +42? + 4z + 1

Uloha 4.5.10*. Nech m,n > 1 st prirodzené &sla. Ukazte, ze ged(z™ —1,2" —1) = 27— 1,
kde d = ged(m,n).

Uloha 4.5.11. Dokazte, 7e 22 + 2 + 1 | 2™ + 23"+ 4 2%7+2 (v F[z] pre lubovolné pole F).

Uloha 4.5.12. Dokaite, 7e 22 + 2 + 1 | 3™ + 237+ 4 2342 v C[z]. (Vyuzite to, Co viete
o korerioch tychto polynémov.)

Uloha 4.5.13. Rozlozit na korefiové éinitele (nad C):
a) 23 — 622 + 11z — 6

b) 2* + 4,

c) ot + a3 + 42% — 1,

d*) ot + 423 + 422 + 1,

e) x* — 1022 + 1,

f) 2 — 423 + 42 — 1.

Uloha 4.5.14. Rozlozit na stéin ireducibilnych polynémov nad R:

a) 2t +4

b) 26 + 27

c) zt + 423 + 422 -1

d) 2P+t + 2+ +1

e*) x%" — 22" + 2

) 2* — ax® + 1 pre a € (—2,2)

g*) .1‘2"—1—5[5"—1-1.

Uloha 4.5.15. Dokazte: Ak a + bi je koreii polynému f(z) € R[z] a b # 0, tak 2% — 2az +
a?+b?| f(x).

Uloha 4.5.16. Néjdite vietky ireducibilné polynémy nad Z, stupiiov 2,3,4.

Uloha 4.5.17. Néjdite rozklad f(x) na ireducibilné polynémy v F[z].
a) f(z) =4a? + 323 + 422 + 4o+ 6, F = Z7

b) f(l’) = (E4 — 1, F = le

c) fla)=a* -1, F =73
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Uloha 4.5.18. Zistite, ¢i dané idely st maximélne v R[z]:
a) I} = (22 — 1);
b) I, = (I2 + 1).

Uloha 4.5.19*. Nech f(z) € Z[x] je polyném s celo¢iselnymi koeficientami. Dokazte, ze ak
a + bV/3 je korenn f(x), tak aj a — bv/3 je korent f(x). Dokazte, Ze podobné tvrdenie plati,
ak ¢ nahradime Tubovolnym prirodzenym ¢islom, ktoré nie je druhou mocninou prirodzeného
¢isla.

Uloha 4.5.20. Dokaizte, ze polyném f(z) =14 z + % + ”g—? +...+ % nema4 viacnasobny
koren (nad R resp. nad C).
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Kapitola 5

Polia

5.1 Podielové pole

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
(Celé ¢isla dal Iudom dobrotivy Boh, vsetko ostatné uz je ludskym dielom.)
Leopold Kronecker

V tejto casti zodpovieme otazku, ktoré okruhy moézu byt podokruhmi poli. Je zrejmé, ze
podokruh pola musi byt komutativny okruh. Takisto nemo6ze obsahovat delitele nuly — boli
by delitelmi nuly aj v jeho nadpoli.

Tato otazka ma teda zmysel hlavne pre obory integrity. V nasledujicej vete dokazeme,
ze kazdy obor integrity je podokruhom nejakého pola.

Definicia 5.1.1. Hovorime, Ze okruh R je wnoreny do okruhu R’ ak existuje injektivny
homomorfizmus f: R — R’. Injektivny homomorfizmus f: R — R’ nazyvame vnorenie.

Vnorenie je vlastne izomorfizmus na podokruh Im f, to znamena, Ze okruh R mozeme
chépat priamo ako podokruh R'.

Veta 5.1.2. Pre kaZdy obor integrity D existuje pole Q(D) a vnorenie f: D — Q(D) s na-
sledujiicou vlastnostou: Pre kazdé vnorenie g: D — F do pola F existuje prdve jedno vnorenie
g: Q(D) — F také, Zego f = g.

D——Q(D)

|
lg
\¢

F

Vyznam podmienky v predchadzajicej vete je o trochu jasnejsi, ked si uvedomime, ze
injektivne zobrazenie f ndm hovori, Ze obor integrity D moZeme chdpat ako podokruh Q(D).
V pripade, ze stotoznime prvky z D s ich obrazmi nam teda tato podmienka vlastne hovori,
Ze kazdé vlozenie g: D — F do nejakého pola F mozno rozsirit na vlozenie celého Q(D).
(Teda Q(D) je v istom zmysle najmensie pole obsahujice D.)

Dokaz vety [5.1.2 urobime vo viacerych krokoch — najprv zadefinujeme, ako vyzerd pre
dany obor integrity pole Q(D), postupne overime, Ze spitia vlastnosti z definicie pola aj
vlastnost uvedeni vo vete.
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KAPITOLA 5. POLIA 113

Lema 5.1.3. Nech D je obor integrity. Na mnozine D x (D ~ {0}) definujeme reldciu =
predpisom

(a,b) = (c,d) <y
Potom tato reldcia je reldciou ekvivalencie a jej triedy [(a, b)] nazgvame zlomkami nad oborom
integrity D.

ad = be.

Vsimnite si, Ze relacia ekvivalencie je definovand rovnako ako rovnost zlomkov predsta-
vujuicich raciondlne éisla — ako uvidime, celd konstrukcia podielového pola Q(D), ktora bude
nasledovat, pripomina sposob, ktorym z okruhu celych ¢isel Z dostaneme pole racionalnych
¢isel Q. (Vacsina dékazov je skoro rovnaké, ako keby sme overovali, Ze Q je pole a spifia vlast-
nost uvedent vo vete ) V mnohych uéebniciach, aby sa zdoraznila podobnost s konstruk-

a

ciou raciondlnych ¢isel, sa pre zlomky nad D pouZiva priamo oznacenie § namiesto nasho
oznacenia [(a, b)].

Doékaz. Dokaz, ze relacia = je reflexivna a symetrickd je tiplne priamociary — cvicenie.
Tranzitivnost: Nech (a,b) = (¢,d) a (¢,d) = (e, f). To znamena, ze ad = bc a cf = de.
Ak prva rovnost vynasobime prvkom f a druhd prvkom b, dostaneme adf = bcf = bde,

¢ize d(af — be) = 0. PretoZe D je obor integrity a d # 0, mdme af — be = 0, teda

af = be
a (a,b) = (e, f). O

Lema 5.1.4. Oznacme Q(D) mnoZinu vsetkych tried ekvivalencie = na mnozine D x (D ~\

{0}) (¢iZe mnoZinu vietkych zlomkov nad D). Na tejto mnoZine definujeme operdcie + a -
predpismi

[(a,0)] + [(c,

[(a,0)] - [(c

),

Potom + a - st dobre definované a (Q(D

d)] = [(ad + be, bd)],
,d)] = [(ac, bd)].
+,-) je pole.

Dokaz. Najprv ukazeme, ze obe operacie si dobre definované, ¢ize nezavisia od vyberu re-
prezentantov. Nech teda (a,b) = (o', V), Cize

abl = a'b.
Potom mame
(ad + be)b'd = ab'd® + bb'cd = a'bd® 4 bV cd = (a'd + V'c)bd
ach'd = ab’'ed = a’bed = a'cbd
¢o znamena
[(ad + be,bd)] = [(a’'d + e, b d)]
[(ac,bd)] = [(d'c,b'd)]

cize [(a,0)] + [(¢, d)] = [(a, )] + [(¢, d)] & [(a,0)] - [(¢, d)] = [(a, )] - (¢, d)]-
(Q(D),+) je komutativna grupa. Komutativnost je zrejmé. Asociativnost overime pria-
mym vypoctom.
([(a,0)] + [(c,; d)]) + [(e, f)] = [(ad + be, bd)] + [(e, f)] = [(adf + bef + bde, bdf)]
[(a, )] + ([, )] + [(e, ) = [(a, b)] + [(cf + ed, df)] = [(adf + bef + bed, bdf )]
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114 Podielové pole

Neutralny prvok pre s¢itovanie je [(0,1)], opaény prvok k triede [(a,b)] je [(—a,b)].

(Q(D) \ {0},) je komutativna grupa. Komutativnost je zrejmd, asociativnost sa Iahko
over{ priamym vypoctom. Neutralny prvok vzhladom na ndsobenie je [(1,1)]. VSimnime si,
ze [(a,b)] # [(0,1)] prave vtedy, ked a # 0. Preto kazdy nenulovy prvok [(a,b)] méa inverzny
prvok [(b, a)].

Distributivnost. Kedze ide o komutativny okruh, stac¢i overovat iba jednu z podmienok
distributivnosti. Distributivnost sa overi priamociarym prepisanim z definicie.

[(a,0)] - ([(e, D] + [(e, 1)) = [(a, )] - [(cf + de, df)] = [(a(cf + de), bdf)]
= [(acf, bdf)] + [(ade, bdf)] = [(ac,bd)] + [(ae,bf)] = [(a,0)] - [(c; d)] + [(a; )] - [(e; f)]

Lema 5.1.5. Zobrazenie f: D — Q(D)

fram—[(a,1)]

je injektivny homomorfizmus okruhov.
Dalej pre lubovolny injektivny homomorfizmus g: D — F, kde F je pole existuje prdve
jeden injektivny homomorfizmus G: Q(D) — F s vlastnostougo f = g.

Dokaz. Zobrazenie f je homomorfizmus:

a+br [(a+b,1)] =[(a,1)] + [(b,1)]
ab — [(ab,1)] = [(a, 1)] - [(b, 1)]

Zobrazenie f je injektivne: rovnost [(a,1)] = [(b, 1)] znamend, Ze a.1 = b.1, ¢ize a = b.
Ak g: D — F je injektivny homomorfizmus z D do nejakého pola F', definujme g: Q(D) —
F predpisom
g: [(a,b)] = g(a)g(d)~".

(Pretoze g je injektivny homomorfizmus, méme Kerg = {0}, ¢ize g(b) # 0 pre kazdé b €
D~ {0}. Uvedeny predpis teda skuto¢ne mé zmysel. Navyse je jasné, Ze toto je jedind moznost
ako definovat g, pretoze toto zobrazenie musi spiiiat g([a, 1]) = g(a) a g([1,0]) = g(b)~*.)
Zobrazenie g je dobre definované. Zobrazenie g sme definovali pomocou nejakého reprezen-
tanta triedy [(a, b)] — chceme ukézat, Ze vysledok zobrazenia nezédvisi od vyberu reprezentanta.
Nech teda (¢, d) = (a,b), ¢ize ad = be. Potom dostdvame (z toho, Ze g je homomorfizmus)

Cize hodnota g skuto¢ne nezavisi od vyberu reprezentanta.
Zobrazenie § je homomorfizmus. Zachovava scitovanie:

[(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + be, bd)] — g(ad + be)g(bd) ™" = (g(ad) + g(be))g(bd) ™" =
= g(a)g(d)g(b) " g(d)~" + g(b)g(c)g(b) 'g(d)~" =
=g(a)g(d) " + g(c)g(d)~" =7([(a, b)]) + 7(
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KAPITOLA 5. POLIA 115

Zachovava nasobenie:

[(a,b)] - [(c,d)] = [(ac,bd)] = g(ac)g(bd) " =
= g(a)g(b)""g(c)g(d)~" = ([(a,b)]) - 5([(c, d)])

Homomorfizmus g je injektivny. Staéi overit, ze Kerg = {0}. Ak g(a)g(b)~! = 0, znamena
to, ze g(a) = 0 (lebo prvok g(b)~! € F ~ {0} je nenulovy). Potom (kedZe homomorfizmus g
je injektivny) mdme a = 0, ¢ize [(a,b)] = [(0,b)] = [(0, 1)] je nulovy prvok pola Q(D). O

Predchédzajice tri lemy uz spolu dokazuju vetu [5.1.2}

Poznamka 5.1.6. Existuje o nieco vSeobecnejsia konstrukcia, ktord sa nazyva okruh zlomkov
alebo lokalizdcia (napriklad [DF, Section 15.4], [AM| Chapter 3]). V tomto pripade sa pracuje
s komutativnym okruhom R s jednotkou, vyberie sa nejakd podmnozina U C R, ktorej prvky
budi predstavovat menovatele zlomkov. (Inak povedané, U su tie prvky, ktoré budi po
urobeni tejto konstrukcie mat inverzy vzhladom na nésobenie. Treba vyzadovat, aby mnozina
U bola uzavreta vzhladom na nasobenie. V pripade konstrukcie podielového pola sme mali
U = D ~ {0}.) Konstrukcia okruhu zlomkov je velmi podobnd konstrukeii podielového pola,
mé aj podobné vlastnosti. Délezity rozdiel je, ze v tomto pripade uz zobrazenia spominané
vo vete nemusia byt (vo vSeobecnosti) injektivne. (Od zobrazenia g sa pozaduje, aby
zobrazovalo vsetky prvky z U na delitele jednotky.) Tato konstrukcia je dolezitd napriklad
v algebraickej geometrii a komutativnej algebre.

Poznamka 5.1.7. Velmi podobnéd konstrukcia ako vytvorenie podielového pola z oboru
integrity sa d urobit pre Iubovolnti pologrupu s krédtenim (=pologrupa, v ktorej platia zdkony
o kraten{). DokdZeme tak, ze kazdd pologrupu s kratenim mozno vlozit do nejakej podgrupy
(je podgrupou nejakej grupy.) Pozri tilohu

Poznamka 5.1.8. Citat na zaciatku tejto podkapitoly sa spaja s konstrukciou redlnych ¢isel
z celych &sel. My sme si ukdzali, ako z celych é&sel vytvorit racionalne. Dalsim krokom by
bolo pomocou racionalnych ¢isel nejakym spésobom zaviest redlne ¢isla. Existuje vela ekviva-
lentnych spésobov ako to dosiahnut (ztplnenie, Dedekinove rezy, retazové zlomky, desatinné
rozvoje. . .), viac sa o nich mézete dozvediet napriklad v [S]. Azda najcastejSie vyucovanym
sposobom je konstrukcia pomocou tried ekvivalencie cauchyovskych postupnosti — ztiplnenie
raciondlnych ¢isel — s ktorou by ste sa mohli stretniat v niektorom pokrocilejSom kurze ana-
Iyzy. (Kazdy zo spominanych sposobov konstrukcie redlnych éisel nejakym spdsobom vyuziva
pojem spojitosti.)

Cvicenia

Uloha 5.1.1. Dokézte, ze kazdy komutativny okruh mozno vlozit do komutativneho okruhu
s jednotkou.

Uloha 5.1.2. Dokéite, ze podielové pole je vlastnostami uvedenymi vo vete urcené
jednoznacne az na izomorfizmus.

Uloha 5.1.3*. Dokézte, 7e kazdi komutativinu pologrupu s kratenim moizno vlozit do grupy.
(Teda ak S je komutativna pologrupa, v ktorej platia zékony o krateni, tak existuje grupa
G a prosty homomorfizmus f: S — G; pricom pod homomorfizmom pologrip sa rozumie
zobrazenie zachovavajice operaciu, podobne ako pri grupéch.)
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116 Charakteristika pola

5.2 Charakteristika pola

S charakteristikou pola sme sa uz stretli v tvrdeni [4.5.33] Pripomenieme si jej definiciu a
dokéazeme si niektoré fakty o charakteristike pola, ktoré budu pre nas v nasledujucich castiach
prednésky uzitocné.

Definicia 5.2.1. Charakteristika pola F' je najmensie prirodzené ¢islo £ > 0 s vlastnostou

k x 1 = 0. Oznacujeme ju char(F'). Ak neexistuje k s uvedenou vlastnostou, tak definujeme
char(F) = oo.

Predchddzajicu definiciu moézeme preformulovat aj nasledovne
char FF = min{k € N,k > 0;k x 1 = 0},

pricom minimum z prazdnej mnoziny chapeme ako nekonecno.

Charakteristiku mozno definovat aj vSeobecnejsie — pre Tubovolny okruh, pozri napriklad
[KGGS| Kapitola 4.4]. V pripade okruhu s jednotkou je této vSeobecnejsia definicia ekviva-
lentnd s definiciou, ktord sme tu uviedli pre polia. (My budeme charakteristiku potrebovat
iba pre polia.)

Priklad 5.2.2. char(Z,) = p, pretoze p x 1 = 0 (poc¢itame modulo p) pre 0 < k < p plati
VZpkx1=k#0.
char(Q) = oo, pretoze ziadny nasobok jednotky k x 1, pre kladné celé ¢isla k, nie je 0.

Lema 5.2.3. KaZdé konecné pole F' ma konecni charakteristiku.

Dékaz. Vyplyva z Dirichletovho principu.

Uvazujme mnozinu {k x 1;k € N,k > 0}. T4dto mnozina je konecné (je to podmnozina
konecénej mnoziny F'). Preto (na zaklade Dirichletovho principu) existuji rozne prirodzené
¢isla m,n > 0 také, ze

mx1l=mnx1.

Bez ujmy na vsSeobecnosti, nech m > n. Potom pre £k = m — n mame
kExl=(m-n)xl=mx1l—-nx1=0,

¢ize mnozina {k € Nk > 0;k x 1 = 0} je neprazdna, teda charakteristika (najmensi prvok
tejto mnoziny) je konecna. O

Poznamka 5.2.4. Existuji aj nekonecné polia s kone¢nou charakteristikou.
Tvrdenie 5.2.5. Charakteristika lubovolného pola F je prvocislo alebo co.

Dokaz. Staci ukazat, ze v pripade, Ze ak je charakteristika konecna, nemoze byt zlozené ¢islo.
Sporom. Predpokladajme, Ze charakteristika pola F' je zlozené ¢islo m, teda m = nk pre
nejaké prirodzené cisla 1 < n,k < m. Potom plati

mx1=(nk)x1=(mnx1)(kx1)=0.
Kazdé pole je okruh bez delitelov nuly, preto jeden z prvkov n x 1, k x 1 pola F musi byt 0.
Pritom n, k < m, o je spor s tym, ze m je (podla definicie charakteristiky) najmensie kladné

celé ¢islo s touto vlastnostou. O

Nasledujtice tvrdenie budeme v dalsich kapitoldch casto vyuzivat.
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KAPITOLA 5. POLIA 117

Tvrdenie 5.2.6. Nech F', F’' si polia a zobrazenie ¢: F — F' je okruhovy homomorfizmus.
Potom bud ¢[F] = {0}, alebo ¢[F] je podpole F’, ktoré je izomorfné s F. (Ingmi slovami:
zobrazenie ¢ je bud nulové alebo injektivne; ¢ize vnorenie — izomorfizmus na svoj obraz.)

Dékaz. Vieme, ze Ker ¢ je idedl v F. Jediné idedly v poli st vSak {0} a F. V prvom pripade
je homomorfizmus ¢ injektivny, v druhom pripade sa kazdy prvok zobrazi na nulu. O

Pomocou predchadzajiceho tvrdenia mdzeme ukdzat, ze (v zavislosti od charakteristiky)
kazdé pole obsahuje podpole (izomorfné s) Q alebo Z,,.

Tvrdenie 5.2.7. Ak char F' = oo, tak existuje injektivny homomorfizmus z Q do F.
Ak char F' = p pre nejaké prvocislo p, tak existuje injektivny homomorfizmus zo Z,, do F.

Dokaz. Zobrazenie p: Z — F
prz—zxl

je okruhovy homomorfizmus, pricom Ker ¢ obsahuje prave tie celé ¢isla, ktoré si nasobky
char(F) (a v pripade, Ze char F' = oo je Ker ¢ = {0}).

Ak char F = p, tak mdme (na zdklade vety o faktorovom izomorfizme) izomorfizmus
z 2/ Ker ¢ = Z/(char(F)) = Z/(p) = Z, na Im ¢. Tym dostavame hladany injektivny homo-
morfizmus zo Z, do F.

Ak char F = oo, tak Ker ' = (0) a ¢ je injektivny homomorfizmus zo Z do F. Ten sa
podla vety d4 rozsirit na injektivny homomorfizmus @: Q(Z) — F z podielového pola
oboru integrity Z do F'. Podielové pole Z je vSak prave pole raciondlnych cisel. O

Nasledujuce tvrdenie mé sice velmi jednoduchy dokaz, podari sa ndm vsak z neho odvodit
velmi zaujimavé dosledky.

Tvrdenie 5.2.8. Nech K, F si polia a K je nadpole pola F (t.j. K O F a operdcie na F
st zuZenia operdcii na K). Potom K je vektorovy priestor nad polom F (so scitovanim a
ndsobenim skaldrom rovnakym ako je scitovanie a ndsobenie v K).

Dokaz. Jednoduchy — jednotlivé vlastnosti z definicie vektorového priestoru po prepisani na
tento konkrétny priklad s vlastne zname vlastnosti pola ako distributivnost, asociativnost
nésobenia atd. (Dokaz je skoro identicky s postupom pouzitym v tlohédch 144.1.10|a I44.1.5)

O

Ako sme uz spomenuli, napriek jednoduchému dékazu bude mat pohlad na nadpole ako na
vektorovy priestor nad danym polom mnohé zaujimavé désledky. Ako prvy z nich si ukdzeme,
aky pocet prvkov moéze mat konecné pole.

Dosledok 5.2.9. Konecné pole charakteristiky p md p™ prvkov pre nejaké n € N.

Dokaz. Podla tvrdeniakaidé koneéné pole F s char(F') = p obsahuje podpole (izomorfné
$0) Z,,. Teda ho mo6zeme chépat ako vektorovy priestor nad Z,. Kedze mnozina F' je koneéna,
ide o konecnorozmerny vektorovy priestor, teda F' je (ako vektorovy priestor) izomorfny
s priestorom (Z,)" pre nejaké n (veta I{5.5.15). O

7 toho vyplyva, ze pocet prvkov konecného pola musi byt mocnina prvocisla. Napriklad
dostdvame, Ze nemdze existovat 6-prvkové pole. (Plat{ aj obratené tvrdenie, pre kazdi moc-
ninu prvodisla k = p™ existuje k-prvkové pole.)

Mozeme si vSimnut este jeden uzitoény fakt savisiaci s charakteristikou pola.
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Tvrdenie 5.2.10. Nech char(F) = p (p je prvocislo). Potom pre lubovolné a,b € F plati

(a+b)P =aP + P
(ab)? = aPbP

dize zobrazenie f: F — F, f(x) = aP, je homomorfizmus (endomorfizmus pola F).
Dalej pre lubovolné n € N a ¢ = p™ mdme

(a+b)?=a?+b?
(ab)? = a9b?

Dékaz. Jedind netrividlna Cast je rovnost (a+b)? = a? 4+ bP. Pouzitim binomickej vety (ktora
plati v kazdom komutativnom okruhu s jednotkou, tloha [4.2.22)) mame

(a+b)P = zp: (Z) x akbPF.

k=0

Chceme ukézat, Ze vSetky séitance s vynimkou prvého a posledného (t.j. k =0 a k = p) st
nulové.

Na to nam staci ukdzat, ze p | (f) v Z,kedze p je charakteristika pola, s ktorym pracujeme.
(Vieme, ze binomicky koeficient je vzdy celé ¢islo.) Ak vSak p je prvocislo, tak p deli Gitatel

zlomku
py___p
k El(p — k!)

pri¢om v menovateli sa (pre k # 0, p) vyskytni len ¢isla ostro mensie ako p, t.j. Ziadne z nich
nie je delitelné p. Z toho uz vyplyva, ze p deli toto ¢islo.

Poslednd cast tvrdenia, ktorda hovori o ¢ = p™, sa lahko odvodi z prvej c¢asti indukciou
vzhladom na n. O

Cvicenia

Uloha 5.2.1. Nech F je pole, a € F, a # 0. Dokazte, ze ak k x a = 0, tak plati k = 0 alebo
F mé kone¢nu charakteristiku a
char(F) | k,

t.j. k je celo¢iselny nasobok charakteristiky.

5.3 Rozsirenia poli

Prezentacia vysledkov v tejto kapitole i v nasledujucich kapitolach je podobnd ako v [KGGS
Kapitola 8], [DF, Chapter 13].
Na zaciatok za¢nime s definiciou pojmu rozsirenia pola.

Definicia 5.3.1. Ak K, F st polia a sucasne F' je podokruhom K, tak hovorime, ze K je
rozsirenim pola F'.

Vidime, Ze rozsirenie pola je vlastne len iné pomenovanie pre dvojicu pozostavajicu z pola
F a jeho nadpola K (¢ize vzdy, ked hovorime o rozsiren{ pola, médme na mysli dve polia).

Ak K je rozsirenie pola F', tak K moZeme chapat ako vektorovy priestor nad F' (tvrdenie
5.2.8)). Pre nas bude zaujimavy hlavne ten pripad, ked je to konecénorozmerny vektorovy
priestor.
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Definicia 5.3.2. Ak K je rozsirenie pola F' také, ze K je koneCnorozmerny vektorovy priestor
nad F, tak K nazyvame konecné rozsirenie pola F.
Dimenziu dr(K) pola K ako vektorového priestoru nad F nazyvame stuper rozsirenia a
oznacujeme [K : F.
K : F] = dp(K)

Priklad 5.3.3. Pole C je rozsirenim pola R. Vsimnime si, ze C = {a + bi;a,b € R}, a teda
1, 7 tvoria bazu C ako vektorového priestoru nad R. Preto [C: R] = 2.

Na C sa mdzeme pozerat tak, 7ze k polu R sme pridali koreii polynému 22 +1 (a aj vietky
dalsie prvky, ktoré si pridanie tohoto korena vynutilo, aby novovytvorend struktira bola opét
polom). V poli R polyném 22 + 1 nem4 kores.

Priklad 5.3.4. Vieme, 7e Q[v/2] = {a+bv/2;a,b € Q} je pole (1iloha I. Je to rozsirenie
pola Q. Ak sa na Q[v/2] pozrieme ako na vektorovy priestor nad Q, tak jeho bazu tvoria 1, /2.
(Rozmyslite si, preco st linedrne nezavislé nad Q.) Teda [Q[v/2] : Q] = 2.

Aj v tomto pripade mozeme toto rozsirenie chapat tak, ze k polu Q sme pridali koren
polynému 22 — 2. (V poli Q tento polyném nems koreii.)

V predchadzajtcich dvoch prikladoch sme videli, Ze k ireducibilnym polynémom z2 —2 €
Q[z], 2% + 1 € R[z] existuji koneéné rozsirenia, v ktorych uz tieto polynémy majt koreti.
Ukazeme, ze podobné tvrdenie plati pre Iubovolny ireducibilny polyném.

Veta 5.3.5. Nech F je pole a p(x) je ireducibilng polyném v F|x]. Potom existuje rozsirenie
pola F, v ktorom p(x) md koren.

Dékaz. Kedze p(z) je ireducibilny, (p(z)) je maximalny idedl v F[z] (tvrdenia[l.4.19|a[4.4.32).
Teda faktorovy okruh K = F[z]/(p(x)) je pole. O tomto poli K ukdzeme, Ze mé pozadované
vlastnosti.

Maéme kanonicky homomorfizmus ¢: F[z] — K taky, ze Kerp = (p(x)). Sucasne F je
podmnozinou Fz], teda mdme aj homomorfizmus ¢|p: F — K (z0Zenie homomorfizmu ¢
na podmnozinu F'). Tento homomorfizmus je nenulovy, kedZe na nulu sa zobrazia iba prvky
z Kerp = (p(z)), kam patria iba 0 a polynémy stupna aspon stp(z) > 1 (¢ize ziadny
nenulovy konStantny polyném — ziadny nenulovy prvok pola F'). Podla tvrdenia je to
teda injektivny homomorfizmus (vnorenie) a F mozeme chipat ako podpole K. Ide teda
skutocne o rozsirenie pola F.

Treba este dokédzat, ze p(x) ma v tomto poli koren. Ukézeme, Ze koreriom je prvok ¢(z) =
z + (p(x)). Kvoli zjednoduseniu zapisu budeme pouzivat oznacenie ¢(z) = T, resp. ¢(f(x)) =
f(z) pre lubovolné f(z) € Flx].

Mame rovnost

p(@) = p@) = p(a) + (p()) = 0+ (p(a));
ktord znamend, ze T je skutocne koreriom polynému p(z). (V predchddzajicom odvodeni
bola najdélezitejsim krokom rovnost oznacend (x), ktord je zalozend na tom, Ze ¢ je ho-

momorfizmus medzi komutativnymi okruhmi, teda zachovava sucet, sacin a teda aj vsetky
polynomické vyrazy)ﬂ O

10 nie¢o podrobnejsie zdévodnenie rovnosti (*): Ak p(x) = anz™ + ap—12™" "1 + -+ 4+ a1z + ag, tak

p(x) = anx™ + an—12" "1+ -+ a1z +ag
= ant™ +ap—12""1 4+ --- + @17 + a0
=@n T+ @1 T+ +a T+ ao

N
@ 4T+ an 1T -+ T+ ao

=p(@)
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120 Rozsirenia poli

Teraz ukazeme, ze rozsirenie K pola F' zostrojené v predchadzajicej vete je koneénym
rozsirenim.

Veta 5.3.6. Nech p(x) € Flx] je ireducibilng polyném o K = F[z]/(p(x)). Nech n = stp.
Oznaéme v = x + (p(z)) = (x) (kde p: Flz] — K oznacuje kanonicky homomorfizmus).
Potom 1,u,...,u" "' je bdza K ako vektorového priestoru nad F, ¢iZe

K={an,lu”_l+-~-+a1u+a0;a0,...,an,1 e F}.

Doékaz. Méme surjektivny homomorfizmus ¢: F|z] — K, ktory polyném f(x) zobrazi na
triedu f(z) + (p(x)) = f(u). (Teda kazdy prvok K mozno vyjadrit ako f(u) pre nejaké
f e Fla).)

Ak f(z) je lubovolny polyném z Flz], tak podla vety o deleni so zvyskom existuju g(z)
a r(x) také, ze

fx) = q(2)p(x) + r(x),

pricom str < st p = n Potom mame
fw) = f(z) + (p(x)) = r(2) + (p(2)) = 7(u) = @p_1u" " + -+ aru + ao.

Cize kazdy prvok z K sa skutocne vyjadrit ako linedrna kombinacia 1,u,...,u""" (s koef-
cientami z F), t.j. vektory 1,u,...,u" ! generuju vektorovy priestor K.

Este zostdva ukézat, ze 1,u,...,u" ! st linedrne nezavislé nad F. Predpokladajme, Ze
pre nejaké by, ..., b,_1 by platilo v K = Flz]/(p(x))

bp—qu™ ™+ 4 bu+ by = 0.
TAato rovnost vo faktorovom okruhu F[z]/(p(z)) znamend, ze v okruhu F[z] plati
bp—12" "'+ 4+ bz + by € (p(x)).

Jediny polyném v (p(z)), ktory ma stupenl menej ako n, je vSak nulovy polyném, preto
bp=by = =b,_1 =0, &ize 1,u,...,u" ! st skuto¢ne linedrne nezavislé. O]

Désledok 5.3.7. Ak p(z) € F[z] je ireducibilng polyndm stupria n, tak K = F[z]/(p(x)) je
konecéné rozsirenie F a stupern rozsirenia [K : F| je tieZ roung n.

[K : F] =stp(z)

Predchadzajiica veta ndm hovori, Ze kazdy prvok pola F[z]/(p(x)) mdzeme vyjadrit ako
ap_1u™ 14 +aju+ag pre nejaké ag, . .., a,_1 € F. V poli Flz]/(p(z)) vieme jednoduchym
sposobom s¢itovat a ndsobit —ide jednoducho o s¢itovanie a ndsobenie modulo p(z). Presnejsie
ak mame 2 prvky vyjadrené ako f(u) a g(u) pre nejaké polynémy f(x),g(x) € F|x] stuptia
mensieho ako n, tak ich sticet zodpovedd priamo stétu polynémov f(x) + g(x). Ich sidin
dostaneme tak, Ze vypocitame stéin f(z)g(z) a zistime jeho zvySok po deleni p(x). (Fakt,
Ze sCitovanie a ndsobenie v poli F[z]/(p(x)) sa sprava takymto spésobom, vyplyva priamo
z definicie faktorového okruhu.)

Priklad 5.3.8. UvaZujme polyném p(z) = z? + x + 1 nad polom Z,. Tento polyném je
ireducibilny, lebo ide o polyném druhého stupiia, ktory nemé v danom poli koren (tvrdenie
4.5.22)). Ak oznacime ako u triedu polynému z vo faktorovom okruhu GFy = Zs[x]/(p(x)),

Vsetky rovnosti su vlastne zalozené iba na definicii homomorfizmu, jedine zdévodnenie rovnosti (A) je iné. Tu
vyuzivame, Ze sme stotoznili (cez kanonicky homomorfizmus) prvok a z pola F' s jeho triedou @ v F[z]/(p(z))-
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KAPITOLA 5. POLIA 121

tak prvky pola GFy st {0,1,u,u + 1}. Na zdklade predchddzajicich Gvah vieme vyplnit
tabulku nasobenia a séitovania v tomto poli:
(au+b)+ (cu+d)=(a+bu+ (b+d)
(au + b)(cu + d) = acu® + (be + ad)u + bd = ac(u + 1) + (be + ad)u + bd = (ac + be + ad)u + (ac + bd)

+ 0 1 u u+1 . 0 1 u u+1
0 0 1 u u+1 0 0 0 0 0
1 1 0 u—+1 U 1 0 1 U u—+1
U U u—+1 0 1 u 0 U u—+1 1
u+1|u+1 u 1 0 u+1|0 uwu+1 1 u

Samozrejme, kedze polyném x2+ x4+ 1 je polyném druhého stupiia a ma v poli GF, korei,
musi sa dat rozlozit na linedrne ¢initele. Skuto¢ne v GFy plati 2> +x+1 = (z+u)(z+u+1).

Priklad 5.3.9. Polyném p(z) = 22 + 1 je ireducibilny nad R. Uvazujme pole R[z]/(2? + 1).
Pokusme sa zistit, comu sa v tomu poli rovna sicin (au + b)(cu + d). V R[x] mame rovnost

(az + b)(cx + d) = acx® + (cb + ad)z + be = ac(x?® + 1) + (cb + ad)x + (bd — ac).
Z toho dostavame rovnost v poli R[z]/(z? + 1)

(ax +b)(cx + d) + (p(x)) = (cb + ad)x + (bd — ac) + (p(x)),
(au+b)(cu+d) = (¢b+ ad)u + (bd — ac).

Vidime, ze predpis pre séitovanie nasobenie je rovnaky ako pre komplexné ¢isla, ¢ize sme
takto (aZ na izomorfizmus) ziskali pole C t.j. C = R[x]/(z% + 1)
Podobne dostaneme Q[v/2] = Q[x]/ (22 — 2).

Definicia 5.3.10. Ak K je rozsirenie F' a uy,...,u, € K, tak symbolom F(uy,...,u,)
oznacujeme podpole generované mnozinou F U {uq,...,u,}. (T.j. najmensie podpole, ktoré
obsahuje tito mnozinu, ¢ize prienik vsetkych podpoli, ktoré ju obsahuju.

V pripade, Ze existuje u € K také, Zze K = F(u) hovorime o jednoduchom rozsirens.

Vo vete sme ukézali, ze pre ireducibilny polyném p(z) existuje rozsirenie, v ktorom
tento polyném mé koren. Teraz ukazeme, Ze toto pole je jednoznacne urcené az na izomor-
fizmus.

Veta 5.3.11. Nech F je pole, p(x) € F[x] je ireducibilng polyném nad F a K je rozsirenie
F, ktoré obsahuje koren u polynému p(x). Potom

F(u) = Flz]/(p(x)).

Dékaz. Méame dosadzovaci homomorfizmus (definicia 4.3.15) ¢, : Fz] — F(u)

ou: a(z) = a(u).
KedZe u je koren p(x), plati p(z) € Ker ¢,,. Vdaka tomu je homomorfizmus g, : F[x]/(p(z)) —
F(u) uréeny ako
Pus alz) + (p(x)) = a(u)

2Takéto podpole vzdy existuje, sta¢i ukizat, Ze prienik podpoli je opét podpole; tiloha (Pripomeniem,
ze uz vieme, ze prienik podokruhov je podokruh; tloha 4.2.3])
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122 Rozsirenia poli

dobre definovany. (Ak a(z)
b(u) — a(u) = g(u)p(u) =0
reprezentanta. )

Zobrazenie @, je homomorfizmus poli. Je to nenulovy homomorfizmus, lebo %, (1) = 1.
Z toho vyplyva, Ze tento homomorfizmus je injektivny (tvrdenie .

Navyse v tomto zobrazeni sa kazdy prvok F' zobrazi sim na seba a x sa zobrazi na wu.
Kedze Im p,, je podpole K a obsahuje F' aj u, musi obsahovat celé F'(u). Teda homomorfizmus
@, je 1 surjektivny.

Ukézali sme, ze @, je izomorfizmus a teda polia F'(u) a F[z]/(p(z)) st skutoéne izomorfné.

O

b(x) patria do tej istej triedy, tak b(z) — a(x) = g(z)p(z), Cize

a
a b(u) = a(u). Teda definicia zobrazenia @, nezavisi od vyberu

7 predchéadzajicej vety vyplyva, ze dva korene ireducibilného polynému s algebraicky
nerozliSitelné v tom zmysle, Ze po ich pridani k polu F' dostaneme izomorfné polia. Tento
fakt o Cosi zovseobecnime v nasledujucej vete, kde nebudeme vychddzat z toho istého pola
ale z dvoch izomorfnych poli.

Najprv si vsimnime ako sa izomorfizmus medzi polami dé rozsirit na izomorfizmus medzi
ich okruhmi polynémov.

Poznamka 5.3.12. Nech ¢: F — F” je izomorfizmus, F aj F’ sd polia. Potom moézeme defi-
novat zobrazenie @: F[z] — F'[z], ktoré polynému z F[x] priradi polyném rovnakého stupria,
ktorého koeficienty dostaneme ako obrazy koeficientov povodného polynému v homomorfizme

©.
n n
AL i i
o E a;x’ > E o(a;)x
i=0 i=0
Pomerne jednoducho sa overi, Ze ide opét o izomorfizmus. KedZe ide o izomorfizmus, toto
zobrazenie musi zachovavat maximalne idedly, prvoidedly, ireducibilné prvky (=ireducibilné
polynémy) a mnohé dalsie vlastnosti.
Vsimnime si tiez, ze tento izomorfizmus navyse zachovava aj stupne polynémov.

Veta 5.3.13. Nech p: F — F' je izomorfizmus poli. Nech p(x) je ireducibilng polyném
nad F a p'(x) € F'[z] je polyném ¢(p) (&ize polyndm, ktory ziskame pouzitim izomorfizmu
p: F — F' na vsetky koeficienty polynému f(x)). Potom p'(x) je tieZ ireducibilng polynom
(nad F").
Nech u je koreri p(x) (v nejakom nadpoli F) a v je koren p'(x) (v nejakom nadpoli F').
Potom existuje izomorfizmus
o: F(u) = F'(v),

ktory zobrazi w na v a rozsiruje v, t.j. o(u) =v a o|lp = p.
Dokaz. Fakt, ze p'(x) je ireducibilny vyplyva priamo z existencie izomorfizmu ¢: Flx] —
F'lz].

Podla vety |5.3.11| je F(u) & F[z]/(p(z)) a F'(v) = F'[x]/(p'(x)) (pricom izomorfizmy
medzi uvedenymi poliami nemenia prvky z F, resp. prvky z F’). V skuto¢nosti ndm teda
staci hladat izomorfizmus (s pozadovanymi vlastnostami) medzi Fz]/(p(x)) a F'[z]/(p'(x)).

Mame zobrazenie ¢: F[z] — F’[x]. Definujme ¢: Flz]/(p(z)) — F'[z]/(p'(x)) predpisom

v: fx) + (p(@) = @(f(2) + (' (2))-

Ukéazeme, Ze toto zobrazenie je dobre definované a je to izomorfizmus s pozadovanymi
vlastnostami.
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Ak f(x) = g(x)p(x) 4 r(x), tak
¢(f(2)) = ¢lg(x))p'(x) + ¢(r(z)).

(V dalsom budeme namiesto @(r(z)) pouzivat strucnejsie oznacenie r’'(x).) Kedze zobrazenie
¢ zachovava stupne polynémov, predchadzajica rovnost ndm hovori, ze zachovava aj zvysky
po deleni p(z) a p/'(z). (T.j. zvySok polynému f(z) po deleni p(z) sa zobraz{ na zvySok
polynému @(f(z)) po deleni p'(z).)

To Specidlne znamend, Ze ak dva polynémy fi(x), fo(x) € F[x] maji rovnaky zvysok po
deleni p(z) (=st reprezentantmi tej istej triedy rozkladu v F[z]/(p(z))), tak aj ich obrazy
budi mat rovnaky zvysok po deleni p’(x). Z toho vidime, Ze zobrazenie ¢ je dobre definované.

7 predchadzajicej avahy vyplyva aj to, Zze 1 je homomorfizmus — zachoviva operacie
+ a -. S operdciou + nemdme ziadne problémy, pretoze s¢itovanie v F[x]/(p(x)) pracuje
rovnako ako sc¢itovanie polynémov a vieme, ze ¢ zachovava sCitovanie. Nasobenie funguje ako
nésobenie v F[z] (resp. v F'[z]) s tym rozdielom, Ze musime eSte urobit zvysok po deleni
p(z) (v druhom pripade p’(x)). Prave sme si ozrejmili, Ze ¢ zachovéva zvysky po deleni.

Zobrazenie ¢ zobrazi polyném x na polyném x (lebo ¢(1) = 1 pre lubovolny izomorfizmus
poli). Z toho vyplyva, ze koren z + (p(z)) polynému p(x) sa zobrazi na koreti = + (p'(x))
polynému p'(x).

Zatial teda vieme, Ze ¢ je homomorfizmus poli a je nenulovy (prvok x + (p(z)) sa zobrazi
na z + (p'(x)), ktory je nenulovy). Podla tvrdenia je tento homomorfizmus injektivny.
Navyse, pretoze ¢ je surjektivne zobrazenie, priamo z definicie v vyplyva, ze aj zobrazenie
1 je surjektivne. Je to teda izomorfizmus.

Uz sme videli, Zze ¢ zobraz{ koreti p(z) na koren p’(z). Z toho, ze ¢ nemeni prvky pola F
vyplyva, ze rovnaki vlastnost ma aj . O

Cvicéenia

Uloha 5.3.1. Nech K je pole a {F},i € I} je systém podpoli pola K. Dokazte, 7e aj prienik
Nic; Fi je podpolom pola K.

5.4 Algebraické rozsirenia

Definicia 5.4.1. Nech K je rozsirenie pola F. Nech u € K. Hovorime, Ze prvok u je algeb-
raicky nad F, ak existuje nenulovy polyném f(z) € F[x], ktorého koretiom je u.
Ak kazdy prvok rozsirenia K je algebraicky, hovorime, ze K je algebraické rozsirenie.

Priklad 5.4.2. Napriklad v/3 je algebraicky prvok na @Q, lebo je to koren polynému 22 —3 €
Q[z].

Néjst konkrétny priklad prvku, ktory nie je algebraicky nad Q, je tazsie. (Také prvky sa
zvykni nazyvat aj transcendentné.) Plati napriklad, Ze ¢éisla 7, e st transcendentné nad Q.
Dokaz vsak nie je jednoduchy. Na zaklade kardinality sa vSsak da zdovodnit, ze takéto cisla
existuju — ﬁloha (Je to vsak iba existenény dokaz; nenasli sme konkrétny priklad takého
¢isla.)

Pomerne Tahko sa dé ukazat, ze kazdé komplexné ¢islo je algebraické nad R. Konkrétne
2 = a + bi je korefiom polynému (z — a — bi)(z — a + bi) = 2% — 2ax + a® + V%

Ak u je algebraicky nad F', znamena to, Ze mnozina vsSetkych polynémov, ktorych korenom
je u, je neprazdna. Lahko sa overi, Zze tdto mnozina

{f(x) € Flal; f(u) = 0}
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124 Algebraické rozsirenia

je idedl v F[z]. KedZe F|xz] je okruh hlavnych idedlov, existuje polyném, ktory generuje tento
ideal.

Definicia 5.4.3. Ak u je algebraicky prvok nad F, tak minimdiny polyném prvku u je
normovany polyném, ktory generuje idedl { f(z) € F[z]; f(u) = 0}. Oznad¢ujeme ho m,,(x).
Stupen algebraického prvku definujeme ako stupen jeho minimélneho polynému. Oznacu-
jeme ho [u: F].
[u: F] = stm,(x)

Pretoze v definicii mame poziadavku normovanosti, minimalny polyném je urceny jed-
noznacne. Je to nenulovy normovany polyném najnizSiecho mozného stupna, ktory patri do
idedlu {f(x) € F[z]; f(u) = 0}.

Algebraicky prvok moze patrit do réznych rozsireni pola F (napriklad v/3 je prvkom R i
C, obe st rozsirenia Q). PretoZe jeho definicia pouziva len idedl v F[x], minimélny polyném
nezavisi od toho, aké rozsirenie obsahujice u uvazujeme.

Priklad 5.4.4. Polyném 22 — 3 je minimélny polyném é&isla /3 nad Q. (Nad R by mal tento
prvok minimélny polyném z — /3.)

Polyném z2+1 je minimalny polyném é&sla i nad R. (Nad C by mal tento prvok minimalny
polyném x — i. VSeobecne, ak u € F, tak m,(z) =z — u.)

Veta 5.4.5. Ak u je algebraicky prvok nad F a m,(z) € F|x] je jeho minimdiny polyném.
Potom my,(z) je ireducibilng polyném nad F,

F(u) = Fla]/(mu(z))
alu:F]l=[F(u):F].

Dokaz. Ak by bol polyném my,, (x) reducibilny, t.j. m,(z) = f(z)g(z) pre nejaké nekonStantné
polynémy f(x),g(x) € Flx], tak z rovnosti m,(u) = f(u)g(u) = 0 vyplyva f(u) = 0 alebo
g(u) = 0. To znamena, ze jeden z polynémov f(z), g(z) by patril do idedlu (m,(x)) a sti¢asne
by mal nizsi stupen ako m,(x), ¢o je spor.

7 vety B3.11] potom vypljva F(u) & Flz)/(m.(z)) a z dosledkuF30 méme [F() : F] =
stm, = [u: F]. O

Veta 5.4.6. Nech K je rozsirenie F' a uw € K. Prvok u je algebraicky nad F prave vtedy, ked
F(u) je konecné rozsirenie F.

Dokaz. Ak u je algebraicky, tak F(u) & Flz]/(m(x)) podla vety ¢o je konecné rozsi-
renie podla dosledku [5.3.7}

Obrétene, nech F(u) je koneéné rozsirenie F. Oznac¢me jeho stupen n. Nech dalej a €
F(u). Potom 1,u,...,u™ st linedrne zavislé v F(u) (chdpanom ako vektorovy priestor nad
F). Vyplyva to z toho, Ze méme (n + 1) vektorov vo vektorovom priestore dimenzie n.

Teda existuji co,c1,...,c, (nie vietky nulové) tak, Ze c,u” + --- + ciu + ¢ = 0. Cize
cnx™ 4+ -+ 1z 4o € Flx] je nenulovy polyném, ktorého koretiom je u. Teda u je algebraicky
prvok nad F'. O

Désledok 5.4.7. Nech K je rozsirenie F' a uw € K. Ak u # 0 a u je algebraicky prvok nad
polom F, tak aj u™! je algebraicky nad F.

Dékaz. Staci si uvedomit, ze F(u) = F(u™!). O

Dokaz by sme vedeli urobit aj priamo z definicie — tloha
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Dosledok 5.4.8. KazZdé konecné rozsirenie je algebraické.

Dékaz. Ak u € K, kde K je koneéné rozsirenie F, tak F'(u) je vektorovy podpriestor pries-
toru K. Teda F(u) je tiez kone¢norozmerny priestor (kone¢né rozsirenie) a u je, na ziklade

predchadzajuicej vety, algebraicky prvok nad F. O
Tvrdenie 5.4.9. Nech K je konecné rozsirenie pola L a prvky x1,...,x, tvoria bizu K ako
vektorového priestoru nad L. Nech L je konecné rozsirenie pola F a prvky yi,...,ys tvoria
bdzu L ako vektorového priestoru nad F. Potom mnoZina {x;y;;i = 1,...,n,j = 1,...,s}

tvori bizu K ako vektorového priestoru nad F.

Dokaz. Podla predpokladov kazdy prvok k € K mozno vyjadrit ako

n
k= E C;L;
i=1

pre vhodné ¢y, ..., ¢, € L. Dalej kazdé ¢; € L sa da vyjadrit v tvare

S
¢ = dijy;,
j=1
kde d;; € F'. Z tychto dvoch rovnosti dostdvame vyjadrenie prvku x
n S
=33 ey
i=1 j=1

ako linearnej kombinacie prvkov z;y; s koeficientami z F'.
Tym sme ukdzali, Ze mnozina {x;y;;i=1,...,n,j7 =1,...,s} generuje K ako vektorovy
priestor nad F. Aby sme ukéazali, Ze ide o bazu, sta¢i nam uz len overit jej linedrnu nezavislost.

Predpokladajme teda, ze
n S
> aiaiy; =0
i=1 j=1

pre nejaké koeficienty a;; € F.
Thato rovnost mézeme prepisat do tvaru

n S
Z aijY; €Ty = 0.
i=1 \j=1
Dostali sme, Ze linedrna kombindcia prvkov 1, . . ., x, (s koeficientami z L) je rovnd 0, pretoZe
T1,...,T, je baza, kazdy koeficient musi byt nulovy, teda pre kazdé i = 1,...,n mame
S
Z a,»jyj =0.
j=1
Pouzitim rovnakého argumentu, tentoraz pre bazu yi,...,ys priestoru L nad F, mame, ze
vSetky koeficienty a;; st nulové. Teda uvedené vektory su skutoc¢ne linedrne nezévislé (ako
prvky vektorového priestoru K nad polom F). O

Dosledok 5.4.10. Ak K je konecné rozsirenie pola L a L je konecné rozsirenie pola F, tak
aj K je konecné rozsirenie pola F a pre stupne rozsireni plati

[K:F|=[K:L)-[L:F|
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126 Algebraické rozsirenia

Iny dokaz tejto rovnosti pre pripad, ked F' je konecné pole, je naznaceny v tlohe [5.4.2]
Dosledok 5.4.11. Ak u € L, kde L je konecné rozsirenie pola F, tak

[w: F)|[L: F].

Dosledok 5.4.12. Ak u, v st algebraické prvky nad F, tak aj ich sucet uw+ v a sucin u - v
st algebraické proky.

Dokaz. Vieme, ze v je algebraicky prvok nad F, teda je to aj algebraicky prvok nad F(u).
(Je korenom polynému s koeficientami z F', tieto koeficienty sucasne patria do F'(u).)

To znamend, ze F'(v) je konecné rozsirenie F'(u). Stic¢asne F'(u) je koneéné rozsirenie F,
¢ize z dosledku mame, Ze F(u)(v) je koneéné rozsirenie pola F.

Preto kazdy prvok pola F(u)(v) je algebraicky nad F', Specidlne to plati aj pre prvky
u—+ v, u-v. L]

Poznamka 5.4.13. Ak sa v nadpoli K pozerame na vsetky algebraické prvky, tak tato
mnozina je uzavreta na sicin a sicet. Uz skor sme ukazali, Ze je uzavreta aj na inverzné prvky
(dosledok [5.4.7). Teda mnozina vSetkych algebraickych prvkov nad F (leziacich v rozsireni
K) opét tvori pole.

Priklad 5.4.14. Uvazujme rozsirenie Q(v/2,v/3) pola Q, t.j. najmensie podpole C obsahu-
jice QU {v/2,/3}.

Vieme, 7e Q(v2) = {a + bv/2;a,b € Q} a Q(v/3) = {a + bV/3;a,b € Q}, ¢ize [Q(V/2) :
Q) =2aj [Q(v3): Q] =2

Pole Q(v/2,v/3) mézeme chépat ako rozsirenie pola Q(v/2), konkrétne plati

Q(v2,v3) = Q(vV2)(V3).

(Na oboch stranich rovnosti je najmensie pole obsahujiice Q U {v/2,1/3}.)

Vypoditajme stupen [v/3 : Q(v/2)]. Pretoze v/3 je koreii polynému 2 — 3 (s koeficientami
z Q(v/2)), jeho stupeii je najviac 2. Stupen 1 by tento prvok mal iba ak by patril do Q(v/2).
Z predpokladu /3 = a + bv/2 pre nejaké a,b € Q vsak dostaneme

3 = a2+ 20% + 2abV/2

a z tejto rovnosti:
a) pre ab # 0 vyplyva /2 € Q, ¢o je spor;
b) pre b = 0 vypljva V3 = a € Q, spor;
c) pre a = 0 vyplyva v/3 = b\/2, ¢ize v/6 = 2b € Q, spor.
Teda plati [Q(v/3) : Q(v2)] = [V3 : Q(v/2)] = 2, z ¢oho dostaneme na zéklade predché-
dzajuicej vety

[@(v2,v3): Q] = [Q(V3) : Q(V2)] - [Q(v2) : Q] = 4

a z baz 1,v/2 pre Q(ﬂ) nad Q a 1,v/3 pre Q(ﬂ, \/3) nad Q(\/i) vieme vytvorit bazu
1,v2,v/3,v/6 pre Q(v2,/3) nad Q, teda plati

Q(V2,V3) = {a+bV2 + V3 +dV6;a,b,¢,d € Q}.
Vsimnime si, ze
Q(v2,v3) =Q(V2+ V3),
lebo kazdé nadpole Q, ktoré obsahuje u = /2 + /3, musi obsahovat aj
1 1 3—v2
= . V3-V2 =3 -2,
u V243 V3-V2
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a teda obsahuje aj prvky

ﬁ:é(ﬂwm%wg—ﬁ),

1 1
\/51 5(\/§+ \/5) - 5(\/3* \/5)
D4 sa dokazat, Zze nie¢o podobné plati vseobecne — kazdé konec¢né rozsirenie Q je jednoduché.

(Podobne pre Tubovolné pole nekoneénej charakteristiky.)

Vsimnime si, Ze mocniny prvku v/2 + /3 vieme vyjadrit ako linedrne kombinacie 1, v/2,
V3, V6, konkrétne

(V2+Vv3) =1
(V2+V3) =v2+V3
(V2+3)? =5+2V6
(V2+3)° =11vV2+9V3
(V2+V3)* =49 +20V6
Mame teda 5 vektorov (1,0,0,0), (0,1,1,0), (5,0,0,2), (0,11,9,0), (49,0,0,20) v priestore
dimenzie 4 — st teda linedrne zavislé a riesenim stustavy linearnych rovnic vieme najst nenulové
koeficienty také, Ze prislusnd linearna kombinacia tychto vektorov je nulovy vektor.
Dostaneme tak 1 — 10u? + u* = 0, ¢o znamena, Ze

zt —102% + 1
je minimalny polyném prvku u = v/2 + v/3. Teda
Q(V2,V3) =2 Q[z]/(z* — 1022 + 1).
Mézeme si ukazat aj inti moznost, ako sa d& najst m, (). Pre prvok u = v/2 4+ /3 mame
u—v2=1v3
(u—+v2)%=3
u? —2V2u+2=3
u? —1=2v2u
(u? —1)? = 8u?
ut —2u® +1 = 8u?
ut —10u® +1=0
Zistili sme, Ze u je korenom polynému x* — 1022 + 1, pri¢om tento polyném je normovany
a m4 raciondlne koeficienty. KedZe sme uz predtym videli, Ze [u : F| = 4, tak toto je presne
mininmélny polyném my,(z).
Cvicenia

Uloha 5.4.1. Nech K je rozsirenie pola F a u € K ~ {0} je korefiom polynému f(z) =

Cp™ + -+ + 17 + o € Flz]. Najdite taky polyném z Fx], ktorého koretiom je u~*.
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128 Rozkladové polia

Uloha 5.4.2. Nech F je konetné pole a L je jeho rozdirenie stupiia d = [K : F]. Ukézte,
7e potom pre pocty prvkov plati |K| = |F|?. Vedeli by ste s vyuzitim tohto faktu urobit iny
dokaz rovnosti [K : F| = [K : L] - [L : F] pre pripad, ze F je konecné pole?

Uloha 5.4.3. Nech L je roziirenie pola F' a u € L. Dokézte, ze ak [F(u) : F] = 5, tak
[F(u?): F] = 5.

Uloha 5.4.4. Ak [L : F] je prvodislo, tak pre kazdé u € L plati v € F alebo F(u) = L.

Uloha 5.4.5. V poli Q({/2) najdite inverzny prvok ku 1 —2+/2 + /4 (treba ho vyjadrit ako
a+ b2+ cv/4 pre vhodné a,b,c € Q.)

Uloha 5.4.6. Nijdite minimalne polynémy tychto ¢isel nad Q:

a) V24 1) 2 -3V ¢) V343 d) V2 V3Bie) V24 f) 1+ V2 - Vi g) ;15 + VA
34VT .5y 3

h) 20 V24 V2

Uloha 5.4.7. Uréite stupeii viacndsobného rozsirenia a najdite bazu nad Q:

a) Q(v3,V5); b) Q(i, v2); ¢) Q(V/5, v25); d) Q(1 + V2,1 — V/38)

Uloha 5.4.8*. Ak4 je kardinalita mnoziny Q[z]? AK4 je kardinalita mnoZiny vSetkych ¢isel,
ktoré moézeme dostat ako korene polynémov s raciondlnymi koeficientami? Viete na zaklade
toho zdovodnit, Ze existuje aspon jedno redlne ¢islo, ktoré je transcendentné? (T.j. aspoi
jedno ¢islo a € R, ktoré nie je koretiom Ziadneho polynému f(z) € Q[z].)

5.5 Rozkladové polia

Definicia 5.5.1. Nech F je pole, f(z) € F[z] je nekonStantny polyném. Rozsirenie K pola
F nazyvame rozkladovgm polom polynému f(x) nad F, ak existuji ¢ € F, uy,...,u, € K
také, ze L = F(uq,...,u,) a f sa d4 nad L rozlozit ako

f(x) =clx —u)(x —uz)...(x —up).
V priklade sme vlastne zostrojili rozkladové pole polynému z2 + z + 1 nad Zs.

Veta 5.5.2. Nech F je pole, f(x) € Flx] a st f =n > 0. Potom existuje rozsirenie K pola
F, ktoré je rozkladovym polom polyndmu f(x).

Dokaz. Indukciou vzhladom na n. Ak n = 1, tak je rozkladovym polom priamo F'.

Nech teraz m > 1 a tvrdenie plati pre vSetky polynémy stupna mensieho ako n nad
Iubovolnym polom. Podla vety [5.3.5] existuje rozsirenie pola F, v ktorom ma f aspon jeden
koreft u. (Staéi vo vete[5.3.5za p(z) zobrat ktorykolvek ireducibilny polyném deliaci f(z).)
Uvazujme pole F'(u). Polyném f(x) mozno nad F(u) rozlozit ako (z—u)g(z), pricom st g < n.
Nech F(u)(ug, ..., uy) je rozkladové pole g(z) nad F(u). Lahko vidime, ze F(u)(ug, ..., u,) =
F(u,ug,...,uy,) je rozkladové pole polynému f(z). (Polyném f(x) v iom mozno rozlozit na
suéin koretiovych ¢initelov a toto pole je generované n korenmi polynému f(x).) O

Predchadzajica veta hovori, Ze pre dany polyném stupna n existuje pole v ktorom tento
polyném mé n korenov. Steinitzova veta[4.5.16] ktort sme si uviedli bez dokazu, je podstatne
silnejsi vysledok — tam méme jediné pole, ktoré spiiia tito vlastnost pre vSetky polynémy
z Flzx].

Dalej ukazeme Ze rozkladové pole polynému f(z) nad polom F je uréené jednoznaéne az
na izomorfizmus. (V dokaze sme svedkami situdcie, s ktorou sme sa uz viackrat stretli — pri
dokaze indukciou je niekedy vyhodnejsie dokazovat o nieco silnejsie tvrdenie, pretoze potom
nam silnejsie predpoklady mozu zjednodusit dékaz indukéného kroku.)
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Veta 5.5.3. Nech ¢: F — F' je izomorfizmus poli, f(x) € Flz] a f'(z) € F'[z] je polyndm,
ktory ziskame z f(x) aplikovanim ¢ na vietky koeficienty polynému f(x). (V oznacend z po-
andmky[5.5.19 to znamend f'(z) = ¢(f(z)).) Ak K je rozkladové pole polynému f(z) a L je
rozkladové pole polynému f'(x), tak existuje izomorfizmus o: K — L, ktory navyse rozsiruje
, t.j. o|lp = p.

Dékaz. Dokaz urobime indukciou vzhladom na stupen n polynému f(z).

1° Ak stupen f(z) je 1, tak jeho rozkladovym polom je priamo pole F. Teda v tomto
pripade tvrdenie plati.

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre lubovolni dvojicu izomorfnych poli a Tubovolny
polyném stupnia mensieho ako n. Nech K = F(u; ... u,) je rozkladové pole polynému f(x)
nad polom F a nech L = F'(v; ...v,) je rozkladové pole f'(x) nad F’. Potom tieto polynémy
mbzeme rozlozit ako f(x) =c(zx —wu1)...(x —uy) a f'(z) = (x —v1) ... (x — vy).

Sucasne mame K = F(uq)(uz ... uy) (t.j. K je rozkladové pole polynému f(z) nad F(uq))
a takisto L = F'(v1)(vs ... v, ). NavySe mozeme predpokladat, Ze u; a vq st korefimi navzajom
si zodpovedajucich ireducibilnych faktorov polynémov f(z) a f’'(z). (To sa dd dosiahnut
pripadnou vymenou koretiov.) Potom st podla vety mozno izomorfizmus ¢ rozsirit na
izomorfizmus ¢’: F(u;) — F'(v1) taky, ze o'|p = . Na ziklade indukéného predpokladu
mozeme potom tento izomorfizmus rozsirit na izomorfizmus o: K — L. O

Déosledok 5.5.4. Lubovolné dve rozkladové polia polynému f(x) nad F si izomorfné.

Predchadzajici vysledok nam umoznuje dokézat tplnta charakterizaciu konecnych poli.
Vieme uz, ze pocet prvkov kone¢ného pola musi byt mocninou prvoéisla. Dokézeme, ze pre
kazdé g = p™ (p je prvocislo) existuje g-prvkové pole a je ur¢ené jednoznacne az na izomor-
fizmus.

Veta 5.5.5. Nech q = p", kde p je prvocislo a n > 0 je prirodzené cislo. Potom existuje (aZ
na izomorfizmus jediné) q-prokové pole. Je to rozkladové pole polyndmu x? — x nad Z,.

Dokaz. Kedze pole s uvedenymi vlastnostami mé charakteristiku p, obsahuje ako svoje pod-
pole Zj,.

Najprv si vS§imnime, ze ak g-prvkové pole existuje, musi to byt skutoc¢ne rozkladové pole
polynému 29 — x nad Z,. Vyplyva to z toho, ze pre kazdé = # 0 plati 2971 = 1. (Dostaneme
to z Lagrangeovej vety — pozri dosledok alebo tiez z tloh 143.3.14] ¢i 1{3.3.15]) Teda
skutocne kazdy prvok pola F' je korenom polynému x?¢ — x. Zistili sme teda, ze x9 — x ma
v tomto poli ¢ navzajom réznych korenov a teda sa da rozlozit na sicin linedrnych faktorov.
(Konkrétne sa da rozlozit ako 29 —x = [] (z — u).)

ueF
Staci nam teda overit, ze rozkladové peole polynému x? — x mé prave g prvkov. Vsimnime

si, Ze v poli charakteristiky p plati (a + b)P = a? + bP a dokonca aj

(a+0b)!=a?+b?

(pozri tvrdenie To znamena, ze korene polynému x? — x st uzavreté vzhladom na
scitovanie. Liahko potom vidno, Ze st uzavreté aj na rozdiel a nasobenie.

Vieme dostat aj uzavretost vzhladom na inverzné prvky - ak nejaké nenulové a spiﬁa
a? = a, a teda aj a?~! = 1, tak aj pre inverzny prvok platf (a=1)?" ! =1aaj (¢ 1)?=0a"".
Je teda koreriom toho polynému z? — z.

Teda samotné korene uz tvoria pole — bude to rozkladové pole polynému z¢ — z, ktoré
mé prave ¢ prvkov — ¢ roznych koretiov tohoto polynému. (Pomocou tvrdenia lahko
ukézeme, ze polyném z? — x nemé nasobné korene, kedze jeho derivacia je —1. Tento fakt
mozeme zdbévodnit aj bez pouzitia formalnej derivacie — tloha ) O
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Priklad 5.5.6. V priklade [5.3.8) sme videli priklad 4-prvkového pola. Podla predoslej vety

by to malo byt, aZ na izomorfizmus, prave rozkladové pole polynému z* — x.

Skutocne sa mdzeme presvedéit, ze v tomto poli dostaneme
=2t r=2@+ ) =2@+ D@2 +r+ ) =z@+D)(z+u)(z+u+l).
Teda tento polyném sa da rozlozit na korenové ¢initele, pricom korene s prave vsetky prvky
pola: 0, 1, u, u+ 1.
Cvicenia

Uloha 5.5.1. Nech F je pole a ¢ € F. Oznaéme f(x) = 2™ — 1.
a) Ukdzte, ze ak ¢ je koren polynému f(x), tak

f@)y=(z—c)(@" e 242" 3 4 f " 24 Y.
b) Ukdzte, ze ak f(z) mé nasobny koren F, tak F mé konecénu charakteristiku a char(F') | n.
Uloha 5.5.2. Ukézte s pouzitim tlohy Ze polyném
f@) =" —a
v poli charakteristiky p neméa nésobné korene.

Uloha 5.5.3. N4jdite izomorfizmus medzi polami Zs[x]/(z* + 1) a Zs[z]/ (22 + = + 2). (Po-
znamka: Z vysledkov v tejto kapitole vieme dostat, ze obe st 9-prvkové polia a teda nutne
musia byt izomorfné. V tejto tilohe by sme chceli priamo néjst konkrétny izomorfizmus.)

Uloha 5.5.4*. a) Ukéite, ze Zs[z]/(z% + = + 2) je pole. Kolko mé prvkov?
b) Najdite rozklad polynému x? + 1 v tomto poli na ireducibilné polynémy.
¢) N4jdite rozklad polynému z* + 1 v tomto poli na ireducibilné polynémy.
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trieda grupy podla podgrupy,

veta
Cayleyho, [33]
Lagrangeova, [A1]
o izomorfizme,
o izomorfizme,
druha,
tretia, [50]
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