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Uvod

Verzia: 14. februara 2024

Predhovor

V ramci tohoto textu sa budeme obcas odkazovat aj na veci z predchadzajicich semestrov.
Takéto odkazy budu oznacené napriklad ako veta I alebo veta II (Kedze ste
absolvovali predmety Algebra 1,2 d& sa predpokladat, Zze budete vediet o aka vetu ide. Toto
je viac-menej pomocka - ak si nebudete isti, mdzete si tam znenie prislusenej vety, lemy,
¢i definicie skontrolovat.) Verzia pozndmok z predchddzajicich semestrov, na ktoru sa toto
¢islovanie vztahuje, bude tiez na stranke predmetu.

Casti oznacené hviezdickou st nepovinné — doplnil som ich preto, ze by Vés niektoré
z nich mohli zaujimat. V cviceniach hviezdicka oznacuje naroc¢nejsie cvicenia a + oznacuje
nepovinné cvicenia (napriklad tie, ktoré sa tykaji nepovinnych casti).

Sylaby a literattura

Sylaby predmetu: Skalarny sucin, ortonormélna béza a ortogonalna projekcia na pod-
priestor. Kvadratické formy a ich kanonické tvary. Pozitivna (semi)definitnost matice a kvad-
ratickej formy a kritérid na overenie pozitivnej definitnosti.

Zmena bazy, podobné matice. Podobnost matice s diagondlnou maticou. Vlastné ¢isla
a vlastné vektory, charakteristicky polyném. Ortogondlne matice, ortogonalna podobnost,
Schurova veta a veta o hlavnych osiach.

Symetrické polynémy. Pouzitie rychlej Fourierovej transformécie pri nasobeni velkych
Cisel.

Literatura: Zékladnou literatirou pre tento kurz je [KGGS|; objavia sa vSak aj témy, ktoré
v tejto knihe spracované nie si1, k nim sem ¢asom doplnim vhodnu literataru.

Cvicenia v texte som vyberal z knih [KGGS| [BM|, [FS1], [FS2] [Kl, [Prol].

Oznacenia

Ako obvykle, Z, Q, R, C oznac¢uje mnozinu celych, raciondlnych, redlnych a komplexnych
¢isel, N={1,2,3,...} je mnoZina prirodzenych ¢isel a No = NU {0}.

Oznacenie AP pouzivame pre mnozinu zobrazeni z B do A. Specilne v niektorjch pri-
kladoch sa vyskytuje mnozina R® a RN, na oboch tychto mnozinich sa daji prirodzenym
sposobom zaviest sCitovanie a nasobenie tak, ze tieto mnoziny tvoria vektorové priestory.



Kapitola 1

Euklidovské vektorové priestory

Této kapitola je spracovand prevazne na zdklade [KGGS| 1.16,1.17].

1.1 Skalarny sicin

Skaldrny sucin vektorov patriacich do R? alebo R? poznate zo strednej skoly. Tam ste skalarny
sucin vektorov & = (a1,as) a 8 = (b1, ba) definovali ako

-,

<5£, ﬁ> = a1b1 + agbs.

(Pouzivali ste iné oznadenie pre skaldrny sucin, ako budeme pouzivat my.) Takisto ste sa na
strednej skole naucili, ako suvisi skalarny sucin s velkostou vektora a uhlom, ktory zvieraju
2 vektory:

,B) = 1d]|6] cos g,
6] = \/ai + a3 = V/(@, ).

My by sme teraz chceli zaviest definiciu skaldrneho sic¢inu o nieco vSeobecnejsie — chceli
by sme popisat, aké vlastnosti by mal mat skaldrny stcin, aby sme pomocou neho mohli
zmysluplne hovorif o velkosti alebo uhle vektorov z daného vektorového priestoru. Budeme
opéat postupovat axiomaticky — zavedieme si niekolko zakladnych vlastnosti skalarneho sii¢inu,
z ktorych sa budu dat odvodit ostatné.

X

Definicia 1.1.1. Nech (V,+, ) je vektorovy priestor nad polom R. Potom zobrazenie g: V x
V' — R sa nazyva skaldrny sucin na V', ak pre lubovolné &, 3 € V a ¢ € R plati

(iii) g(cd, B) = cg(d, B),
(iv) ak @ # 0, tak g(@,a) > 0.

Vektorovy priestor V' spolu so skaldrnym st¢inom g nazyvame euklidovskym vektorovym
priestorom.
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Predchadzajicu definiciu mézeme strucéne preformulovat tak, Ze zobrazenie g je symet-
rické , kladne definitné , a bilinearne a . S pojmom kladnej definitnosti sa
este stretneme, budeme sa nim zaoberat podrobnejsie v casti[2.3] Tento pojem by ste mohli
poznat aj z matematickej analyzy, kde ste sa s nim mohli stretnuf v stvislosti s hladanim
extrémov viac premennych. Pod bilinearitou rozumieme to, ze zobrazenie je linedrne v oboch
premennych — ak zvolim pevne vektor & a menim E , mézeme ho chapat ako zobrazenie, ktoré
vektoru E priradi realne cislo. Z a vidime, Ze toto zobrazenie je linedrne. Rovnako je
to aj v pripade, ze fixujeme E

Vsimnite si, ze skalarny sicin sme definovali iba pre vektorové priestory nad polom R.

Namiesto (@, ) budeme pouzivat oznacenie (@, ). Pri tomto oznadeni uvedené vlast-
nosti mdézeme prepisat nasledovne:

(iv) ak @ # 0, tak (&,d) > 0.

Podmienku mozno ekvivalentne vyjadrit aj tak, ze pre kazdy vektor & plati (@, &) > 0
a rovnost nastdva jedine pre @ = 0. (Skuste si rozmysliet, ako z prvych troch podmienok
v definicii vyplyva, Ze (0, &) = 0 pre Iubovolné @.)

Ak V je euklidovsky vektorovy priestor, tak aj kazdy jeho podpriestor je euklidovsky
priestor (s rovnako definovanym skaldrnym stéinom).

Poznamka 1.1.2. Niekedy sa skalarny sacin definuje aj pre vektorové priestory nad polom
C. V tomto pripade sa podmienka ({il) zmeni na

-

(. B) = (5, ).

Vsimnime si, Ze tdto podmienka implikuje, Ze (@, &) = (&, @), a teda (&, @) € R. Vdaka tomu
ma zmysel aj podmienka .
My sa vSak budeme zaoberat iba realnymi euklidovskymi priestormi.

Priklad 1.1.3. Zoberme si vektorovy priestor R" s obvyklym scitovanim a skaldrnym na-
sobkom (po zlozkach). Potom pre vektory & = (ay,...,a,) a 8 = (b1,...,b,) definujeme

(@, 8) = Z arby.
k=1

V pripade R? alebo R? dostdvame skaldrny stéin ako ho poznéte zo strednej gkoly.
Vlastnosti z definicie skaldrneho stc¢inu sa overia pomerne jednoducho. Vlastnost je
zrejma. Vlastnosti a sa overia jednoduchou tupravou:

n

Z(ak + bk)ck = Z(akck + bkck) = Zakck + Z br.c,
= k=1 k=1

k=1 k=1
n
E cap = C E ag
k=1 k=1



6 Skalarny suéin

Aby sme overili vlastnost , staci si vS§imnuf, ze
n
(@,d) =Y d.
k=1

Pretoze aj > 0, aj skaldrny suéin (@, @) > 0 a rovny 0 bude iba v pripade, Ze vSetky s¢itance
st nulové, t.j. a = 0 pre kazdé k a @ = 0.

Priklad 1.1.4. Definujme na R? skaldrny stéin nasledovne:

-

(@, B) = a1by + a1by + azby + 2a2ba,

pre @ = (a1, az) a § = (by,by). Vlastnosti f sa overia Tahko. Vlastnost vyplyva
z toho, 7Ze

(@,d) = a2 + 2a1a9 + 203 = (a1 + a2)? + a3,
¢ize (@,d) = 0 plati prave vtedy, ked a; = 0 a stGcasne a1 + as = 0, teda a1 = ag = 0, Cize
& =
Priklad 1.1.5. Postup z predchadzajiceho prikladu sa d& zovseobecnit. VSimnime si, ze je
to Specialny pripad nasledujiceho zapisu:

b
Loz ba AT
g(@,B) =(a1...a,)C | . | =aCB",
by
kde C' je redlna matica typu nxn. Takyto predpis priradi dvom vektorom & = (ay, .. ., a,), E =
(b1,...,b,) € R™ nejaké redlne ¢islo. Nie vzdy to vSak bude skaldrny stcin.

Vsimnime si, ze tento predpis mézeme zapisat aj takto:

g(ég7 g) = Z Zaicijbj.

i=1 j=1

V pripade, zZe ide o symetrickd maticu, ¢ize c¢;; = c;;, lahko zistime, Ze je splnena podmienka
(). Podmienky (i) a st splnené pre lubovolnt maticu.
S podmienkou je to o nieco komplikovanejsie. Budeme sa nou zaoberat neskor.

Priklad 1.1.6. Ako C(a,b) oznac¢ime mnozinu vSetkych spojitych funkeii f: (a,b) — R.
Tieto funkcie tvoria vektorovy podpriestor priestoru vSetkych funkeif z (a,b) do R a predpis

b
(f.g) = / f(2)g(z)dx

definuje skaldrny sti¢in na tomto priestore. (Takto by sme vedeli definovat skaldrny sicin aj
na podstatne viac¢Som priestore funkcii — stacilo by zvolit nejaké podmienky, ktoré zarucia, ze
sicin f(x)g(x) bude mat koneény integral. Ked vSak pouzijeme aj nespojité funkcie, budeme
mat problémy pri overovani podmienky . Pravdepodobne v niektorom z vyssich ro¢nikov
sa na analyze stretnete s Fourierovymi radmi, kde sa objavi tento isty skalarny sucin a
dozviete sa tam aj ako sa to dé definovat tak, aby to fungovalo aj pre iné funkcie, nielen
spojité.)

Ak mame euklidovsky vektorovy priestor, tak mézeme prirodzenym spdsobom zadefinovat
velkost vektora a uhol dvoch vektorov. Uvidime, Ze takto zavedend velkost vektora spliia
viaceré vlastnosti, ktoré platia pre velkost vektora v R? a R3.
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Definicia 1.1.7. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Potom pre & € V definujeme
velkost vektora a ako

—

|al = v{@,a).

Vsimnite si, ze podmienka z definicie skaldrneho stuc¢inu zarudi, ze velkost je definovana
pre lubovolny vektor (nikdy v predpise pre |&| nedostaneme odmocninu zo zaporného disla.)
Niekedy sa pouziva aj oznadenie ||@|| (napriklad v [KGGS]).

Tvrdenie 1.1.8. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Pre lubovolné &, E €eVacelR
plati:

(i) |l = 0

(i) |@| =0 < d=0
(iit) |cd| = [c]|@|

(iv) (@, B)] < |a@||B] (Schwarzova nerovnost)

() |&@+ B] <@l + 8] (trojuholnikovd nerovnost)

Vv nastdva rovnost prave vtedy, ked vektor a je ndasobkom vektora 5
V nastane rovnost, ak @ je nezdpornym ndsobkom (3.

Nerovnost z moézete stretnif aj pod ndzvom Cauchy-Schwarzova alebo Cauchy-
Buniakovského nerovnost.

Dokaz. Vlastnosti , , sa overia lahko priamo z definicie.
1' Dokazeme pouzitim vlastnosti H pre vektor @ + ¢, kde ¢ je Tubovolné realne ¢islo.
Na zaklade vlastnost{ skalarneho sii¢inu moézeme urobit tieto tpravy:

@+ cB]? = (@+cB,a+cB) = (@, a) +2¢(a, B) + (B, f) = |a|> + 2¢(@, B) + 2| 5> > 0.

Pretoze uvedend nerovnost ma platit pre kazdé realne ¢islo ¢ a mozeme ju chapat ako kvadra-
tickd nerovnicu s nezndmou ¢, diskriminant tejto nerovnice nesmie byt kladny (aby prislusnd
kvadratickd rovnica nemala nenulové redlne korene)

D = 4(a, )2 — ala? 3 < o.
7 tejto nerovnosti dostaneme
(@ p)" < la’|s?
(@, B)| < |al|B]
Tym je dokdzana platnost nerovnosti pre Tubovolné vektory &, 5 Este sa pozrime

-,
—

na otazku, kedy nastéva rovnost. Z rovnosti |(@, 3| = |@||8] vyplyva D = 0. Potom existuje
také ¢ € R, zZe plati |@ + cg| = 0. To znamena, ze & + cg =0, Cize a = —cg. Zistili sme teda,
ze ak nastane rovnost, tak & musi nutne byt ndsobkom 5 Lahko sa overi, ze ak vektor & je
nasobkom vektora ﬁ , tak rovnost skutoc¢ne nastane.
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(v) Poktisme sa upravit vyraz |&@ + 312, Plati
() pravit vy

@+ B = (@+B,d+B) = (d,a) +2(aB) + (B,5) =
- . (1 5 - 5
a? +2(a, 8) + 181> < |a* +2|al|8] + |B* = (|a| + |6])?

(v nerovnosti (1) sme pouzili Schwarzovu nerovnost ) 7 poslednej nerovnosti uz vyplyva

v)

Aby platila rovnost, musi platit rovnost v Schwarzovej nerovnosti pouzitej v (1). Teda
& = kf pre nejaké k € R. Lahko sa overi, Ze k rovnosti dojde iba v pripade, ze k > 0. (Staci
si uvedomit, ze |& + k&@| = |1 + k| - |&] a |@| + [kd] = (1 + |k]) - |&].) O

Schwarzova nerovnost pre priestor R™ s obvyklym skaldrnym suc¢inom sa ¢asto pouziva
pri dokaze réznych nerovnosti.

Definicia 1.1.9. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor.
Uhol dvoch nenulovych vektorov definujeme ako taky uhol, pre ktory plati

< ?

cos p = —.

|al|8

V pripade, ze niektory z vektorov je nulovy, polozime ¢ = 0.

\/l

Q1

Vsimnite si, ze vdaka Schwarzovej nerovnosti je vyraz vystupujtci v definicii uhla dvoch
vektorov z intervalu (—1,1), teda takyto uhol skutocéne existuje.

Definicia 1.1.10. Vektory &, 3 € V nazveme kolmé (ortogondlne), ak (&, E) =0.
O k-tici vektorov @y, ...,d hovorime, Ze tieto vektory su ortogondlne, ak lubovolné 2
z nich si ortogonélne, t.j. (&;, d;) = 0 pre kazdé i # j.

Tvrdenie 1.1.11. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Ak nenulové vektory dy, . . ., dy
st ortogondlne, tak su linedrne nezdvislé.

Doékaz. Nech cq1,...,c, € R sa také, ze ciay + -+ + cpdy = 0. Zoberme lubovolné i €
{1,2,...,k}. Potom dostaneme

0 = (a, 6) = (@, 101 + -+ + cpdy) = Ci|di|2.
Této rovnost moze platit jedine ak & = 0 alebo ¢; = 0. Pretoze @; # 0, plati ¢; = 0.
Pouzitim rovnakej tvahy pre vsetky ¢ = 1,2,..., k dostaneme ¢; = ¢ = ... = ¢ = 0. Teda
dané vektory sil linearne nezavislé. O

Definicia 1.1.12. Nech V je euklidovsky priestor a M C V. Potom
Mt ={@ecV;(a,fj) =0 pre vietky 3 € M}
sa nazyva ortogondlny doplnok mnoziny M.

Tvrdenie 1.1.13. Nech V je euklidovsky priestor a M C V. Potom M* je vektorovy pod-
priestor priestoru V.
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Dékaz. Zrejme 0 € ML, preto M+ je neprazdna mnoZina.
Treba este overit, Ze pre vietky @y, ds € M+ a c,d € R aj cd; + dds € M*. Ak pre
vSetky 8 € M plati (@1, 5) =0 a (@2, ) = 0, tak aj

-, - =

<C&1 + d&276> = C<O_Zl,6> + d<0_2276> = 07
teda cdy + ddy € M*. O
Tvrdenie 1.1.14. Ak V je euklidovsky priestor a M C N CV, tak

Nt c Mt

Doékaz. Ak a € N+, tak (@, §> = 0 pre vSetky vektory B € N. To ale znamena4, 7e (@ py=0
plati aj pre vietky vektory 3 € M (pretoze M C N), a teda N+ C M+, O

—

Lema 1.1.15. Nech V je euklidovsky priestor a &,...,d, € V. Nech S = [d4,...,d] je
podpriestor vygenerovany tymito vektormi. Potom S+ = {ay,...,dy}+ .

Doékaz. 7 toho, ze {dy,...,dr} C S vyplyva inklizia S+ C {@y,...,d}*.

Naopak, nech E € {ai,...,ay}*. To znamena, ze (ﬁ, a@;) =0prei=1,2,...,k Potom
<[§, @) = 0 aj pre lubovolny vektor & € [dy, ..., dx], pretoze kazdy vektor z tohoto podpriesto-
ru ma tvar a = c1d; + - + ¢y a

(B,c181 + -+ cx@y) = e1(B,d1) + ... + (B, dx) = 0.

Tvrdenie 1.1.16. Ak V je euklidovsky priestor a S, T si podpriestory V, tak
(S+T)t=s5tn1t.

Doékaz. Pretoze S C S+ T aj T C S+ T mame (S + T)+ C St a stéasne (S +T)+ C T+,
z ¢oho vyplyva
(S+T)-CStnTt.

Naopak, ak & € S+ NT+, tak vektor @ je kolmy na Iubovolny vektor z S aj na Iubovolny
vektor z T'. Kazdy vektor z S + T sa da zapisat v tvare 5+ 5, kde 5 € SayeT, takze
potom plati . .

(@ pB+7)=(ap)+ (a7 =0,
teda a je kolmy na kazdy vektor z S + T, ¢ize patri do (S + T)*. Ukézali sme, 7e plati aj
opacnd inklizia
StNTHC(S+T)*h

1.2 Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Definicia 1.2.1. Vektory d, ..., d, sa nazyvaju ortonormdlne, ak pre vSetky i plati |&@;| = 1

a pre ¢ # j plati
(a,a;) = 0.
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Struéne povedané, su to ortogondlne normované vektory (pod slovom ,normované“ roz-
umieme, Ze ich velkost je 1).

7 tvrdenia [1.1.11] vyplyva, Ze ortonormélne vektory su linearne nezavislé. Ak ich teda
bude dost vela (v pripade koneénorozmerného priestoru tolko, kolko je dimenzia priestoru),
mozu tvorit bazu.

Definicia 1.2.2. Ak vektory a1, ..., d, st ortonormélne a tvoria bazu vektorového priestoru
V', tak tato bazu nazyvame ortonormdlna bdza.

Priklad 1.2.3. Najjednoduchsi priklad je standardnd béza €7, ..., €, v priestore R™ so Stan-
dardnym skalarnym stc¢inom
<0_2, > = Z akbk.

k=1

V takomto euklidovskom priestore maju vsetky vektory €i,..., €, velkost 1 a kazdy z nich
je kolmy na vsetky ostatné.

Vyhoda ortonormaéalnej bazy spociva v tom, ze ak mame 2 vektory vyjadrené pomocou
ortonormalnej bazy velmi Tahko vypocitame ich skalarny siacéin — v podstate rovnako ako
v predchadzajicom priklade.

Majme & = c1dy + -+ + ¢, dyp a 5 = dydy + -+ + dpad,, kde vektory as,...,d, tvoria
ortonorméalnu bazu. Potom

(@,B) ={(c1a1 4+ + cplp,d1d1 + -+ - + dpdp) = E E cid;(d;, aj).
=1 j=1
Jediné nenulové ¢leny v predchadzajicej sume s tie, kde ¢ = j. NavySe vieme, Ze (@;, @;) = 1.

Dostaneme teda
(@ p) = Zcz i

Nasim najbliz§im cielom je ukazat ako z Tubovolnej bazy v euklidovskom vektorovom
priestore vieme dostat ortonormalnu bazu. Dékaz nasledujtcej vety poskytuje jej konstrukciu,
ktora sa zvykne nazyvat Gram-Schmidtov ortogonaliza¢ny proces.

Veta 1.2.4. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a di,...,d, je bdza priestoru V.
Potom existuje ortonormdlna bdza ,6’1, ey ﬁn priestoru V.

Dékaz. Nech @y, ..., d, je baza priestoru V. Najprv sa pokisime najst taki bazu 71, ...,9,
priestoru V, ktorej vektory si ortogonalne.

Y1 =aq

o =02 + c2a1 1
V3 =q3 + 3171 + 3272

'771 :dn + Cnl'?l + Cn2’?2 +...+ Cn,n—l'?n—l

Budeme postupovat indukciou. Prvy krok indukcie je jasny - staci polozit 4, = aj.
Predpokladajme teraz, ze uz sme nasli k& ortogonalnych vektorov 71, ..., 7k, ktoré maji
uvedeny tvar. Navyse plati

[&1,..-7&]@] = [’?1’"'7;);]6]'

10
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Cheeli by sme najst vektor Y511 kolmy na vsetky predchadzajice, ktory by mal navyse tvar
Vrt1 = Qp1 + Chr1171 + Cht1,272 + -+ -+ Chr 1,67k
a suicasne taky, aby platilo
[@1, .y Qkg1] = [Ty ooy Vt1)-

Ak mé byt tento vektor kolmy na predchadzajice, musia platit rovnosti

0 = (Yrt1,71) =(0kt1, V1) + Crr1,1(V1,71)
0= (Ykt+1,72) =(Ar+1,72) + Chy1,2(V2,72)
0= (Vrt1,73) =(0rt1,73) + crt1,3(73,73) (1.2)

0 = (Yrt1,Tk) =(Okt1,Tk) + Chr1,k(Ths Vi)

(V kazdej rovnici sme vynechali vSetky ¢leny obsahujice (%;,7;) pre i # j, 4,5 € {1,2,...,k},
pretoZe podla indukéného predpokladu st tieto hodnoty nulové.) Z predchddzajicich rovnic
mozeme vyjadrit vSetky koeficienty cj41,::

_ (@1, %)
Ck4+1,i = — 7= S5\
(Vi> Vi)

pre kazdé i =1,2,... k.

7 rovnic vidno, ze pre takéto hodnoty c11,; bude vektor 41 skutocne kolmy na
vSetky predchadzajice vektory.

Dalej vieme, Ze dpy1 ¢ [@1,...,0k] = [Y1,...,7] (lebo vektory @i,...,d, st linedrne
nezdvislé). Teda aj dgy1,71,. .,k st linedrne nezavislé, ¢ize ich linedrnou kombindciou ne-
mézeme dostat 0. Pretoze Vit1 = Q41 + Cht1,171 + Cht1,272 + .- + Crt1,67k je linedrna
kombinAcia tychto vektorov a koeficient pri @1 je 1 # 0. Z toho vyplyva, Ze Jx1 # 0.

Stcasne plati Y11 € [Apt1, Y1, .-+, Tk] = [@1, .., Q] Teda [Yi, .. oga] € [0, Q]
Dalej @r+1 = Vrt+1 — (Chr1,171 + Cht1,2¥2+ - - -+ Cht1,67%) je linedrna kombindcia vektorov
1, -y Vht1, Cize plati aj obratend inklizia [dly, ..., &k+1] C [F1,- .« Vet1]-

Takto sme dostali bazu priestoru V', ktorej vektory st ortogondlne. Aby boli ortonormaélne,
potrebujeme, kazdy z nich vydelit jeho velkostou, ¢ize ortonormalnu bazu dostaneme tak, ze
polozime

O

Priklad 1.2.5. Zoberme si priestor V = [(1,0,1,0), (0,2, —1,1),(0,2,1,3)]. Lahko sa over,
ze tieto vektory st linedrne nezavislé, teda tvoria bazu priestoru V. Pomocou Gram-Schmidtovho
procesu najdeme ortogonalnu bazu pre V. Polozime

’71 = C_V'l = (1707170)

Dalej chceme néjst vektor 7o = da + ¢ = (0,2, —1,1) +¢(1,0,1,0) = (¢,2,c—1,1) tak, aby
bol kolmy na 4; = (1,0,1,0). Dostavame teda rovnost

((¢,2,e—1,e+1),(1,0,1,0)) =c+c—1=2¢—1=0,

11



12 Gram-Schmidtov ortogonalizaény proces

z ktorej vyplyva ¢ = % a Yo = (%,2, —%, 1).
Treti vektor 43 hladdme v tvare 3 = ds + d¥; + e, tak, aby

z ¢oho
d= _<&3a’?1>
(Y1,71)
o= _<<i3,z2>
< 2772)
Ked vypoéitame (d@3,51) = 1, (¥1,71) = 2, (d3,72) = % a (Y2,%2) = %, dostaneme
1
d=—-
2
13
e=——
11
L1, 13
Y3 = Qg 271 1172
L[ 12 4 12 20
BT o

Zatial sme teda dostali ortogonélne vektory, ktoré generuju V. Aby sme z nich dostali orto-
normalne, musime ich predelit velkostou. Plati

1] = V2
V11

h/2| = \/i
B |__\/704 C8V/IT 8
BIETT T T v

a teda ortonormélna baza priestoru V je

- 1
-~ (1,0,1,0
Bl \/i( )
> V21 1
BQZ (7727 771)
V112 2
- V11 12 4 12 20 1 2
s = L 2 ) o (112,-4,12,20) = ———(—3,—1,3,5).
53 ] 117 11711711 8\/ﬁ( ) ) ) 0) \/ﬁ( 37 7375)

Vidime, ze vektory, ktoré sme dostali vyzeraji pomerne zlozito. Nevedeli by sme si nejako
zjednodusit tieto vypocty? Moznoze keby sme mali bazové vektory povodnej bazy o nieco
jednoduchsie, aj ortonorméalna baza by vysla jednoduchsia. Ale dostat ,,pekni“ bazu vieme
— to sa da urobit pomocou elementarnych riadkovych operacii. Takze skiisme este takyto
postup — vypocitajme najprv jednoduchsiu bazu pre priestor V.

10170 1010 1010 100 —1 100 —1

(02711) ~ (02711) ~ (02711) ~ (020 2 ) ~ (010 1 )

02 1 3 00 2 2 00 11 001 1 001 1

Vidime teda, ze V =[(1,0,0,—1),(0,1,0,1), (0,0, 1, 1)], ¢iZe tentokrat ako Startovaci bod

pre Gram-Schmidtovu ortogonalizdciu pouzijeme bazové vektory @3 = (1,0,0,—1), dy =

12



KAPITOLA 1. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PRIESTORY 13

(0,1,0,1), @3 = (0,0,1,1). (Dafam, ze Vas nebude prilis pliest, Ze tentokrat sme ako &, ds
a a3 oznacili Uplne iné vektory ako v prvej ¢asti prikladu. Doévod nie je ten, Ze by sme mali
prilis malo gréckych pismeniek, ale ten, Ze som chcel aby sa oznacenie zhodovalo s oznacenim
pouzitym v predchddzajicom dokaze.)
Opét dostaneme:
H1=a; =(1,0,0,—1).

Vektor 42 hladdme v tvare da 4+ ¢; a z podmienky, Ze (¥2,41) = 0 ndm vyjde, zZe

C:_<’71,552>:_;1:1
G 22
1 1 1
¥» =(0,1,0,1) + =(1,0,0,—-1) = ( =, 1,0, =
2= (0.1,0.1) + 5(1,0.0.-1) = (5.1.0.3)

Dalej hladdme 73 v tvare 43 = d3 + d¥;, + e¥». Koeficienty e a f opit uréime z podmienok
ortogonality.

g _tas7) 1
(Fi,7) 2
_ (a5, %) 1
<r?27’?2> 3

S = (0,0,1,1) + ~(1,0,0,—1) — - (L 10y = (L L !
Y3 = (U,U, 1, 2777 32a572_3a 3)73
Teraz uz zostava len kazdy vektor predelif jeho velkostou.
7 T 1
pr=—7=-—7=(1,0,0,-1)
7l V2

. Y- 2 (1 1
52:£: ( 17072>

72| 3.2’
. Ay W3 /1 1 1
ﬁ?’ =T =7~ &5 |\ 5L 3
¥l 2 \3" 3773

V predoslom priklad sme pouzili presne postup z dokazu. Podme si este ukazat ini moz-
nost ako by sme mohli najst ortogonalnu bazu podpriestoru V' z predoslej tlohy.

Priklad 1.2.6. Chceme hladat bdzu podpriestoru V = [(1,0,0,-1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)].
Zacnime tym, ze si uvedomime, ze tento podpriestor je presne mnozina vektorov kolmych
na (1,—1,—1,1). Inak povedané, nasli sme V+ = [(1,—1,—1,1)]. (Ten vlastne vieme ziskat
jednoducho riesenim homogénnej sistavy, ktorej riadky st bazové vektory podpriestoru V.)
Toto sa da spravit pre Iubovolny podpriestor. Mozeme si tiez uvedomit, ze inak sa da
na to pozriet tak, ze sme vlastne vyjadrili tento podpriestor v tvare V = {(x1, 22,23, 24) €
R*; 7y — 3 — 73 + 74 = 0}. Teda vlastne je to mnozina rieseni homogénnej stistavy. V tomto
pripade ide o velmi jednoduchi ststavu pozostavajicu iba z jednej rovnice. Ale z minulého
semestra vieme, ze kazdy podpriestor je mnozinou rieseni nejakej stustavy (veta I.
Vyjadrili sme podpriestor V' trochu inym spdsobom, ktory by nam mal pomdct pri hladani
ortogondlnej bazy. Mame teda povodni bazu a1, ds, d3, ktort by sme chceli trochu pomenit.
Za¢nime tym, ze ¥, = &1 = (1,0,0, —1). Teraz by sme chceli ndjst dalsi vektor. Od neho
chceme aby bol kolmy na 7. Navyse chceme aby patril do V, ¢o je ekvivalentné s tym, ze je
kolmy na (1,—1,—1,1). Tieto dve podmienky ndm daju stistavu dvoch homogénnych rovnic:

1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1
1 -1 -1 1 0o -1 -1 2 01 1 -2

13



14 Gram-Schmidtov ortogonalizaény proces

Za 7, mdzeme zobrat Ilubovolné nenulové riesenie tejto sistavy — priestor rieSeni je dvojroz-
merny, mame teda vela moznosti. Zoberme napriklad ¥, = (1,2,0,1).

Teraz by sme chceli najst vektor 3, ktory ma spitiat obe podmienky urcené predoslou
sustavou (mé byt kolmy na 4; a patrit) do V. Ale pribudne ndm aj novéd podmienka, Ze m4
byt kolmy na 7,, a tym aj nova rovnica.

1 0 0 -1 1 00 1 00 1 00

1 -1 -1 1 |~101 1 -2}]~10 11 =2]~(0 1 0 1

1 2 0 1 0 2 0 0 1 0 0 0 1
Opiét za 43 mozeme volit Tubovolné nenulové rieSenie tejto stustavy. Teraz uz je podpriestor
rieSen{ iba jednorozmerny, ¢ize mame o Cosi mensiu volnost. (Vektor 43 je urdeny jednoznacne
aZ na nasobok.) Zoberme 43 = (1,-1,3,1).

Ak by sme chceli dostat ortonormélnu bazu, tak tieto vektory este treba vydelit ich vel-
kostou. Vsimnime si, ze takto dostaneme presne rovnaké vektory ako pri predoslom postupe.
(Samozrejme, v sme mohli volit aj inak, ¢o by potom ovplyvnilo aj to, ako by vyzeralo 7.
Tu sme ich naschval volili tak, aby vysiel rovnaky vysledok. Mdézete si vyskisat nejaky iny
vyber, ktorym dostanete int ortogondlnu resp. ortonormélnu bézu.)

Existenciu ortogonélnej bazy mozeme pouzit na dokaz niektorych dalsich faktov o orto-
gonalnom doplnku.

Veta 1.2.7. Nech S je podpriestor konecnorozmerného euklidovského priestoru V. Potom
lubovolnyg vektor ¥ € V' sa dd jednoznacne vyjadrit ako

—

:);:O_Z+ﬂa
kde d €S afe St

Dékaz. Existencia: Vieme, Ze S mé ortonormalnu bazu a ti moézeme rozsirit na ortonor-
mélnu bdzu celého V. (PresnejSie povedané: Vieme ju podla Steinitzovej vety rozsirit na
bazu celého V, ak z tejto bazy postupom pouzitym v dokaze vety vytvorime ortonor-
malnu bazu, tak bazové vektory patriace do S sa nezmenia, pretoze boli ortonormalne uz
pred ortonormalizaciou.)

Nech teda vektory 71, . .., 7k tvoria ortonormélnu bazu S a vektory ¥g11, .. ., ¥, st ostatné
vektory ortonormélnej bazy V. Lubovolny vektor v sa da jednoznacne zapisat ako

Y=caT+ -+ Ve + kt1Ter1 + 0+ CnTne

Ak zvolime & = Cl"?l —+ - +Ck'7k a g: Ck+1’_}/‘k+1 + - +Cn5;na tak @ €Sa 56 SJ_'
Jednoznacnost: Majme dva rozklady uvedenym spdsobom, t.j.

N = a1+ B1 = da + o,
pricom @y,ds € S a 31,52 e St
7 rovnosti
ay —dy = P2 — b1

vidime, ze vektor @, — dp patri do S N S+. Z toho ale potom vyplyva

a ap — do =0, Cize A1 = dl. Samozrejme, potom musi platit aj f1 = Bs. O

14



KAPITOLA 1. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PRIESTORY 15

Definicia 1.2.8. V situécii z predoslej vety sa vektor & nazyva ortogondlna projekcia vektora
~ na podpriestor S.

Termin ortogondlna projekcia sa ¢asto pouziva aj pre zobrazenie P: V — V| ktoré danému
vektoru priradi jeho ortogonalnu projekciu. Lahko sa overi, ze toto zobrazenie je linedrne

(tiloha [[.2.12).

Dosledok 1.2.9. Nech S, T su podpriestory konecnorozmerného priestoru V. Potom:
(i) V=SaSs+
(ii) (54) =5

(i) (SNT)*: =S+ +T+.

Dokaz. Vyplyva z predchidzajicej vety a z vety I
(i) Priamo z definicie vidno, ze S C (S+)*. (Kazdy vektor z S je kolmy na vSetky vektory
z St.) Sticasne mame
V=SoSt=(sHtaest

z ¢oho pre dimenzie dostaneme

d(S) +d(S) = d((ST)") +d(ST),

a teda d(S) = d((S1)*). Kedze S je podpriestor (S*+)+ a maji rovnaki dimenziu, plati
S = S+ (tvrdenie I{4.4.18))

Pouzitim tvrdenia a casti (i) dostaneme
(St+1hHt =(SHEtn(THt=8snT.
Ak este raz aplikujeme operator ortogonalneho doplnku a pouzijeme , dostavame rovnost
STt =(Sn1)*t.
O

Nasledujuci priklad ukazuje, ze v nekone¢norozmernych priestoroch tvrdenia dokazané
v predchadzajicom dosledku neplatia vo vSeobecnosti v pripade, ze euklidovsky vektorovy
priestor a podpriestory vystupujice v dosledku st nekoneénorozmerné. (Tento priklad je
o cosi komplikovanejsi, ale aspon pre tych z vas, ktorych zaujima analyza, by mohol byt
zaujimavy.)

Priklad* 1.2.10. Priestor, v ktorom budeme pracovat je priestor postupnosti

n=1

Skalarny sucin, s ktorym budeme pracovat, je

oo
<x,y> = Z TnYn-
n=1

Tento priestor hra dolezitu ilohu v matematickej analyze.

15



16 Gram-Schmidtov ortogonalizaény proces

Fakt, Ze tento predpis naozaj uréuje zobrazenie 5 x {2 — R (teda, Ze pre kazdé 2 postup-

o0

nosti z f2 je sicet > x,y, koneény) vyplyva z nerovnosti (1.1)). Staéi v nej zobrat limitu
n=1

pre n — oo a dostaneme nerovnost

¢o je presne nerovnost, ktord sa ndm hodi na tomto mieste.

Overenie jednotlivych vlastnosti skalarneho stcinu je len o nieco zlozitejsie ako v priklade
LT3l

Stale sme vSak este neoverili, ze ide o euklidovsky vektorovy priestor — chyba nam ove-
renie podmienky, s ktorou obvykle za¢iname, t.j. to, Ze V je vektorovy priestor. Kedze ide o
podmnozinu vektorového priestoru RY (a operécie st definované rovnako), staci overit uzav-
retost na sidet a skaldrny nadsobok. Netrividlna je iba uzavretost na siucet. Ak (z,), (yn) € £,

o0 o0
znamena to, ze rady Y. 221 Y. y2 konvergujt. Potom méme
n=1 n=1

S @t y)? =@ 4 2w 492 DN a2 12 e + 302 (13)
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1
Délezité je uvedomit si, ¢i skutocne plati rovnost (*), t.j. ¢i moZzeme takymto sposobom
zmenit poradie sumécie. Z matematickej analyzy vieme, Ze sa to da urobit, ak rady, ktoré

o0 o0
sCitujeme st absolitne konvergentné Kedze rady Y. 22 a Y y2 stirady s kladnymi ¢lenmi,
n=1 n=1

(o]
pre ne je absoliitna konvergencia zrejmé. V pripade radu Y. z,y, si stacl v8imnut, ze plati
n=1

o] o) e
D laaynl < (D22 w2
n=1 n=1 n=1

Tito nerovnost mézeme dostat napriklad limitnym prechodom z (1.1) (z (1.1 vieme, Ze
uvedend nerovnost plati pre vSetky ¢iastoéné sucty radov, ktoré v nej vystupuji).

Vidime teda, ze rady vystupujice na pravej strane rovnosti st absolutne konver-
gentné, ¢im mam dokazanu platnost tejto rovnosti.

Navyse, ked si este uvedomime, ze plati

o) o)
anyn < Z|xnyn|a
n=1 n=1

nerovnost

o0
tak vidime, ze vSetky rady na pravej strane (1.3) maji koneény sicet, teda plati > (x, +
n=1

Yn)? < +00, o znamend, ze (T, + yn) € La.
Zvolme si teraz podpriestor

S = {(zy) € la;x, = 0 pre vSetky n okrem kone¢ného poctu}

oo} o0
1Pripometime, Ze rad Z an, je absolutne konvergentny, ak konverguje rad Z lan].

n=1 n=1

16



KAPITOLA 1. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PRIESTORY 17

pozostavajici z tych postupnosti, ktoré maji iba kone¢ne vela nenulovych ¢lenov. Plati
S+ ={0}.

Staci si uvedomit, ze ak ako e, oznac¢ime postupnost, ktord ma vsetky ¢leny okrem n-tého
miesta nuly a jej n-ty ¢len 1, t.j. e, = (0,...,0,1,0...), tak vSetky takéto postupnosti patria
do S. Teda pre kazdi postupnost z S+ dostaneme

(x,en) =2, =0.
7 toho dostaneme
S®St=5+V,
(sS4t = o =v.
Cvicenia

Uloha 1.2.1. N4jdite bazu a dimenziu S+ pre dany podpriestor S priestoru R%:

a) S=1(1,1,0,1),(2,1,0,1)]

b) S =1(1,5,4,3),(2,-1,2,—1)]

c) S=1(1,2,1,1),(2,1,-1,-1)

d) S=1(1,2,3,4),(1,1,1,1),(4,3,2,1)]

e) S=1(2,1,2,3),(0,1,-2,1),(1,0,2,1)]

f) S=1[(1,1,1,2),(1,0,1,1),(0,1,2,1)]

Uloha 1.2.2. Zistite, & dany predpis urcuje skaldrny sdcin na R3. Nech & = (a1,a2,a3) a
3 (b, b2, b3)

a) (@, B) = a1by — a1by + a1bs + asby + 3asbs — asbs
b) a, 5} = a1by + 2a1bs + 2a5by

C) @',5 = 3a1bs + 2a2bs + asbs

i)<0_2, Y = 3a1b1 + 2a1by + asby + 3asbs

Uloha 1.2.3. Zistite, ¢ sin 7z a cosmz st kolmé v priestore C(0,1) so skalarnym st¢inom
z prikladu Akt maju tieto vektory velkost?

Uloha 1.2.4. Overte & predpis
a) (f,g9) = f(0)g(0) + f(1)g(1)
b) (f,9) = f(=1)g(=1) + f(0)g(0) + f(1)g(1)

urcuje skalarny sicéin na priestore P vsetkych polynémov stupna najviac 2 nad polom R.
Uloha 1.2.5. Ukézte, ze pre lubovolné dva vektory a, _ﬁ v euklidovskom vektorovom priestore
plat{ |&@| = |5] prave vtedy, ked vektory & — 8 a @ + 3 st na seba kolmé.

[‘Jloha_'l.2.6. Dokazte, Zze v Iubovolnom euklidovskom priestore plati:

a) (@,8) =0 = |a+ p]? = |a|® + |B]? (Pytagorova veta)

b) |&@ + B)? = |a|? + |B]? + 2(&, B) (kosinové veta)

) |a@+ B2 +|a— B> =2(]al* +|6]?) (rovnobeznikové pravidlo)

17



18 Gram-Schmidtov ortogonalizaény proces

Uloha 1.2.7*. Ukéite, 7e ak ||: V' — R je funkcia definovand na vektorovom priestore V/

nad R, ktora spiﬁa podmienky , , a z tvrdenia i rovnobeznikové pravidlo,
tak existuje skaldrny stéin na V taky, Ze |a| = y/(&, &) pre vSetky & € V.

Uloha 1.2.8. Ukaite, Ze funkcia |-|: R” = R, |(z1,...,%,)| = max{|z;|;i = 1,...,n} splia

podmienky (i), , a (E) z tvrdenia [1.1.8] ale neexistuje skalarny sucin na R™ taky, Ze
V@, )

la| = , @) (pre vSetky @ € R™).

Uloha 1.2.9. Pre $tvorcovi maticu typu n x n definujeme stopu matice ako stcet jej dia-
gonalnych prvkov, t.j. Tr(A) = >°1" | a;;. Overte, ¢i na vektorovom priestore M, ,,(R) uréuje
predpis

(A, B) = Tr(AB™)

skaldrny stéin. (Hint 1: Poktste sa vyjadrit hodnotu (A, B) pomocou prvkov matic A, B. Hint
2: Mozno vdm pri tom pomézu rovnosti Tr(AB) = Tr(BA) a Tr(A) = Tr(AT). Prva z nich
sa d4 Tahko overit pomocou definicie si¢inu, druhd je zrejma. Hint 2/ (smerujtci k inému
rieSeniu): Stvisi tento skaldrny stcin nejako so standardnym skaldrnym stéinom na R”Z?)

Uloha 1.2.10. Overte, Ze v priestore C(0, 27) vietkych spojitych funkcii z uzavretého in-
tervalu (0,27) do R so skaldrnym stcinom (f,g) = 0277 f(z)g(x)dz st Tubovolné dve rdézne
funkcie z mnoziny {1, sin nx, cosnz;n € N} na seba kolmé. (Po vynormovani by sme dostali
mnozinu funkcii, ktorda ma v tomto priestore do istej miery podobné vlastnosti ako ortonor-
malna baza v konecnorozmernych priestorov. Tento systém funkcii je dolezity v matematickej

analyze v savislosti s Fourierovyms radmi.)
Uloha 1.2.11. N4jdite ortonorméalnu bazu pre priestory z tlohy

Uloha 1.2.12. Nech S je podpriestor koneénorozmerného euklidovského vektorového pries-
toru V. Nech P: V — V je ortogonalna projekcia na tento podpriestor. Overte, Ze:

a) P je linedrne zobrazenie;

b) ImP = S a Ker P = S+;

¢c) PoP=P.

Uloha 1.2.13. N4jdite maticu ortogonalnej projekcie pri obvyklom skaldrnom stcine pre:
a) priestory z dlohy

b) pre Iubovolny podpriestor S = [@], pri¢om vektor & je normovany (mé jednotkovi dizku);
¢) pre podpriestor S = [a1,...,d], prifom vektory &7, ..., dy st ortonormaélne.

[Odpovede: b) aTa; c) AT A, kde A je matica, ktorej riadky tvoria vektory &y, ...,d%; toto
sa inak d4 zapfsat aj ako a7 @1 + @2 ds + -+ - + @k dy.|

Uloha 1.2.14. Ukézte, 7e pre lubovolny podpriestor S euklidovského vektorového priestoru
V plati S+++ = S, (Hint: Skiste si uvedomit, ktort z inklizii medzi S a St sme v do-
kaze dosledku dokazali bez pouzitia predpokladu o kone¢norozmernosti. Tato inkliziu
pouzite raz pre S a raz pre S*.)

Uloha 1.2.15. Ukézte, 7e ak M a N st podmnoziny nejakého euklidovského vektorového
priestoru, tak z M C N vyplyva M++ C N+L

Uloha 1.2.16. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor, S a T st podpriestory priestoru
V. Ukézte, ze:

a) (SNT)H+ c sttnrtt,

b) Ak V je kone¢norozmerny, tak (S N7T)++ =S+t N1+,
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Kapitola 2

Kvadratické formy

T4to kapitola je spracovand prevazne na zéklade [KGGS, Kapitola 9].

2.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Definicia 2.1.1. Vyraz (polyném)

n n
E E aijmixj7

i=1 j=1

kde a;; € R a x1,...,z, su (komutujice) premenné budeme nazyvat kvadratickd forma
v premennych x1,...,Z,.

V suvislosti s touto definiciou je uzitoéné ozrejmit si zopar faktov.

Poznamka 2.1.2.

1.

2.

Podobne by sme mohli definovat kvadratickdl formu nad Tubovolnym polom. Budeme
sa vsak zaoberat iba realnym pripadom.

Slovo polyném je v definicii uvedené v zatvorke preto, ze s polynémami viac premennych
sme doteraz nepracovali. Intuitivne by vsak mohlo byt zrejmé, ako sa takéto polynémy
sCituju a nasobia. Pri ndsobeni polynémov viac premennych si treba uvedomit, ze plati
x;T; = x;x; — presne to je myslené tym, ze v definicii sa hovori, Ze premenné komutuju.
Znamend to teda, ze dva polynémy uvedeného tvaru sa rovnaju ak pre vsetky ¢ plati
ai; = by a sicasne pre i # j plati a;; + aj; = bi; + bj;.

. Vieme, ze v pripade polynémov jednej premennej nad polom R bola rovnost polynémov

ekvivalentna s rovnostou polynomickych funkcii, ktoré tieto polynémy urcuji. Podobne
je to aj v tomto pripade — ¢ize kvadratické formy mo6zeme chapat ako funkcie n premen-
nych Specidlneho tvaru. (Takéto polynémy viacerych premennych, ktoré maju vsetky
¢leny rovnakého stupna, sa nazyvaji homogénne polyndmy.)

Priklad 2.1.3. Prikladom kvadratickej formy je x? + 2129 + 223 + 4123 + 27923 + x%
Vsimnime si, ze ju mézeme zapisat aj pomocou maticového zapisu

1 2 4 T
(1‘171’2,173) 0 2 2 X2
0 0 1 T3
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20 Kanonicky tvar kvadratickej formy

Vseobecne, ak oznac¢ime & = (z1,...,zy), tak pre lubovolni maticu A € M, ,(R) je
aAaT kvadratické forma.

Ta ista kvadraticku formu by sme mohli zapisat aj pomocou inych matic. Nam sa bude
hodit hlavne reprezentacia pomocou symetrickej matice

1 1 2
(CCl,xQ,ng) 1 2 1 xT9
2 1 1 I3

Vyhoda reprezentacie pomocou symetrickej matice je v tom, ze takato reprezentacia je uz
jednoznacna.

Veta 2.1.4. KaZdd kvadratickd forma sa dd jednoznacne zapisat ako @Ba™, kde B je sy-
metrickd matica.

Dékaz. Uvazujme kvadratickt formu > . Z;.Lzl aijrixi. Podla toho, ¢o sme si povedali
o rovnosti kvadratickych foriem, matica B vyjadruje t istu kvadraticku formu prave vtedy,
ked plati

a;j + aj; = bij + bji
pre lubovolné ¢ a j. Vdaka tomu, ze matica b je symetrickd je tato rovnost ekvivalentna

s rovnostami

2bij = aij + aji
o Qi t+ag
bij = — 5

Lahko vidime, ze matica urcend takymto predpisom je skutoéne symetrickd (b;; = by;).
Sucasne sme ukazali, Ze toto je jedind moznost ako volit koeficienty matice B. O

2.2 Kanonicky tvar kvadratickej formy

Pokusme sa upravit kvadratickd formu z prikladu na iny tvar, ktory moze byt na niektoré
ucely vhodnejsi. Upravime ju pomocou doplnenia na Stvorec.

Priklad 2.2.1.

x% + 2x1719 + 23:% + 4x1x3 + 20923 + x§ = (x1 + 22+ 23:3)2 + a:% — 2xox3 — 33:% =

(x1 + 20 + 223)% + (20 — 3)% — 422 = (21 + 29 + 223)% + (22 — 23)% — (223)°
To znamend, ze ak by sme zaviedli nové premenné

Y1 = x1 + T2 + 273
Y2 = T2 — X3

y3 = 223

tak pomocou tychto premennych mézeme kvadraticku formu zapisat v jednoduchsom tvare
yi +yi — 3.

Skisme si eSte rozmysliet, ako tento fakt mozeme zapisat pomocou maticového zapisu. Ak
oznacime @ = (x1, x2,x3) & 5 = (y1, Y2, y3), tak uvedent transforméciu premennych mozeme
zapisat ako

§=ap,
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KAPITOLA 2. KVADRATICKE FORMY 21

kde
1 0 0
P=|1 1 0
2 -1 2
Vieme, ze tito kvadraticki formu moézeme zapisat pomocou symetrickej matice A =
(% 5 ?) ako @AaT.
211
Ak vyjadrime vektor & pomocou vektoru 3, t.j. & = P!, tak dostaneme
aGAaT = FPTA(P~HTAT.

Zistili sme, Ze matica kvadratickej formy y?+y2 —y3 sa d4 vyjadrit ako B = P~tA(P~1)T.
Vsimnime si, ze tdto matica je symetrickd — plati totiz

BT _ (P71A<P71)T)T _ PflAT(Pfl)T'

Pretoze podla vety je symetrickd matica prislichajica danej kvadratickej formy jedno-

10 0
znacne urcend, zistili sme vlastne, ze pre maticu D = (8 ! 91) plati
D=ptapT
A= PDPT

MozZeme to (pre tento konkrétny priklad) overit aj priamym vypoctom:

0 1 0 O
0 01 0
2 00 -1

1 1 2
01 —-1|=
0 0 2
1 0 O 11 2 1 1 2
=11 1 0 01 —-1|=(1 2 1]=A4
2 2 11

-1 2 0 0 -2

1
PDPT = |1
2

Definicia 2.2.2. Hovorime, Ze matice A a B st kongruentné, ak existuje reguldrna matica
P taka, ze
A= PBPT.

Lahko sa da overit, ze kongruencia matic je reldcia ekvivalencie (loha [2.2.1)).

Poznamka 2.2.3. Z postupu pouzitého v predchadzajicom priklade by mohlo byt vidno,
ze dve matice su kongruentné prave vtedy, ked predstavuja tu istt kvadraticka formu, len
vyjadrent v inych premennych. (Pricom vztah medzi pévodnymi a novymi premennymi je
linedrny.)

Teraz by sme chceli ukdzat, ze kazdu kvadratickd formu mozeme pomocou vhodnej trans-
formécie premennych previest na podobny tvar — taky, ktory zodpoveda diagonalnej matici
majicej na diagondle iba prvky 0, +1. Inak povedané, chceme ukazat, ze kazda symetricka
matica je kongruentnd s diagonalnou maticou takéhoto tvaru. Dokaz bude konstruktivny a
bude sa podobat na postup z predchdadzajiceho prikladu. Este skor nez sa pustime do dokazu,
vyskisame si na jednom priklade jediny krok tohoto dékazu, kde pouzivame iny postup nez
doplnenie na Stvorce.
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22 Kanonicky tvar kvadratickej formy

Priklad 2.2.4. Uvazujme kvadraticka formu zizo. VSimnime si, ze

2 2

(w1 +a)? (.%‘1—.’1)2)2_(.271 x2)2 (ml m2>2
T1x2 = 1 1 =3 + 5

To znamena, ze tito kvadratickd formu vieme previest na tvar y? —y3 pomocou transformécie

7CC1+(E2
ylfiz
Tr1 — T2
e

Ekvivalentne to mézeme vyjadrit tak, ze premenné z; a xo sme transformovali ako

T1=Y1+ Y2
T2 =Y1 — Y2
1
Moézeme si vSimnif, Ze pre matice A = (0 2) B = ((1) 2 ) P = % (% _11) opéf plati
1

2

A = PBPT. Alebo tiez obratene, B = QAQT, kde Q = ( ) (Tieto matice sme do-
stali z vyjadrenia transformécii premennych podobnym sposobom ako v predchadzajicom
priklade.)

Veta 2.2.5. Pre lubovolni kvadratickid formu >, Z?Zl ai;;jTix; existuje requldrna trans-

formdcia premenngch (y1,...,yn) = (z1,...,2,)P takd, Ze tdto kvadratickd forma sa dd
v premennych y1, . .., Yyn vyjadrit ako
n n n
DD aiminy =) iy,
i=1 j=1 k=1

kde di € {0, 41}

Zapis v tvare Z dryi budeme nazyvat kanonicky tvar kvadratickej formy Z Z Qi T
k=1 i=1j=

Pod pojmom reguldrna transformdcia premenngch v predchddzajicej vete rozumieme to,
Ze matica P urcujica tito transformaéaciu je regularna.

Doékaz. Dokaz je v podstate konstruktivny a budeme v nnom pouzivat postupy, ktoré sme si
ukézali v predchadzajucich prikladoch.
Ukéazeme len, Ze lubovoInt kvadratickt formu mozno previest na diagondlny tvar

cryi +coys + o+ enyn.

7 tohoto tvaru uz kanonicky tvar dostaneme lahko — staci zaviest nové premenné z; = y;
pre tie 4, pre ktoré ¢; = 0 a z; = \/|c;|y; pre ostatné i. Takato transformécia premennych je
oc¢ividne regularna.

Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet premennych n.

1° Ak méame len 1 premennt, tak kvadratickd forma a;2? je uz v diagondlnom tvare.

2° Predpokladajme, ze uvedené tvrdeme platl pre lubovoInt kvadraticku formu n — 1
premennych. Uvazujme kvadratickt formu Z Z a;;T;x ;. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme

i=1j=1

predpokladat, ze matica A = ||a;;|| je symetricka.
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KAPITOLA 2. KVADRATICKE FORMY 23

Predpokladajme najprv, ze ai; # 0. VSimnime si vSetky ¢leny, ktoré obsahuji premennt
z1 a vhodne ich upravme.

n

n n n
Qi TiTj = A11T7 + 2a12x1x2 + -+ 2a1nx1xn + Qi TiX5 =

=1 j=1 i=2 j=2
a a n n
2 12 in
ail (xl +2—x1T2 + -+ 2 T1%p | + E E AijTiTj =
a1 aiil o i
=2 j=2
a a 2 n Cl2 n n a1:a n n
12 1n 1i 9 1iA15
a1 (1‘1 + —2o 4+ -+ l‘n> — E 713314 — E E — XX + E E Qi T;T;
ail a1 — a11 — = ai1 — =
1=2 =2 j=i+1 =2 j=2

Ak oznacime y; = x1 + Z—Exg 44 %xn, podarilo sa ndm upravit pévodni kvadraticka
formu na tvar

anyf + B(xa,...,2Tp),

kde B(za,...,x,) je kvadratickd forma v n — 1 premennych xs, ..., 2.

Podla indukéného predpokladu sa dé tato kvadraticka forma previest reguldarnou transfor-
méciou premennych na diagondlny tvar cays +- - - +c, 2. Kombindciou tychto 2 transformécii
prevedieme pdvodnui kvadraticktl formu na

a1yt + coys + -+ cpal.

Ak ako P’ ozna¢ime maticu transformécie pre kvadratickd formu B(zs, ..., z,), tak matica
transformacie povodnej kvadratickej formy je

1 0 ... 0
a1
ail
P/
any
ail
Ak urobime Laplaceov rozvoj podla prvého riadku, dostdvame |P| = |P’|, ¢ize matica P je

tiez regularna.

Zostava ndm vyriesit pripad, Zze a;; = 0. V pripade, Ze a;; # 0 pre nejaké i sta¢i vymenit
premenné x1 a x; (Co je reguldrna transformécia) a dalej postupovat ako v predchddzajicom
pripade.

Ak st vSetky diagondlne prvky matice ||a;;|| nulové, ale existuji nejaké i a j také, ze
a;; 7 0, pouzijeme postup z prﬂdadu Ak totiz dosadime z; = y; +y; a x; = y; —y;, tak
dostaneme novi kvadraticku formu, ktora urcite bude obsahovat y? s nenulovy koeficientom.
Dalej mozeme opit postupovat ako v predchadzajicom pripade. Pouzit transformdcia je
opét regularna.

Zostava jediny pripad — ze vSetky Cisla a;; st nulové. Vtedy je uz kvadratickd forma
v kanonickom tvare 023 + - - - + 0z2. O

Z toho, ¢o sme si ukdzali v priklade 2:2.3] vyplyva, Ze sme stcasne dokdzali nasledujtice
tvrdenie o symetrickych redlnych maticiach.

Dosledok 2.2.6. Kazdd redlna symetrickd matica typu n X n je kongruentnd s nejakou
diagondlnou maticou diag(dy, ... ,d,) takou, Ze d; € {0,£1} prei=1...n.
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24 Kanonicky tvar kvadratickej formy

Vysvetlime si eSte (aspon na konkrétnom priklade) iny postup ako vieme z danej sy-
metrickej matice dostat jej zodpovedajicu diagondlnu maticu i prislusni maticu prechodu.
Predtym vsak pripomenme nieco o tom, ako suvisia riadkové a stipcové operécie s ndsobenim
matic (pozri podkapitolu I.

Vykonanim elementéarnej riadkovej operécie na matici A dostaneme maticu EA, kde E je
matica elementarnej riadkovej operacie — je to takd matica, ktort dostaneme z jednotkovej
matice pouzitim tejto riadkovej operacie. Napriklad pripoc¢itanie c-nadsobku prvého riadku
k druhému zodpoveda vynasobenim maticou (é 2 %) zlava.

Podobne ako riadkové operdcie zodpovedaji ndsobeniu vhodnou maticou zlava, pre stip-
cové operacie treba pouzit nasobenie sprava. Vsimnime si tiez, ze ak E je matica riadkovej
operacie, pre tu ista stipcovﬁ operaciu dostaneme maticu E7. Vidno to z toho, Ze ak riadkova
operacia vytvorila z matice A maticu FA, stipcovii operdciu si moézeme predstavit ako vyko-
nanie riadkovej operacie na matici A7 (a potom opétovné transponovanie), takze dostaneme
(EAT)T = AET. Napriklad pripo¢itanie c-nasobku prvého stipca k druhému je to isté ako
vynasobenie maticou (?1) (16) §> sprava.

7Z toho vidno, ze ak by sme zacali s maticou A a robili na nej riadkové aj stipcové operacie
(t.j. po pouziti riadkovej operdcie by sme hned urobili aj t1 istd operaciu na stfpcoch) dostali
by sme maticu
E....E\AET ...El' = E, .. .EJA(E,...E;)T.

Ak by sa ndm takto podarilo upravit maticu A na diagondlnu maticu, dostali by sme rovnost
PAPT = D,

kde P oznaluje E, ...E;. Teda pouzitim riadkovych a stipcovych operécii by sme mohli
dostat diagonalnu maticu a aj maticu transformécie premennych.

Priklad 2.2.7. Postup, ktory sme si prave vysvetlili, si ukdZzeme na matici kvadratickej
formy z prikladu
Budeme teda robit striedavo elementarne riadkové a stlpcové operacie. Sticasne budeme
na matici I robit tie isté riadkové operdcie, aby sme dostali maticu, ktord transformuje A na
diagonélnu maticu
0 ) (3
71 ~Y
—4

A= (H%) W (6%31) Q) (é ? 31) Q@ (6 i 31) @) (é ? 91) @ (6
211 21 1 2-1 1 0-1-3 0-1-3 0
(6?8)@(5? 8)@(5? 8>:D

00 —4 00—2 00—1 )
(1) 2r-=1r (od druhého riadku odratam prvy); (1’) je rovnaka operécia pre stlpce (vSimnite
si, Ze vzdy po vykonani riadkovej aj stlpcovej operdcie musim dostat symetrickti maticu)
(2) 3r-=2*1r

(3) 3r+=2r
(4) 3r*=1/2

100
1:(6?8)@(31?8)@(11?8)@(11?8)<f)<1 o):Q
001 001 -201 -311 -314

Priamym vypoétom mézeme overit, ze skutoéne plati D = QAQT. TieZ si moézeme vim-
nit, ze pre maticu P, ktord sme dostali v priklade plati P = QL.

oo

[Ny

Na tomto sme videli priklade, ze pokial sa v priebehu uprav v tom riadku, ktory prave
upravujeme, na diagonéle nevyskytne 0, je postup velmi podobny na tGpravu matice na redu-
kovany trojuholnikovy tvar. Jediny rozdiel bol v tom, ze ak sme z prvku ¢ na diagonale chceli
dostat +1, nedelili sme riadok c-¢kom ale iba \/H . V pripade, ze by sa vyskytla nula na
diagonédle, mohli by sme si pomoct pripoc¢itanim riadku (a stfpca), ktory obsahuje nenulovy
prvok mimo diagonaly — ako v nasledujicom priklade.
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KAPITOLA 2. KVADRATICKE FORMY 25

Priklad 2.2.8. Pokisme sa upravit na kanonicky tvar nasledujicu maticu. V jednotlivych
krokoch je urobend vzdy riadkova aj stlpcova tprava

110 100 10 0
A= (111) ~ (001) ~ (0—10) =D

011 011 00 1 ) )

V poslednom kroku sme od druhého riadku/stlpca odratali treti riadok/stlpec. (Na to,
aby sme na diagonéle dostali nenulovy prvok a mohli pokracovat dalej, stacilo by nadm pripo-
¢itat Tubovolny nenulovy nasobok tretieho riadku/stlpca. Zhodou okolnosti sa pri tejto volbe
vynulovali aj zvy$né nediagondlne prvky.)

Pouzitim rovnakych riadkovych tprav na jednotkovi maticu dostaneme

100 100 100
(010) ~ (410) ~ (71171> =P

001 001 00 1
Pre tiito maticu plati PAPT = D.

Cvicenia

Uloha 2.2.1. Overte, 7e reldcia A ~ B, t.j. kongruencia symetrickych matic, je relacia
ekvivalencie na mnozine redlnych symetrickych matic typu n x n.

Uloha 2.2.2. Upravte na diagonélny (pripadne kanonicky) tvar a najdite prislusni trans-
forméciu premennych. Zapiste aj maticové rovnosti, ktoré z nich vyplyvajui:

a) 2% + 22179 + 223 + 4x973 + 513

b) 3 — dwy29 + 22173 + 423 + 23

C) 1T + o3 + T3x1

d) x% —2x129 + 22123 — 22124 + x% + 2xox3 — 4dao14 + m% — Qxﬁ

e) 13 + 1172 + 374

. n
Uloha 2.2.3*. Prevedte kvadratickd formu Y. zZ + Y.  x;z; na diagondlny tvar.

=1 1<i<k<n
10 oo 0
24 3,2, 4,2 1,2 310 0
[Visledok: yi + Jy5 +5y3 + -+ 5y P= 11100 |]
A U U U
2 3 4 n

Uloha 2.2.4*. Prevedte kvadratickd formu > x;xp na diagondlny tvar.
1<i<k<n

2.3 Zakon zotrvacnosti

KedZe sme tvar kvadratickej formy z vety nazvali kanonicky, da sa ocakavat, ze bude
v nejakom zmysle jednoznacny. Cielom tejto kapitoly je prave sformulovat a dokazat tuto
jednoznacnost.

Veta 2.3.1. Pre dantd kvadraticku formu je pocet viskytov +1 a pocet viyskytov —1 v jej
kanonickom tvare jednoznacne uréeny (nezdvisi od transformdcie, ktorou sme tito kvadratickd
formu previedli na kanonicky tvar).

Dékaz. Uvazujme kvadratickd formu &AGT. Predpokladajme, Ze sa dé regularnou transfor-

maciou previest na tvar

Yt U — Ve — o — Y (2.1)

a stcasne (inou reguldrnou transforméciou) na tvar
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26 Zakon zotrvacénosti

Oznac¢me ako P; a P, regularne matice, ktoré zodpovedaju tejto transformacii premennych,
tg. (Y1, yn) = (@1, .-y z0)Pra(z1,...,2n) = (X1, .., 2n) Pa.

Chceme ukazat, ze s=tak =r.

Vsimnime si, ze s je presne hodnost diagonélnej matice zodpovedajicej kvadratickej forme
a t je hodnost matice pre kvadratickd formu . Tieto matice mozeme vyjadrit ako
Dy = P7PA(P;Y)T a Dy = Py P A(PyY)T. Sticasne vieme, Ze ndsobenie reguldrnou maticou
zodpovedd linedrnemu izomorfizmu, takze nemeni hodnost matice. Teda s aj ¢ sa musi rovnat
hodnosti matice A.

Zostava nam dokéazat, ze k = r. Mame rovnost

2 2 2 2 _ 2 2 2 2
Atttz A =t Y~ Y T Vs

ktortt moézeme upravit na tvar

A by oy =yl by b g e 2 (2.3)

Predpokladajme najprv, ze r < k. Ukézeme, ze za tohoto predpokladu sa da najst nenu-
lovy vektor (x1,...,x,) tak, aby platilo

21:"':Zr:yk+1:"':yn:0~ (2.4)
Vsimnime si, Ze (21,. .., Zr, Ykt1 - - - Yn) = (21, ..., Tn )P, kde matica P pozostéva z prvych
r stlpcov matice P; a z (k+1)-vého az n-tého stlpca matice P;. Hladanie vektora (z1, ..., z,),

ktory vyhovuje rovnici ([2.4) teda zodpoveda rieseniu homogénnej sistavy

aP =0,
PTaT =07,

Kedze tato sistava ma menej rovnic nez nezndmych, existuje aspon jedno nenulové riesenie.
Ak v8ak ndjdeme z1,...,x, také, ze plati (2.4), na zdklade (2.3) musia byt nulové aj
vsetky ostatné premenné z,41, ..., 2:. Lenze potom mame

($1,...,xn)Z(Zl,...,zn)Pz_l :67

¢o je spor s tym, ze vektor (z1,...,2,) je nenulovy.
Podobne aj predpoklad r > k by viedol k sporu. Musi teda platit k = r. O

Predchadzajica veta nam teda vlastne hovori, ze kanonicky tvar kvadratickej formy je az
na vymenu premennych jednoznacne urceny.

Niekedy nés zaujimaju kvadratické formy, ktorych kanonicky tvar ma na diagonile iba
jednotky.

Definicia 2.3.2. Nech A je symetricka redlna matica. Hovorime, ze A je
a) kladne semidefinitnd, ak pre kazdy vektor @ plati @Aa” > 0;

b) kladne definitnd, ak pre kazdy nenulovy vektor @ # 0 plati #AGT > 0;
c) zdporne semidefinitnd, ak pre kazdy vektor & plati @Aa” < 0;

d) zdporne definitnd, ak pre kazdy nenulovy vektor & # 0 plati @AG” < 0.

Je Tahké si vSimnut, Ze A je kladne (semi)definitnd préave vtedy, ked —A je zdporne
(semi)definitna.

Nasledujica veta charakterizuje kladne definitné matice. Tym stcasne charakterizuje sy-
metrické matice, ktoré uréuji skaldrne siciny na R™ (pozri priklad .
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KAPITOLA 2. KVADRATICKE FORMY 27

Veta 2.3.3. Symetrickd matica A je kladne definitnd prdve vtedy, ked existuje requldrna
matica P takd, ¢ A = PPT.

Chceli by sme dokézat kritérium, pomocou ktorého sa da pomerne jednoducho urcit, ¢i je
dana matica kladne definitna. V dokaze tohoto kritéria bude uzitocné nasledujiice pomocné
tvrdenie:

Tvrdenie 2.3.4. Nech A je symetrickd redlna matica typu n X n takd, Ze vsetky rohové
determinanty

D; = |a1]
a1l a2
Dy =
a21 a22
ail a12 e A1n
a1 a99 e ag
D, = "
Apl Ap2 ... Qpn

st nenulové.
Potom matica A je kongruentnd s diagondlnou maticou diag(D1, Da/D1,D3/Da, ..., Dy /Dp_1).

Determinanty podmatic vystupujice v predchiadzajicom tvrdeni sa niekedy zvykni na-
zyvat aj hlavné minory matice A.

Dokaz. Ukazeme, ze danti maticu mozno upravit na diagondlnu maticu len pouzitim operacii
typu ,,pripo¢itanie ndsobku riadka/ stipca k inému* (t.j. nepouzivame vymeny riadkov a ani
nésobenie riadkov konstantou) tak, ze dostaneme prave diagondlnu maticu tvaru, ktory je
uvedeny v tvrdeni.

Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou vzhladom na rozmer matice n. Platnost tvr-
denia pre n =1 je zrejma.

Vieme, ze D1 = aj1;. Vdaka tomu mézeme vynulovat vSetky prvky v prvom riadku a
prvom stipci. (Od¢itanim vhodného nasobku prvého stipca/riadku.) Dostaneme tak maticu
A do tvaru

ail 0 0
0 by ... bon
0 buo ... bpn

Pritom vieme, ze upravy, ktoré sme pouzili, nemenia determinant matice A ani ziaden z jej

hlavnych minorov (veta 146.3.9).

Ozngéme D), ..., D! minory podmatice, ktord vznikne vynechanim prvého riadku a pr-
vého stlpca. Z tvaru matice vidime, ze pre k = 2,...,n plati a;1 D}, = D}, a teda
Dy = 2¢
D,
Podla indukéného predpokladu vieme tito podmaticu upravif na diagonalny tvar, kde ako
prvy ¢len na diagonédle bude D} = g—’;’ a dalsie ¢leny budu tvaru D[’/;Zl = Dg%:l. 7 toho

dostavame diagonalny tvar
diag(Dl, Dg/l)l7 D3/D2, ceey Dn/anl)

pre p6évodnt maticu. O
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28 Zakon zotrvacénosti

Veta 2.3.5 (Sylvestrovo kritérium). Nech A je symetrickd matica typu n X n. Matica A je
kladne definitnd prave vtedy, ked vsetky jej hlavné minory D1, ..., D, st kladné.

Dokaz. Ak je matica kladne definitnd, tak je kongruentnd s jednotkovou maticou. Z toho
méme A = PPT a
Al = |[PPY| = |P||PT| = |P* > 0.

Podobné tvrdenie pre minory vyplynie z toho, ze ak za premenné xx1,..., 2z, dosadime 0,
dostaneme tak kvadratick(l formu v premennych z1, ..., zx, ktord je opat kladne definitna a
ktorej matica je presne podmatica uréend prvymi k riadkami a stipcami.

Ak vietky hlavné minory matice A st kladné, tak podla tvrdenia [2.3.4 mozno pri-
slusnu kvadraticku formu upravit na diagonalny tvar, v ktorom st vSetky cleny kladné. Preto
je tadto matica kladne definitna. O

Désledok 2.3.6. Nech A je symetrickd matica typu n X n. Matica A je zdiporne definitnd
prdve vtedy, ked hlavny minor Dy, md rovnaké znamienko ako (—1)* pre vietky k = 1,...,n.
(Teda znamienka hlavngch minorov su striedavo (—,+,—,+,...).)

Poznamka 2.3.7. Aby sme dostali kritérium pre kladne semidefinitné matice, nestaci v pred-
chadzajicej vete zmenit slovo ,kladné“ na ,nezdporné“. (Ako jednoduchy kontrapriklad mo-
Zeme zobrat maticu ( ] ) .) V podobnom kritériu pre kladne semidefinitné matice vystupuji

vSetky minory matice A (=vSetky determinanty Stvorcovych podmatic).

Moznost overit, ¢i je nejakd matica kladne alebo zdporne definitnd, ma vyznam v ma-
tematickej analyze pre hladani extrémov funkcii viacerych premennych. Nutnd podmienka
na to, aby v nejakom bode xy mala nejaka funkcia lokdlny extrém je, aby vsetky parcidlne
derivécie boli nulové. (Podobne ako v jednorozmere bola nutnd podmienka f’(xq) = 0.)

af (z0) of

) == =L

81'1 0 8.’£n

V pripade, ze je v jednorozmere splnend tato podmienka, skimame dalej to, ¢i je kladna

alebo zdpornd v danom bode jej druhd derivacia. Vo viacrozmere funkciu druhej derivécie
hra matice

(wo) = 0.

8% f 9% f 9% f
Tmf(xo) O0x10x2 (’Jlo) *tt Ox10Tp (‘TO)
i 8% f 9% f
H = Ox20x1 (J?o) ng(l‘o) Oz 0xy (‘TO)
o - o o -
Fatir(10)  ganam (o) . g (w0)

Téato matica je symetricka pre kazda funkciu, ktord je dvakrat spojito diferencovatelna.

7 viacrozmernej verzie Taylorovej vety totiz vyplyva, Ze hodnotu funkcie v bode g mo-

zeme aproximovat ako
£() = f(o) = 53w — z0) Hlz — o)
(kde x — ¢ st body z R"™, teda ich chdpeme ako vektory.)

To znamend, ze hodnota f(z) — f(xg) je aproximovanda (v nejakom okoli bodu zg) kvad-
ratickou formou s maticou H. Z toho vyplyva, Zze v bode f(xo) je lokdlne minimum préve
vtedy, ked tato matica je kladne definitnd (f(z) — f(x0) je v nejakom okoli kladné), lokdlne
maximum ak je zadporne definitnd. (V pripade, Ze je kladne definitnd, vieme dokonca povedat,
7e vo vhodnych stiradniciach sa tdto funkcia lokdlne podobnd na funkciu z% + - - - + 22, ktort
si vieme aspon v dvojrozmere celkom dobre geometricky predstavit. Inou podobnou funkciou
vieme zasa aproximovat tie funkcie, ktoré maji maticu H zaporne definitnd.)

Viac o tejto problematike sa mézete dozvediet napriklad v |GD, Kapitola 9.4], [A], [Pro2]
(a v podstate v kazdej ucebnici, ktord sa zaoberd analyzou viac premennych).
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KAPITOLA 2. KVADRATICKE FORMY 29

Priklad 2.3.8. V dokaze tvrdenia sme videli, ako sa (za predpokladu, ze dana sy-
metrickd matica mé nenulové hlavné minory) daja najst koeficienty v diagondlnom tvare, do
ktorého tuto maticu vieme previest iba pomocou operacie pripocitavania niektorého nasobku
riadku/ stipca k inému. Kombindcia takychto operacii znamen4 to, Zze matica transformécie
bude mat na diagonéle jednotky.

Vyskusajme si to na kvadratickej forme z tlohy . Zodpovedajica symetrickd matica
je

= =
L
© NN
INTEENIE

ISR NI
N[N0 -
N[
— N[

k>1

@

Ak pocitame jej hlavné minory dostdvame D; =1 a pr

FESTYCT
=
i
R
=
i
=
. >
Ll ol
=
E
+
-
PN
Lo

k41

thi 2k

= (k+1) = (k+1)

L G TS
R T
o o o=
o O =N

Wl= ol ol =
Wl ol = ol
Wl 1ol ! m\»—uo‘
Nl= o= = w‘
HNPEMH%
Ol 0= 5 ol ol
(ST N
SIS
v= O O Nl

e
W= =
[N

(V prvom kroku sme k prvému riadku pripod¢itali vSetky ostatné, v poslednom kroku sme
odratali prvy riadok od vSetkych ostatnych. Takéto operdcie nemenia hodnotu determinantu.)
Pre koeficienty na diagondle potom dostavame

Dy k41281 k41
D, 28 kK 2k’

Cp =

¢ize rovnaky vysledok ako nam vysiel v tlohe [2.2.3f.
Cvicenia

Uloha 2.3.1. Pre dant kvadratickd formu uréte tie hodnoty parametra ¢ € R, pre ktoré je
kladne definitn4.

a) 5a? + 323 + tad + dxywo — 3w173 — 27973

b) 222 + 23 + 323 + 2tz 20 + 27173

c) %xf + 223 — 3ta3 + 2w179 + 2tz0w3 + 27173

d) (2% + 23 + 23 + 22125 — 2w023) + L(67122 — 22103 — 22%) + 3 (2% + 23)

(Pozndmka: Niekedy sa vypocet determinantov Dj, Do, ... moZe zjednodusit, ak zmenite
poradie premennych. Takdto zmena neovplyvni to, ¢ je matica kladne definitnd.)

Uloha 2.3.2. Z tdajov ktoré st zadané o symetrickej matici A zistite, ako vyzerd kanonicky
tvar prislusnej kvadratickej formyﬂ (Dali by sa tieto tivahy pouzit na zistenie kanonického
tvaru pre niektoré kvadratické formy z predoslych prikladov?)

a) Matica A je kladne definitnd symetrickd matica rozmerov n X n.

b) Matica A je zdporne definitnd symetrickd matica rozmerov n X n.

c*) A je nenulovd symetrickd matica rozmerov 3 x 3, ktord mé nulovi stopu aj determinant,
t.j. det(A4) = Tr(A) = 0.

Uloha 2.3.3. Nech A je symetrickd redlna matica taka, ze D; > 0,Dy > 0,...,D, > 0.
(Determinanty Dy, maji rovnaky vyznam ako v tvrdeni [2.3.4]) Dokdzte, Ze potom a,, > 0.

1V ¢asti c) treba pouzit nejaké veci, ktoré budeme preberaat v dalsich kapitoldch — sem som tilohu zaradil
iba preto, Ze sa podobd na ostatné Casti a ze suvisi s kanonickym tvarom kvadratickej formy.
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30 Zakon zotrvacénosti

Uloha 2.3.4. Nech A je reguldrna symetrickd matica. Je potom symetrické matica A2 kladne
definitnd?

Uloha 2.3.5. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a @y, ..., d, € V. Definujme maticu

A = |lagj]| tak, ze a;; = (&}, aj). (Tato matica sa zvykne volat Gramova matica.) Dokézte,

ze |A] > 0 a Ze tieto vektory s linedrne nezévislé prave vtedy, ked |A| > 0.

Uloha 2.3.6*. Pre kvadratické formy f = Saijziziag =Y. bjz;r; definujeme kvadratickd
2 o

0.j J
formu (f,g) = > a;jbijzix;. Ukazte, ze ak f a g st kladne definitné, tak aj (£, g) je kladne
4,J

definitna.
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Kapitola 3

Podobnost matic

Uvodn4 ¢ast tejto kapitoly je spracovans na ziklade IKGGS| 9.4,9.5] a .... Podkapitola
obsahuje poznamky spracované J. Guricanom k tejto témeE]

V minulej kapitole sme sa zaoberali kvadratickymi formami a ukézali sme, ze pri vhod-
nej zmene premennych vieme kvadraticki formu upravit na velmi jednoduchy a pekny tvar
(diagonalny, pripadne kanonicky). Sic¢asne ndm vztah medzi tymito kvadratickymi formami
povedal nieco o vztahoch medzi ich maticami.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat do istej miery podobnym problémom. Tentokrat
sa vSak budeme snazit pomocou zmeny premennych néjst ¢o najkrajsi tvar matice linedrnej
transformécie.

3.1 Matica prechodu, podobnost matic

Pripomenme, zZe ak a,...,d, je nejakd baza kone¢norozmerného vektorového priestoru V,
tak Tubovolny vektor z V' sa dd jednoznaéne vyjadrit v tvare ¥ = ¢1&1 +- - -+¢p &y, (Pozri vetu
1]4.4.16]) Tento fakt ndm vlastne hovori, Ze baza ndm poskytuje akusi stradnicovi stistavu
v priestore V — kazdy vektor ma jednoznacne urcené sturadnice cy,...,cy,.

Definicia 3.1.1. Ak &y, ...,d, je baza vektorového priestoru V nad polom F' a 4 € V, tak
n-ticu (eq,...,c,) € F™ taka, zZe plati

—

’}/201&1+"'+Cn0_2n

—

nazyvame sdradnicami vektora 5§ v baze a1, ..., 0.

Jednou z otézok, ktorymi sa budeme v tejto podkapitole zaoberat, je to, ako sa zmenia
suradnice vektora pri zmene bazy daného vektorového priestoru. Pri tom bude uzitocna
matica uvedend v nasledujicej definicii, ktord popisuje istym spésobom vztah medzi tymito
dvoma bazami.

Definicia 3.1.2. Nech ay,...,d, a &,...,d, st dve bazy vektorového priestoru V' nad

n

Thttp://modx.gurican.sk/assets/files/algebra_i_3/podobnost.pdf
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32 Matica prechodu, podobnost matic

polom F'. Nech p;; € I st také, Ze plati

—/ — — —
ay =p1101 + p12@ae + -+ - + PipQn
—/ — — —

Qg =pP2101 + P22z + - - - + PanQn

-/ — — —
Q) =Pp101 + Pn2Qa + - + PpnQp
Potom maticu P = ||p;;|| nazyvame matica prechodu od bézy &, ...,d, k baze a,...,a,.

Inak povedané, matica prechodu je takd matica P, ktorej i-ty riadok je tvoreny sturadni-
cami vektoru &; v bdze &, ..., dy,.

Poznamka 3.1.3. V literatire najdete Casto i presne opac¢nt definiciu, nez sme uviedli my.
Teda niektori autori by tito maticu nazvali maticou prechodu od &, ...,d), k d1,...,d,.

Sktsme si rozmysliet, ¢o vieme povedat o matici prechodu opa¢nym smerom, t.j. od
ay,...,ad, kad,...,d,. Ozna¢me tito maticu P’ = ||p;;||. Plati:
@i =Pl @y + Plipdly + -+ + Pl dl, =

:pél(pn@'l + p12ds + -+ 4 P1aln)+

Dy (p21G1 + Paa@a + - - + Poandin)+

+p;n(pn1&1 +pn20_22 + - +pnn62n)

(Vektory &, ..., &, sme upravili pomocou (3.1]).) Ttto rovnost teraz upravime tak, ze ddme
dokopy cleny obsahujuci ten isty vektor &; — inak povedané tak, ako sme ju zapisali pred
chvilou to znamenad, ze s¢itance teraz usporiadame po stlpcoch.

a; =(Pi1p11 + Piapo1 + - + PipPn1 )1+
+(Pip12 + Digpaz + - -+ + DiyPn2) G+

+(p;1p1n + p;2p2n +--+ p;np7Ln)&n

Obe predchadzajice ipravy sme mohli struc¢nejsie zapisat taktoﬂ

n
- ! =/ _
Q; = E P =
Jj=1

7Z jednoznac¢nosti vyjadrenia vektora v baze a1, . . ., &, vyplyva, Ze koeficienty na pravej strane
rovnosti sa musia rovnat

n n
> phpikdn = | > phpin | G-

1k=1 k=1 \j=1

n

J

n
s

zn:, s 1, aki=k
j_lp”pjk_ w 0, inak.

2Aj v dalsom budeme pouzivat tento stru¢nejsi zipis pomocou sim, chcel som vsak aspon pri prvom
pouziti celil tpravu rozpisat trochu podrobnejsie tak, aby sticasne bolo vidno, Ze sa tam skutocne nésobil
i-ty riadok matice P’ s jednotlivymi stipcami a aby sme si uvedomili, e na v§menu poradia sumécie sa d4
v takychto pripadoch pozerat tak, Ze namiesto toho, aby sme rovnost precitali po riadkoch, si ju pre¢itame po
stipcoch. V pripade, e by vymena poradia sé¢itovania v niektorom z dalsich dokazov robila problémy, moze
pomdct prepisat si ju tak ako tu.
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KAPITOLA 3. PODOBNOST MATIC 33

Zistili sme teda, ze plat{ P'P = I, ¢o znamen4, ze P’ je inverzna matica k P (pozri pozndmku
145.5.8]).

Ukazme si, ako sme celé predchadzajice odvodenie mohli stru¢nejsie odvodit pomocou
maticového zapisu.

V prvom rade si uvedomme, ze vztah sa da ekvivalentne zapisat takto:

51 ay
: =P < : ) . (3.2)
(i:/ (i:’VL

1

=/

& ay
Kedze vektory a,...,a’ aj ai,...,d, tvoria bazu, matice : a | : | majd hodnost
1» » Bn 9 ) 3
a’ﬂ,

07.71
n, Cize su regularne. Ak pomocou nich vyjadrime maticu P, zistime, Ze aj tato matica je
reguldrna (sicin dvoch reguldrnych), ¢ize k nej existuje inverzné.

Hned vidime, ze ak plati rovnost (3.2)), tak plati i

ay a1
p! : = .
&’IIL a7l

Posledn4 rovnost znamen4 presne to, ze P~! je matica prechodu od &}, ...,&, k @y,...,d,.
Mohli by sme pouzit aj postup, ktory by tplne presne kopiroval predchiadzajice odvodenie,

pricom by sme dostali
@1 dl
@.n (i.n

a

: )) uz vyplyva P'P = 1.

Qn

z ¢oho (na zéklade regularity matice (

Poznamka 3.1.4. Predchadzajice odvodenie v skuto¢nosti nebolo uplne korektné. Z vekto-
rov ay, ..., 0, mozeme vytvorit maticu typu n x n len vtedy, ak ide o vektory vo vektorovom
priestore V' = F". Toto vSsak mdzeme pomerne lahko opravit — staci si uvedomit, ze kazdy
n-rozmerny priestor je izomorfny s F™ (veta I. Ak si pevne zvolime nejaky izomor-
fizmus medzi V' a F", mdézeme potom uz vSetky uvahy robit v F"™. Doélezité je uvedomit
si, Ze izomorfizmus neovplyvni veci ako dimenzia, linedrna kombinécia, linedrna nezavislost,

suradnice vektora v danej baze a pod. (Napriklad ak vektor ¥ € V ma v bdze ay,...,d,
suradnice (¢1,...,¢,) a f: V — F™ je lubovolny izomorfizmus, tak aj siradnice vektora f(¥)
v baze f(d1),...,f(@) st (c1,...,¢,). Z tejto skutoénosti dalej vyplyva, Ze sa zachova aj

matica prechodu medzi dvoma bdzami.)

V dalsich ivahdch budeme niekedy pouzivat podobné argumenty — bez toho, ze by sme
zdoraznili prechod do F™. Citatel si moze na prislusnych rozmysliet, Ze to skutoéne funguje.
Budeme vsak vzdy uvadzat aj odvodenie, ktoré sa neopiera o maticovy zapis, a teda pri nom
takyto prechod nie je potrebny.

Dokézali sme nasledujicu vetu:

Veta 3.1.5. Ak P je matica prechodu od bdzy &1, ...,0, k bize &4, ..., a,,, tak matica P je
reguldrna a matica P~1 je matica prechodu opacnym smerom, teda od &y, ..., &, kdi,...,dp.

Ukazeme, ze to funguje aj naopak — pre kazdi bazu a regularnu maticu P pouzitim
predpisu (3.1) dostaneme opét bazu.
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34 Matica prechodu, podobnost matic

Tvrdenie 3.1.6. Nech P = ||p;;|| je reguldrna matica typu n x n a &1,...,0, je bdza
vektorového priestoru V. Potom aj vektory &}, ..., d. urdené vztahmi
ay = p11@1 + pr2da + - + Pradin

-/ — — —
Qg = P2101 + P220i2 + - - - + PanQin
-/ - - —

@, = Pn10i1 +pn2a2 + - +pnnan

tvoria bazu priestoru V.

Doékaz. Podla vety I4.4.14] ndm staci ukézat, Ze tieto vektory su linedrne nezdvislé. Nech
~/

teda c1d1 + -+ - + ¢, &, = 0. Ak do tejto rovnosti dosadime vyjadrenia vektorov &, ..., a.,
v béze d1,...,d, dostaneme

n n n

n
0= E Ci E PijQ; | = E CiPij | Q-
i=1 1 1

j= j=1 \i=

Vsimnime si, ze koeficienty pri vektoroch @, . .., @, na pravej strane predchadzajicej rovnosti
su presne zlozky vektora (c1,...,c,)P. PretoZe vektory &, ..., &, st linedrne nezdvislé, aby
platila tato rovnost, musia sa vSetky tieto koeficienty rovnat nule. Dostali sme teda rovnosti

—

(c1y...,¢n)P =0
(c1y...,¢y)=0P7 1 =0

cp=-=c¢c,=0
Tym sme ukazali, ze &, ...,a, su linedrne nezdvislé. O

Opét mozeme to isté tvrdenie dokdzat aj s vyuzitim (3.2]).

Doékaz. Kedze dy,...,d, tvoria bazu, tak hodnost matice : | je n. Pretoze nasobenie

reguldrnou maticou nemeni hodnost, tak aj hodnost matice

je m, ¢o znamend, ze riadky tejto matice tvoria bazu vektorového priestoru V' (kedZze jeho
dimenzia je n; aj tu vyuzivame vetu 144.4.14J). O
Zmena suradnic vektora pri zmene bazy

Ukéazeme si ako pomocou matice prechodu mozeme dostat vztah medzi vyjadrenim stiradnic
daného vektora v dvoch réznych bazach.

Veta 3.1.7. Nech dy,...,0, adl,...,a, si bazy vektorového priestoru V.. Nech P je matica
prechodu od bdzy dn, ..., 0y kbdze &), ...,d,,. Nechy € V a(x1,...,2T,) s siradnice vektora
5 v bdze dq, ..., 0y, (&,...,2]) si jeho siradnice v bdze &, ..., da. . Potom plati
! /
(@1, ) = (27,...,2)P.
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KAPITOLA 3. PODOBNOST MATIC 35

Postup, ktory pouzijeme v ddkaze je v podstate rovnaky, ako tpravy pouzité v dokaze
predchadzajticeho tvrdenia.

Dékaz. To, ze vektor ¥ méa v baze a4, ..., d,, suradnice (21, ...,]) znamend, ze plati rovnost
= ! =/ ! =/
¥y =x100 + -+ x,0,.

Ak do tejto rovnosti dosadime za &, ..., d, z (3.1)), dostaneme

n

n n
¥= > piyd;.
i=1 =1
Aby sme dostali koeficienty pri jednotlivych vektoroch z ay, ..., d,, zmenime poradie s¢ito-
vania.
n n
DDV
j=1 =1
Vyraz Y ., «pi;, ktory sme dostali pri vektore @;, je presne j-ty prvok z n-tice (24, ...,z )P.
Tym je tvrdenie vety dokazané. O

Opéat mozeme predchddzajici dokaz zapisat struénejsie maticovym zapisom.

Dékaz. Uvedomme si najprv, Ze ¥ mé siradnice (z,...,2,) v bdze &, ..., &, prave vtedy,
ked plati rovnost

—

g =(x},...,2))

Spolu s rovnostou (3.2) potom dostaneme

o ay
(@%,-2) | :(xll,...w;l)P(:),

—/
225

teda suradnice v baze ay,...,ay su (zf,...,x,)P. O

Matica zobrazenia v danej baze

Definicia 3.1.8. Nech V je vektorovy priestor a f: V — V je linedrne zobrazenie. Nech
d1,..., 0y, je baza V. Matica zobrazenia f vzhladom na bdzu &, ..., d, je matica A = ||a;;||
takéa, ze plati

f(O_z'l) = ailﬁl R amo?n.

Predchadzajica definicia teda hovori, Ze matica zobrazenia f pri baze V je takd matica,
ktorej i-ty riadok tvoria stradnice obrazu i-teho bazového vektora v tejto baze.

Tato definicia do istej miery pripomina definiciu matice zobrazenia, ktord pozname z pr-
vého roc¢nika (definicia I. Tam sme pouzivali standardna bazu. Na rozdiel od pripadu,
ktory sme uviedli tu, nepozadovali sme, aby zobrazenie islo z daného vektorového priestoru
do toho istého priestoru. Podobne aj tu by sme mohli definovat o ¢osi vSeobecnejsi pojem ma-
tice linedrneho zobrazenia f: V' — W vzhladom na nejakd dvojicu béz (jedna z nich je bdzou
priestoru V' a druhd je bazou priestoru W), zatial sa vSak uspokojime s tymto jednoduchsim
pripadom.

Nasledujtice tvrdenie je do istej miery analogické s podobnym vysledkom z prvého rocnika,
ktory hovoril o rovnosti medzi obrazom vektora a suc¢inom vektora s maticou zobrazenia

(pozndmka I45.4.10).
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36 Matica prechodu, podobnost matic

Tvrdenie 3.1.9. Nech V je vektorovy priestor, &y, ...,0, je bizaV a f: V — V je linedrne

zobrazenie. Ak A je matica zobrazenia [ pri bdze di,...,0, a vektor ¥ md v tejto bdze
stradnice (x1,...,x,), tak jeho obraz f(¥) md v tej istej baze stradnice
(.’El, ce ,.’I,‘n)A

Dokaz. Podla predpokladov plati ¥ = z1d1 +- + - +x,d.,. Ak pouZijeme na obe strany rovnosti
zobrazenie f, tak (s vyuzitim linearity f) dostaneme

n

f¥) =f (Z%‘@) = inf(&i) = Zﬂﬁz Zaijo_fj = 207]‘ Zﬂiiazj-
i=1 i=1 j=1

i=1 j=1 =1

Vidime, Ze j-ta siradnica vektora f(§) v bdze @1, ...,a, je > i, Z;a;j, o je skutocne j-ta
suradnica vektora (z1,...,z,)A. O

Opét nas bude zaujimat to, ako sa zmeni matica zobrazenia, ak zmenime bazu vektorového
priestoru.

Veta 3.1.10. Nech V je vektorové priestory, f: V — V je linedrne zobrazenie a dy,. .., 0y,
&Y, ..., 4l st bdzy priestoru V. Ak P je matica prechodu od &y,...,0, k &),...,da., A je
matica zobrazenia f pri baze aq,...,a, a B je matica tohoto zobrazenia pri bize &y, ..., d.,
tak plati

B=PAP . (3.3)

Dékaz. Uvazujme vektor ¥, ktory ma v béze &, ..., stradnice (z,...,2}). Podla vety
mé tento vektor v baze dy, ..., d, stradnice (z}, ...,z )P. Dalej z tvrdeniamweme,
Ze tento vektor sa v zobrazeni f zobrazi na taky vektor, ktory mé siradnice (z7,...,2)PA
(ide opét o siradnice v bze @1, ..., d,.)
Schematicky moézeme situaciu v suradniciach &y, ..., &, znazornit takto
(@), ...,x) )P (2,...,2),)PA.

n

Co dostaneme, ak sa na situdciu pozrieme v siradniciach &,..., a7 Stiradnice vektora

—,

f(¥) vieme pouzitim vety previest do tejto bdzy pouzitim matice prechodu od &, ..., a”,
k &,...,d,. Podla vety [3.1.5[je to matica P~!.

Vektor f(§) ma teda v baze &},...,a!, stradnice (2,...,2,)PAP~1. V stradniciach
ay, ..., a0 to teda vyzera takto:
(o), ... 2) = (2},..., 20 ) PAP™?

Podla tvrdenia v8ak stcasne musi platit, ze f(¥) ma v baze &,...,a, suradnice
(zy,...,2),)B. / / /
) (z},...,2,)B

(2),... 2, "

7 toho dostavame rovnost

(«),...,2))B = (z,..., 2/, ) PAP™ .

!

PretoZe tdto rovnost plati pre Iubovolni n-ticu (zf,...,2),

rovnost

) € F™, musi platit maticova

B=PAP ..
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Definicia 3.1.11. Nech A, B su stvorcové matice nad polom F'. Ak existuje matica P taka,
7e B = PAP~!' hovorime, 7e matice A a B st podobné.

Z vety[3.1.10|vyplyva, Ze 2 matice si podobné prave vtedy, ked existujui linearne zobrazenie
a dvojica baz také, ze toto zobrazenie ma v jednej bdze maticu A a v druhej maticu B.
Je pomerne lahké overit, ze podobnost matic je relacia ekvivalencie.

Cvicéenia

Uloha 3.1.1. Ukézte, 7e podobnost matic (chdpana ako relicia na M, ,(F)) je reldcia
ekvivalencie.

Uloha 3.1.2. Pre @; = (2,1), @ = (1,2), f1 = (=1,1), B = (2,3), 71 = (1,1), 72 = (3,1).
Néjdite:

a) Maticu P; prechodu od bazy @, ds k bize 51, ,6_”2.

b) Maticu P, prechodu od bézy 51, 52 k baze 1, 7s.

¢) Maticu P3 prechodu od bézy &, ds k baze 71, ¥a.

d) Aky je vztah medzi maticami Py, Py a Ps?

Uloha 3.1.3. Nijdite vietky matice, ktoré s podobné s nulovou maticou.

Uloha 3.1.4. Ak aspoti jedna zo Stvorcovych matic A, B stupiia n je reguldrna, tak AB a
BA st podobné. Plati to aj za predpokladu, Ze nie st reguléarne?

Uloha 3.1.5. Nech A = ¢I. Aké matice st podobné s maticou A?

Uloha 3.1.6. Pre vektory 4; € R3, i = 1,2,3, oznaéme ako #; stradnice vektora v baze
a1, Ga, @3 a T, siradnice toho istého v béze &, @5, @5. Néjdite matice prechodu od @i, &, ds
k af,dh,as ak viete, ze &1 = (1,2,1), & = (-1,1,1), & = (-1,0,3), &, = (1,-1,1),
Z3=(3,1,2) a &4 = (2,1,—2). (Navod: Bude to matica istého linedrneho zobrazenia.)

Uloha 3.1.7. Ukézte, 7e ak matica A je podobna matici B, tak aj matice A= a B~! st
podobné.

Uloha 3.1.8. Ukézte, 7e ak A a B st podobné, tak maji rovnaki hodnost, determinant a
stopu. (Stopu matice sme definovali v tilohe )

Uloha 3.1.9. N4jdite vSetky matice A také, ze jedind matica, ktord je podobnd s A, je prave
matica A. (Inak povedané, trieda ekvivalencie matice A je jednoprvkova.)

3.2 Podobnost s diagonalnou maticou

3.2.1 Nutné a postacujice podmienky

Pre stvorcovi maticu A je zaujimavé zistif, ¢i je podobna s diagonalnou maticou, t.j. i
existuje reguldrna matica P takd, ze PAP~! je diagonalna (matica). Kvoli zjednoduSeniu
budeme diagondlnu maticu

d 0 ... 0
0 do ... O
D= . :
0 ... 0 d,

skratene zapisovat ako diag(dy,ds,...,dy).
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38 Podobnost s diagondlnou maticou

Ak teda A je podobna diagonalnej, je PAP~! = diag(dy,ds,...,d,) = D pre vhodni
maticu P a vhodné é&isla dy, ..., d,, potom vieme Jahko vypoéitat napr. A'°° ako

P diag(di%, di%, ... dl%) P,

alebo ak v danom poli existuji napr. V/di, ..., Vd,, tak vieme vypoéitat nieco ako v/A (t.j.
maticu B taku, ze B2 = A) pomocou P~! - diag(v/dy, Vds,...,V/d,) - P (matica B nie je
vo vseobecnosti uréend jednoznacne, toto je jedno mozné riesenie). Alebo keby sme chceli
2
vypoditat nieco typu e, mohli by sme pouzit Taylorov rozvoj e* = 1+ x + o+ g—? +...a
potom pocitat
D? D?
et :P71(1+D+?+?+...)P:P71 -diag(e?, ... edn). P

Tento vypocet je urobeny formélne, bez toho, aby sme strazili konvergenciu potrebnych
radov, ale pri troche starostlivosti by sa dalo ukazat, ze je to pomerne zmysluplny postup.
D4 sa potom robit pre napr. funkcie f(x), ktoré maja Taylorov rozvoj, ktory pri dosadeni

vsetkych ¢isiel dy, . . ., d, konverguje - t.j. vSetky sa nachadzaju vnuitri polomeru konvergencie
prislusného Taylorovho radu.
D4 sa potom definovat aj nieco ako et = P~!.diag(e®?,... edt) - P. (Ide o fun-

kciu, ktora kazdému redlnemu &islu ¢ priradi maticu.) Pre funkciu f(t) = e4?, potom plati
f'(t) = Af(¢), ¢o aspon trochu naznacuje, ze takdto funkcia by mohla sivisiet s rieSenim
diferencidlnych rovnic. (Na overenie rovnosti f/(t) = Af(t) sa sta¢l presved?¢it o tom, Ze
() = P(ePt)YP~1 = PDeP'P~! = PDP~1PePtP~1 = Aet)

Jedna vec, ktorda v danom momente nie je zrejma je, ¢i Cisla di,...,d, zavisia od P
- matice prechodu - alebo nie. Z nasledujiceho postupu bude jasné, Ze nezavisia (okrem
poradia).

Sktsme si uvedomit, ¢o presne znamend, ze matica A je podobna s diagonalnou maticou
D. To ndm hovori, Ze zobrazenie, ktoré ma pri standardnej baze maticu A, ma pri vhodnej
béze dy,...,d, maticu D = diag(dy,ds, ... ,d,). Pre kazdy z vektorov béazy teda plati

Sktisme sa na to este pozriet trochu inak. To, ze A a D si podobné ndm dava rovnosti
PAP™'=D
PA=DP

Oznac¢me teraz riadky matice P ako &, ..., d,. Potom z predchadzajicej rovnosti dostaneme:

a; A dqd
()
anA Ay Oy

Ked porovname jednotlivé riadky matic v poslednej rovnosti, opat dostavame presne rovnaky
vztah
a; A =d;a;.

7Zda sa, ze pri zistovani, ¢i je dand matica podobné s diagonalnou, by mohli hratf zaujimava
tlohu dvojice ¢ € F a @ € F™ s vlastnostou @A = cd. Budeme sa teda teraz chvilu zaoberat
tym, ako takéto dvojice najst.
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KAPITOLA 3. PODOBNOST MATIC 39

Definicia 3.2.1. Nech A je stvorcova matica nad polom F'. Prvok ¢ € F nazveme vlastngm
cislom matice A, ak existuje nenulovy vektor & € F" taky, ze dA = ca.

Nenulovy vektor & € F™ nazyvame vlastngym vektorom matice A, ak existuje ¢ € F (c
mdze byt aj 0) také, ze @A = cal.

Ak & je nenulovy vektor a pre ¢ € F plati @A = c¢@, hovorime, aj, Ze (vlastny) vektor &
prislicha ku vlastnému ¢islu ¢, alebo Ze (vlastné) ¢islo ¢ prislicha ku vlastnému vektoru a.

Ako ndjdeme vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A7
Najprv vlastné ¢isla: Pozrime sa nasledujice ekvivalentné tvrdenia:

1. ¢ je vlastné ¢islo matice A

2. Existuje nenulovy vektor & taky, ze @A = cal

3. Existuje nenulovy vektor & taky, ze dA = @(cI) (I je identickd matica)
4. Existuje nenulovy vektor @ taky, ze &(A —cI) =0

5. Jadro zobrazenia s maticou A — ¢I je netrividlne (t.j. toto zobrazenie nie je injektivne,
t.j. matica A — cI je singuldrna).

6. Determinant matice A — ¢/ je nulovy.

KedZe v tomto momente hladdme vhodné prvky ¢, mdzeme sa na determinant matice A — ¢l
v poslednom tvrdeni pozriet ako na vyraz v ,neznamej* c - skiisme radsej pouzit premenni
z. Je dobre si uvedomit, ze |A — x| je polyném v premennej x, napriklad ak

1 2 1—-=z 2
A(O 4>,tak |A—xI|‘ 0 4_u

=(1-2)4—2)—0-2=4—5z+2?

Posledne menovany determinant budeme nazyvat charakteristicky polyndm matice A a ozna-
Govat ako cha(x), t.j. cha(x) = |A — zI|. Zistit vlastné Cisla matice A teda znamend néjst
korene jej charakteristického polynému ch 4(x).

Pre uvedeny priklad teda dostavame, ze vlastné cisla si 1 a 4.

N&jst vlastné vektory znamend teraz pre dané vlastné ¢islo ¢ najst netrividlne riesenia

rovnice @(A — ¢I) = 0. Ak si napiSeme & = (21, ..., 2, ), rovnicu modZeme prepisat do tvaru
T 0
To 0

(A—cDTa®? = (A—ceD)T . =
Ty 0

¢o je vlastne homogénny systém rovnic s nezndmymi 1, . . ., z,, a maticou systému (A—cI)7.

Pre uvedent maticu
1 2
(0 7)

teda vieme, Ze jej vlastné ¢isla si 1 a 4. Ndjdime vlastné vektory:
Pre vlastné cislo 1:

C(1-1 2 \_ [0 2 T
A1~I< 0 4_1)(03),teda (A 1I)<

39

N O
w O
N—



40 Podobnost s diagondlnou maticou

Hladédme riesenia homogénneho systému rovnic s poslednou maticou, t.j.

0 0 2 3 1 3
— . T e ~ ~ 2
A=y 5)~(00)~(o4)
odkial je vidiet, ze vlastné vektory prislichajice vlastnému ¢islu 1 st nenulové vektory z

podpriestoru [(—2,1)] = [(—3,2)]. (Overte si, Ze napriklad (—3,2)A = (-3,2).)
Pre vlastné cislo 4:

(1-4 2 \ [ -3 2 L ar_ (30
e (52 (P ) e s (F0)

Hladédme riesenia homogénneho systému rovnic s poslednou maticou, t.j.

-3 0 10 10
_ . T = ~J ~Y
= (3 5)= (e 0)~(a0)
odkial je vidiet, ze vlastné vektory prislichajice vlastnému c¢islu 4 st nenulové vektory z
podpriestoru [(0,1)]. (Overte si, ze (0,1)A = 4(0,1).)
Teraz sa mozeme zamysliet nad tym, akd maticu mé linedrna transformacia urcend v baze
(1,0), (0,1) maticou A v baze (-3,2), (0,1), t.j. ak & = (1,0),&5 = (0,1) ady = (—3,2),d2 =
(0,1), A= A= (= A7), o bude AZ1*2(= AZ). Podla vzorca (3.3) je

_ -3 2
A% = PAZ P!, kde P:( 0 1 )
t.j. riadky matice P st vektory &y, ds, t.j. generdtory podpriestorov [(—3,2)] (ktorého ne-
nulové vektory su vlastné vektory prisluchajice ku vlastnému ¢&islu 1) a [(0,1)] (ktorého
nenulové vektory si vlastné vektory prislichajtice ku vlastnému é&islu 4). P je samozrejme
matica prechodu od epsilonovej ku alfovej baze. Ale AZ v i—tom riadku obsahuje sturadnice
obrazu vektora &; vyjadrené v baze d,ds, a kedze a7 je vlastny vektor prislichajici ku
vlastnému ¢islu 1, je
a1A = 1.a1 +0.ds

a podobne, kedze ds je vlastny vektor prislichajuci ku vlastnému ¢islu 4, je

10
0 4
Iny sp6sob, ako m6zeme zd6vodnit tito rovnost je pouzit rovnaky postup ako pri odvodeni
B4).
V predchidzajicom priklade tvorili vlastné vektory bazu priestoru R?, v ktorom sme
pracovali. Vdaka tomu sme z nich dostali reguldrnu maticu P. Nasledujuci priklad ukazuje,
ze to tak nemusi byt vzdy.

a preto je A% = diag(1,4) = < ) = PAP~!

Priklad 3.2.2. Vypocitajme vlastné ¢isla a vlastné vektory pre maticu
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11—z -3 3
Tu je cha(x) = 0 1—x -2 | =(1-2)3 tj. mame jediné vlastné éislo, 1 - je
0 0 1—x
trojndsobny koren charakteristického polynému - (to samo eSte nemusi byt na zdvadu). Ale

ked hladame vlastné vektory, zistime, Ze s to rieSenia homogénneho systému rovnic s mati-
T

0 -3 3 0 0 O
cou(A-DT, tj. | 0 0 -2 =| -3 0 0 |].Tato matica mé oc¢ividne hodnost
0 0 0 3 -2 0

2 a preto rieSenia tohoto systému tvoria jednorozmerny podpriestor ([(0,0,1)]), ktorého ne-
nulové prvky st jediné vlastné vektory tejto matice. Ako ukdzeme, toto je problém (mélo
linedrne nezavislych vlastnych vektorov), ktory spésobuje, Ze uvedend matica nie je podobnd
so ziadnou diagonalnou maticou.

Veta 3.2.3. Nech A = ||a;j|| je Stvorcovd matica typu n x n nad polom F. Potom A je
podobnd s diagondlnou maticou prdve vtedy, ked spomedzi vlastnych vektorov vieme vybrat
bazu.

Dékaz. =: Nech A je podobnd diagonélnej matici diag(dy, ds, ..., d,), t.j. existuje reguldrna
matica P taka, ze PAP~! = diag(dy,ds,...,d,). Potom ak ¢: F* — F" je zobrazenie
s maticou 4, t.j. A= Af = Ail"“’gn, tak maticu P moézeme povazovat za maticu prechodu
od bazy é1,...,&, ku baze ay,...,d,, kde a1,...,d, su postupne riadky matice P. Podla
vzorca plati

PALP™! = AGfn,

a teda Agl"“’&" = diag(dy, ds, - ..,dy). Toto a vyznam matice Aglv'“’d" hovori, ze a1, ..., d,
su vektory s vlastnostou ;A =0-dy + -+ di@; + -+ 0 &, = d;d;, t.j. dj,i=1,...,n
su vlastné vektory matice A prislichaji po rade vlastnym éislam d;, ¢ = 1,...,n (a tiez, ze
d;,i=1,...,n st vlastné ¢isla). Ale kedze vektory &y, ..., d, su riadky reguldrnej matice P,
tvoria bazu F", takze vieme, Ze existuju vlastné vektory tvoriace bazu.

Opét i v tomto pripade by sme ako alternativne zdévodnenie mohli pouzit rovnaky postup
ako pri odvodeni .

<: Nech sa z vlastnych vektorov matice A d& vybrat baza as,...,d,. Potom ak tieto
vektory ulozime ako riadky do matice P, tak rovnako ako v prvej casti dokazu vidime,
7e PAP™! = PAC P! = Agl’“”&". Ale matica Agl’““@n je diagondlna, lebo ci,...,c, sa
vlastné cisla. O

Téato veta umoznuje zistit, ¢i je matica podobnd s diagonalnou alebo nie, ale jej pouzitie
je numericky pomerne ndroc¢né, a preto je vhodné (ak nds naozaj zaujima len tato skutocnost
a nie aj matica prechodu P) najst iné, aspon postacujice podmienky, ktoré zabezpecia to,
7e matica A je podobnd diagondlnej. Jedna z dvoch, ktoré si uvedieme, je zalozena na leme

Lema 3.2.4. Nech A = ||a;;|| je stvorcovd matica typu n x n nad polom F a vlastné cisla
c1,...,Cr matice A st navzdajom rézne prvky pola F, dy,...,d; su vlastné vektory po rade
prishichajice c1, ..., ci. Potom st vektory a1, ..., d linedrne nezdvislé.

(Strucne: Roznym vlastngm cislam zodpovedaji linedrne nezdvislé vlastné vektory.)

Doékaz. Sporom. Vektor a; je vlastny vektor a preto je nenulovy. Preto je zavislost vektorov
@y, ..., 0 ekvivalentnd s tym, Ze jeden z nich (pre ¢ > 1) linedrnou kombindciu predchadza-
jucich, t.j. existuju aq,...,a;_1 také, ze

—

a; = a1dy + -+ a;—10;—1
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42 Podobnost s diagondlnou maticou

Predpokladajme, ze sme vybrali najmensie i s takouto vlastnostou, t.j. ze vektory &y, ..., d;_1
uZ su linedrne nezavislé. Teraz vyuzijeme, Ze a1, ..., d) su vlastné vektory, preto

o N o o ﬂ o
a;A = c;d; = ci(alal + -+ ai_lai_l) =cia101 + -+ Cia;—; 01,

kde aspon jedno z ¢isiel ay, . . ., a;—1 je nenulové (inak by bol vektor @; nulovy, ¢o sa vlastnému
vektoru neméze stat) ale aj

(181 + -+ ai—10;—1)A=a101A+ -+ i@, 1A= c1a181 + - + o160 Fi—1
odkial porovnanim a prehodenim vsSetkych ¢lenov na lavi stranu ziskame rovnost
(ci —ec1)ard@i + -+ (¢ —ci—1)a;@—1 =0

) (Ci_
762i

KedZe vSetky &isla ¢;—cy, . . ., ¢;—c;—1 st nenulové, tak aspon jedno z éisiel (¢;—cq)ay, . . .

¢i—1)a;—1 je nenulové, ¢im dostdvame spor s linedrnou nezévislostou vektorov @y, ..., & _1.
O

Prislusné postacujiica podmienka (eSte stale numericky pomerne niro¢nd) potom znie

Désledok 3.2.5. Nech A = ||a;;|| je Stvorcovd matica typu n x n nad polom F a vlastné
disla ¢, ...,c, matice A st navzdjom rézne proky pola F (t.j. A md n navzdjom réznych
vlastnyjch éisiel z pola F). Potom A je podobnd s diagondlnou maticou.

Doékaz. Treba spojit vysledok lemy [3.2.4] a vety [3.2.3] a uvedomit si, Ze n linedrne nezavislych
vektorov v priestore F'™ tvori bazu. O

Este sformulujme niekolko pomocnych kritérii, ktoré pomodzu zistit skutocnost, ze dve
konkrétne matice A, B nie st podobné (obe tieto kritérid naozaj funguji len jednym smerom,
t.j. ziadne z nich nevie potvrdit, ze matice A, B si podobné, vedia len vylucit tento fakt -
st to nutné podmienky na podobnost).

Lema 3.2.6. Nech A, B st Stvorcové matice typu n X n nad polom F. Ak A a B st podobné,
tak cha(x) = chp(x).

Dokaz. Nech si A, B podobné, t.j. existuje také reguldrna matica P, ze PAP™! = B.

Pocitajme

chp(zx) = |B—al|=|PAP ' —zI|=|PAP ! —aPIP'|=|P(A—z)P7'| =
|P||A — zI||P7Y = |PPY|A — 2I| = |I||A — 2| = |A — ]| = cha(z)

a este jednoduchsie kritérium
Désledok 3.2.7. Pre maticu A = ||a;j|| - Stvorcovd matica typu n x n nad polom F polozme
Tr(A) = aj1+asa+- - +an, - t.j. Tr(A) je sicet prvkov na diagondle matice A. Ak si matice
A, B podobné, tak Tr(A) = Tr(B).

Hodnota Tr(A) sa nazyva stopa matice A.
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Dékaz. Treba si uvedomit, ako vyzerd charakteristicky polyném matice A, je to

aj] — & ai12 . A1n
a21 a292 — T . a9n
xa(z)=1A—2al| =
Gnl oo Upn—-1 GOpn — T

Podla definicie determinant |B| = ||b;;| je stiet stéinov (—1)"Pby, 1y ... byy(n), kde ¢ € Sy,
Specidlne pre nasu maticu A — I si treba vdimniit, Ze pre ¢ identickt permutéciu, t.j. viber
diagondlnych prvkov tam mdame ¢len +(a;; — x)) - - - (@pyn — ). Ak zoberieme akykolvek iny
sUc¢in, neobsahuje aspon jeden diagonalny prvok, ale musi obsahovat z kazdého riadka a
kazdého stipca prave jeden prvok, tak musi existovat este jeden diagondlny prvok, ktory
neobsahuje a preto ako polyném v premennej x ma stupen najviac n — 2. Kedze

(11 — ) (pn —2) = (=1)"2" + (=1)" a1 + - + @pn)z" " 4. ..
— () ()P T (A

a ostatné stciny neovplyvnia koeficienty pri 2" a 2"~! v cha(z), a podla predoslej lemy
cha(x) = chp(z). Preto ich koeficienty pri 2"~! st rovnaké, ale tieto koeficienty st (az na
znamienko) Tr(A), respektive Tr(B), dostdvame rovnost Tr(A4) = Tr(B). O

Iny dokaz. Lahko sa da overit, ze plati Tr(AB) = Tr(BA) (tloha 1{5.4.4). Z toho mame
Tr(PAP~Y) = Tr(APP~!) = Tr(A). O

Podobnym sposobom sa da dokézat, ze podobné matice A, B maji rovnaké determinanty
(az na znamienko st to absolitne koeficienty - koeficienty pri 2° - v charakteristickych poly-
némoch). Opét, ten isty fakt mozeme dokdzat aj pouzitim rovnosti |AB| = |A||B| = |BA].

Priklad 3.2.8. Ak si vezmeme matice A = (}9) a B = (} 1), tak vidime, Ze obe matice
maji rovnaky charakteristicky polyném cha(x) = chp(z) = (z — 1)2. Lahko sa overi, Ze
matica B nie je podobnd so ziadnou diagondlnou maticou

Tento priklad teda ukazuje, ze implikdcie v leme plati iba jednym smerom. (Iny
kontrapriklad mézete najst v ilohe )

3.2.2 Symetrické matice — veta o hlavnych osiach

Teraz prejdeme ku druhému slubovanému kritériu, ktoré zabezpeci, ze matica je podobna s
diagonalnou. Je zalozené na tplne inom principe ako kritérium z dosledku [3:2.5] Nizsie je
sformulované pod nédzvom ,veta o hlavnych osiach* (veta. Numericky je velmi jedno-
duché, ale ma pomerne tzky ,rozsah aplikovatelnosti“ — hovori, ze kazda redlna symetricka
matica je podobnd s diagonalnou maticou a ze dokonca v tomto pripade vieme podobnost
zabezpecit pomocou ortogondlnej matice P, t.j. tato podobnost je zaroven kongruencia matic
(lebo ortogondlna matica je definovand ako matica P spliiajica podmienku PT = P~1 a teda
PAP~! = PAPT). Takiito podobnost budeme nazyvat ortogonalna podobnost.

Zastavme sa chvilu pri definicii ortogonalnej matice. Podla definicie je to matica, kto-
r4 spliia PPT = PTP = I. Rovnost PPT = T vlastne znamen4, 7e riadky matice P st
ortonormélne vektory. Rovnost PTP = I hovori to isté o stipcoch matice P.

Pred uvedenim samotnej vety o hlavnych osiach potrebujeme dve tvrdenia.

Veta 3.2.9 (Schurova veta). Nech A = ||ai;|| je $tvorcovd matica typu n x n nad polom R.
Nech vsetky vlastné cisla matice A si z pola R. Potom existuje hornd trojuholnikovd matica
T, ktord je ortogondlne podobnd s maticou A.
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44 Podobnost s diagondlnou maticou

Doékaz. Nech a, € R je vlastné ¢islo matice A, nech a, € R™ je vlastny vektor matice A

prislichajuici ku a, a ktory ma dizku 1. Nech @, ..., d,_1 st vektory v R™, ktoré dopliiaj
@'y, do ortonormélnej bézy priestoru R™. Transformécia s maticou A (t.j. A je matica tejto
transformécie pri Standardnej bdze) mé v bze @, ..., d, maticu A’, ktorej posledny riadok
obsahuje len jeden zaujimavy prvok — posledny prvok je a, a ostatné prvky v poslednom
riadku st nuly, t.j. ak st riadky matice P po rade vektory ay,...,d,, tak
C1
B 1 — A" = PAPT
Cpn—1
0...0 ‘ an

KedZe riadky matice P st ortonormélne vektory, plat{ PT = P~1 (matica P je ortogonalna).

Cely dokaz teraz urobime indukciou. Start indukcie — matica A je 1 x 1, teda A je horna
trojuholnikovd a nemame ¢o dokazovat.

Nech to teraz plati pre vSetky matice B typu (n — 1) x (n — 1). Urobme vysSie uvedenti
uvahu. KedZe pre charakteristické polynémy matic A a B plati vztah chy(z) = (z—ay,)chp(x)
(lebo matice A, A’ st podobné), kazd4 vlastna hodnota matice B je vlastnd hodnota matice A
a preto vSetky vlastné hodnoty matice B lezia v poli R. Matica B je podla indukéného pred-
pokladu ortogonédlne podobné hornej trojuholnikovej matici, ozna¢me ju T”. Teda existuje
ortogonalna matica @ typu (n — 1) x (n — 1) taka, ze QBQT = T". Potom

0 C1 0
Q e B : . QT N
0 Cn—1 0
0...0]1 0...0 | an 0...0]1
(L QBQT | Q" \ _ (T |y
0...0 [ an 0...0| ap, )’
kde v = (¢1,...,¢n—1). Poslednd matica je ale vdaka indukénému predpokladu hornd troju-

holnikova matica. KedZe je matica

ortogonélna (overte!), je tym je ukonceny dokaz indukéného kroku. O

Ortogonalna podobnost zachovava pojmy ako symetricnost, kososymetricnost a ortogo-
ndlnost, t.j. ak je A symetrickd (kososymetrickd, ortogondlna) a P je ortogondlna matica,
potom PAPT je tiez symetrickéd (kososymetrické, ortogonélna). Ak je A symetrickd, a T je
horné trojuholnikové ortogonélne podobnd s A, tak T je tiez symetrické, t.j. diagonédlna. Ak
by sme vedeli, Ze realna symetrickd matica A je ortogonélne podobnd hornej trojuholnikove;j
- t.j. vdaka Schurovej vete sa staci presvedcit, ze redlna symetrickd matica ma vzdy vsetky
vlastné ¢isla redlne - vedeli by sme, Ze je (dokonca ortogondlne) podobné diagondlnej matici.

Veta 3.2.10. Nech A = ||a;;|| je stvorcovd symetrickd matica typu nxn nad polom R, potom
vsetky vlastné c¢isla matice A su z pola R.
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Dékaz. Podla predpokladu je polyném cha(z) polyném s redlnymi koeficientami, t.j. jeho
korene su bud redlne alebo komplexné ¢isla. Budeme predpokladat, Ze si to komplexné ¢isla
a+bi (a,b € R) a dokdzeme, Ze pre symetricki maticu A je vzdy b = 0, t.j. je to redlne &islo.

Kedze A = ||a;;|| je matica nad R, urcite je to aj matica nad polom komplexnych &isiel C.
Ak uvazujeme o jej (mozno komplexnom) vlastnom ¢éisle z = a + bi, mus{ k nemu prislichat

(mozno komplexny) vlastny vektor (z1,...,2,) = (a1 + b1i,...,a, + bpi) = (a1,...,a,) +
(b1y...,bp)i (a;,b; € R), t.j. plati ZA = (a + bi)Z. Ak polozime & = (ai,...,a,) a 8 =
(b1,...,by), tak vdaka tomu, ze A je redlna matica moézeme tito rovnost napisat ako

(@ + Bi)A = (a+bi)(@+ Bi) = (ad@ — bF) + (aff + bd)i

Ale plati aj (@ + gz)A = (@4) + (ﬁA)i, kde vektory &A, EA st redlne vektory, aspon jeden
z nich nie je nulovy. Porovnanim realnych a imaginadrnych casti dostaneme

GA = ad—bj3
BA = afB+ba
Pozrime sa teraz na skaldrny sucin (@A, g ). Jedna z moznosti, ako pocitat tento skaldrny siicin

je pouzit maticové nisobenie, presnejsie pre standardny skalarny sacéin plati (Z,7) = Fy7.
Pouzitim tohoto vzorca dostaneme

Kedze aspon jeden z vektorov &, gje nenulovy, plati (E, 5) + (@, d) > 0. Preto z poslednej
rovnosti vyplyva b = 0, a teda vlastné ¢éislo z = a + 0¢ je redlne cislo. O

Na zaklade Schurovej vety teda dostavame tvrdenie, ktoré je zname ako ,,Veta o hlavnych
osiach*“:
Veta 3.2.11 (o hlavnych osiach). Nech A = ||a;;|| je Stvorcovd symetrickd matica typu n xn
nad polom R, potom A je ortogondlne podobnd s diagondlnou maticou.

Pri hladani prislusnej ortogonalnej matice prechodu je uzitoc¢né vedief nasledujtci fakt

Veta 3.2.12. Nech A = ||a;j|| je stvorcovd symetrickd matica typu n x n nad polom R, nech
a # b si dve vlastné cisla matice A a nech a je vlastny vektor prislichajici ku vlastnému
cislu a, podobne ﬁje vlastny vektor prislichajici ku vliastnému c¢islu b. Potom o L 5 (t.j. a
a f si na seba kolmé v zmysle standardného skaldrneho sucinu).
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46 Podobnost s diagondlnou maticou

Dékaz. Jedno z ¢isiel a, b je nenulové, nech je to a. Vypocitajme hodnotu a{d@, 3):

a(@, B) = (ad@, B) = (dA, B) = GAFT = @ATFT = G(FA)T = (d, A) = (a,b5) = b(a, )

¢ize (a — b){a, B) = 0 a pretoze a — b # 0, je skaldrny stcin (@, ) =0, t.j. @ L S. O

Tlustrujme si pouzitie tejto vety na konkrétnom priklade.

Priklad 3.2.13.
14 -2
A= ( 4 1 72)
—2 -2 -2
Ak existuji, najdite ortogondlnu maticu P a diagonalnu maticu D tak, aby D = PAPT.
Charakteristicky polyném je —(z + 3)%(z — 6), ¢iZe vlastné hodnoty st —3 a 6.
Riegenfm stistav s maticami (A+31)7, resp. (A—61)T dostaneme vlastné vektory. Dolezité
je vlastné vektory normalizovat, pripadne ak je niektora vlastné hodnota viacnasobna, tak
aj z nich urobit ortonormélnu bézu. (Aby sme dostali ortogondlnu maticu.) Vdaka predché-

dzajucej vete mame automaticky zabezpecené, ze vlastné vektory pre rézne vlastné hodnoty
budd na seba kolmé.

Vlastné vektory prislichajice k —3 st (%, —%, 0), (Blﬁ, ﬁ, 3;:‘/5) Vlastny vektor pri-

slichajici k 6 je (%, %, f%) Ked tieto vektory ddme do stipcov dostaneme hladant maticu

P.
-3 00
0 -30
0 06

a 2
1 4 -2 vz svz 3
( 4 1 —2) =|-%535 3
V2 3v2 3
—2-2-2 0 4 _1
3v2 3
Veta o hlavnych osiach ndm poskytuje rozklad symetrickej matice na matice projekcie.
Ortogonélna podobnost matice A s diagondlnou maticou ndm totiz hovori, Ze existuje orto-
gonalna matica P takd, ze

-

1 1
V2 V2 0
1 4
3v2 V2
2 2 1
3 3 3

w
%)
w
N

A= PTDP,

pricom vieme, ze na diagonale matice D su vlastné ¢isla dy, . .., d, matice A a riadky matice
P su vlastné vektory matice A. Predchadzajicu rovnost potom mézeme upravit na tvar

dq
0 4 ay dydy
A= (af i) C ] =t )|
- O d"I‘L dn&n
0 0 dn
A=diala, + ded@ldy + - -+ dydla, (3.5)

Predchéddzajici zapis sa niekedy zvykne nazyvat spektrdlny rozklad matice A.

Vsimnime si, ze maticu A sme rozlozili na sic¢et ndsobkov ortogonalnych projekeii do sme-
rov vlastnych vektorov. (Matica @'@; je presne matica ortogondlnej projekcie na podpriestor
[@;] — pozri tilohu [[.2.13).

Moézeme si viimnit, ze matice tvaru A = &7 @ maji niektoré pekné vlastnosti. Ocividne
plati AT = A, ¢ize takato matica je symetrickd. Vdaka tomu, Ze matica P je ortogonalna, st
vlastné vektory @y, ..., d, ortonormélne. Specidlne vdaka tomu, ze maji velkost 1, dostaneme
AA = al'(@a’)a = a’.1.ad = aTa@ = A. Matice (a im zodpovedajiice linedrne zobrazenia),
pre ktoré plati A2 = A sa zvykni nazyvat projekcie.
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KAPITOLA 3. PODOBNOST MATIC 47

3.2.3 Cayley-Hamiltonova veta

Ak by sme chceli tedriu nacati v tomto texte chceli Studovat seriéznejsie, potrebovali by sme
tzv. Caley-Hamiltonovu vetu, my ju teraz uvedieme len ako malé doplnenie problematiky a
mozno ako zaujimavost.

Veta 3.2.14 (Cayley-Hamilton). Nech A je stvorcovd matica nad polom F. Potom A je
koreriom svojho charakteristického polynému, presnejsie ak je cha(x) = (—=1)"x"+cp 12" 1+
coodcg tak (m1)"A" + e 1 AP 4 4ol = |0

Dokaz. Vzhladom na to, ze charakteristicky polyném je determinant, je vhodné pripomentut
jednu zaujimavt vlastnost - v prvom semestri sme ju pouzivali pre vypocet inverznej matice
ku reguldrnej matici. Teraz ju uvedieme v trochu vSeobecnejsej formulacii, ktord vyuzijeme
v dokaze: majme Stvorcovi maticu A typu n x n. Znakom A;; (1 < i,j < n) oznacme
determinant matice, ktord z A vznikne vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca vyndsobeny
¢islom (—1)**7 (tzv. algebraicky doplnok prvku a;; matice A). Znamy vzorec na vypocet
inverznej matice ku reguldrnej matici A (veta I hovori, ze

An Axn Any

AT Al |Al

Aa Ao Ano

4-1 = Al A [A]

Aln A2n Ann

Al A [A]

¢o je Specidlny pripad nasledujiceho vzorca:

A11 A21 . Anl 1 0 . 0
A12 A22 . Ang o1 ... 0
Ay Aoy .. A 00 ... 1

ktory plati aj v pripade, ze je |A| = 0. (A d4 sa dokdzat podobne ako veta I )
Matica

A A ... Ap
Aa Az ... Apo
Aln A2n e Ann

sa oznacuje znakom adj(A), t.j. plati A -adj(A) =|A4|-I.

Naviac je ddlezité to, ze pojem determinantu mdzeme rovnako ako pre matice nad (neja-
kym) polom F zaviest pre matice nad Iubovolnym komutativnym okruhom a v pripade, Ze je
to okruh s 1, uvedeny vzorec bude platit (i ked mozno napr. nemdzeme maticu upravit na re-
dukovany trojuholnikovy tvar a na zdklade zndmych viet o tom (tieto vety ostanti v platnosti
aj pre matice nad komutativnym okruhom), ako sa sprava determinant pri elementdrnych
riadkovych operacidach potom pocitat determinant - to je vo vSeobecnosti vysada matic nad
poliami).

Teraz mézeme pristipit ku samotnému dékazu. Nech B = A — zI. Potom B;; ako (az na
znamienko) determinant ,podmatice“ matice B, ktord vznikla vynechanim jedného riadku
a jedného stipca je polyném stuptia menej ako n, t.j. nanajvys stuptia n — 1 v premennej x.
T.j. matica adj(B) je matica s prvkami z F[z], o je komutativny okruh s 1.
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48 Podobnost s diagondlnou maticou

Vzhladom na uvedené mozné stupne polynémov existuji také matice Cy,,_1,...C1,Cy -
vSetko matice n x n nad polom F' (t.j. ich prvky uz su konstanty, nie polynémy), ze

adJ(A — II) = a,dj(B) = Cn_l.fcnil + -+ Cl.CC —+ 00
Oznaéme si cha(x) = |B| = (=1)"2" + ¢, 12" 1+ -+ 12 + ¢
|B|-T = (—1)"Iz"+cp_1-I2" - er-Txtcol = Badj(B) = (A—21)-(Cp_12™ - - -+Crz+C)),

odkial porovnanim ,koeficientov“ pri rovnakych mocninach x dostaneme

CoI = AC()
61[ = ACl — Co
CQI = ACQ - Cl
Cn—lj = Acn—l - On—2
a nakoniec
(_1)nl = —Ln-1
Vynasobme zlava teraz postupne prvi rovnicu maticou I, druhii rovnicu maticou A, tretiu
rovnicu maticou A2,..., a poslednd, t.j. rovnicu s poradovym ¢&islom n + 1 maticou A,
dostaneme
COI = ACO
ClA = A201 - ACO
A = AC, - A’Cy
Cn_lAn_l = A"C,_1— A"_lCn_g
a nakoniec
(=A™ = —-A"C,—1

Po sc¢itani Tavych a pravych stran tychto rovnic dostaneme

(—1)"A" 4 ¢, A" At ] =
—A"C,_1 + (A”C’n_l — Anilcn_g) —+ -+ (ABCQ — A201) + (A201 — AC()) + ACy = ”Oann

t.j. cha(A) = ||0]|. O
Cvicenia

Uloha 3.2.1. Najdite vlastné hodnoty a vlastné vektory danych matic nad polom C:

a) (33)
b) (73)
c) (% 72)
D (5i%)
e) (2 5)
f) (3 %)
Ak taks matica existuje, ndjdite reguldrnu maticu P s vlastnostou, ze PAP~! je diagonalna.
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Uloha 3.2.2. Ukéazte, e vlastné vektory matice A typu n x n prislichajice k danej vlastnej
hodnote ¢ spolu s nulovym vektorom tvoria podpriestor priestoru F™.

Uloha 3.2.3. Ako vyzerd matica A zodpovedajtica otodeniu v rovine okolo poéiatku strad-
nicovej sustavy o nenulovy uhol 7 Najdite jej vlastné hodnoty a vlastné vektory v C? Ako
mozno geometricky interpretovat fakt, ze tdto matica nema realne vlastné vektory?

Uloha 3.2.4. Ukéite, Ze pre ¢ € R~ {0} matica ({ §) nie je podobna s diagondlnou maticou.
Ak4 je geometricka interpreticia tohoto vysledku?

Uloha 3.2.5. Ukdite, 7e ak k je smernica vlastného vektora matice A typu 2 x 2, tak k
spliia kvadratickd rovnicu as1k? + (a11 — a2)k — ajz = 0.

Uloha 3.2.6. Ak A, B st reguldrne matice, tak AB a BA maji rovnaké vlastné hodnoty.

Uloha 3.2.7. Dokézte: Stvorcové matica A je regularna prave vtedy, ked 0 nie je vlastné
C¢islo matice A.

Ak A je reguldrna, tak c je vlastné &islo matice A préve vtedy, ked ¢! je vlastné éislo
matice A71.

Uloha 3.2.8. Ak A je idempotentns matica, ¢ize A2 = A, tak jej vlastné hodnoty mézu byt
jedine 0 alebo 1.

Uloha 3.2.9. Nech A je §tvorcové matica. Ukézte, Ze X je vlastné &slo matice A prave vtedy,
ked X\ + a je vlastné ¢islo matice A + al.

Uloha 3.2.10. Nijdite (ak takd matica existuje) maticu P taki, ze PAP~! = D je diago-
nalna matica.

—210
2 (g 19)

1 2 1
b) (610

111
9(9721)
@) (038)

Uloha 3.2.11. N&jdite (ak takd matica existuje) ortogonalnu maticu P taku, ze PAPT = D
je diagonalna matica.

a) (111

=

Bl

—
INmHOHH
= RotoN~—~

NSARSS

[oN

=
o | RSISK
cow lowl Loo
ol | o
oo wo |l w
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N
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=
wNno o
NWO O

o
=
%HMOO|M

SN—

=
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50 Krivky druhého radu

diag(-5,1,7), e) D = diag(—5,-3,1,3), f) D = diag(-1,-1,1,5), g) D = diag(1,3,7),

h) D = diag(—3,—1,3), i) D = diag(1,1,7), j) D = diag(0,2,2), k) D = diag(2,2,7),

) 10.. 0 0 n 0 .00

Uloha 3.2.12. St matice A = ( 93 9 8) aB = ( oot 8) podobné? Ak éno,
00.. 0 n 0 0 101

najdite maticu P taki, ze B = PAP™!.

Uloha 3.2.13. Pre dané matice vyratajte charakteristické polynémy cha(z), chp(x). Vy-
ratajte aj stopu a determinant tychto matic a porovnajte ich s prislusnymi koeficientami
charakteristického polynému. Su tieto matice podobné?

14 —2 1 5 —2
A:(4 1 —2);B:(2 1 —4),

—2 -2 -2 —2 -4 -2
Uloha 3.2.14. Pre dané matice vyratajte charakteristické polynémy cha(z), chp(x). Su
dané matice podobné?

a=(4 1 )m=(1 1)

-2 -2 =2 -2 -2 =2

Uloha 3.2.15. Pre zadané matice nad polom C najdite vSetky prirodzené cisla n také, ze
A™ = I. (Alebo zddvodnite, ze Ziadne také prirodzené ¢islo neexistuje.)

0 1 3 -4 0 010
a)A=<1 0>;b)A: 2 -3 0|;c)A=(0 0 1
11 2 100

Uloha 3.2.16*. N4jdite symetricki a ortogonilnu maticu P taku, ze PAP~! je diagonilna

matica ak
a® ab ab b2

ab a? b ab
ab b a? ab
b2 ab ab a?

A:

Uloha 3.2.17*. Nech V je vektorovy priestor vietkych matic typu n x n nad R, nech A € V
nech T: V — V je definované ako T(X) = AX. N4jdite charakteristicky polyném matice
zobrazenia T a ukézte, ze ak matica A je podobnd s diagonalnou maticou, tak aj 7' je podobna
s diagondlnou maticou. (Pozndmka: Matica zobrazenia T sice zdvis{ od volby bdzy priestoru
V', nie je vsak tazké si uvedomit, ze charakteristicky polyném ani diagonalizovatelnost matice
sa nemenia prechodom k inej béze, ¢ize od volby bazy nezavisia.)

3.3 Krivky druhého radu

Ako aplikdciu vety o hlavnych osiach si popiseme ako vyzeraji mnoziny bodov v rovine
popisané polynémom 2 premennych stupna 2. Z toho, ¢o si o nich povieme, by sndd mohlo
byt zrejmé, preco sa tato veta nazyva ,veta o hlavnych osiach“.

3.3.1 Ortogonalne matice 2 x 2

Najprv sa na chvilu zastavme pri ortogonalnych maticiach. Kedze chceme skiimat situdciu
v R2, budii nés hlavne zaujimat redlne symetrické matice rozmeru 2 x 2.
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Pripomernime, 7Ze ortogonélna matica je Stvorcova matica O, ktora spiﬁa podmienku OOT =
1. Tato podmienka znamena, ze riadky tejto matice tvoria ortonormalnu bazu v F.

Ekvivalentne mézeme definovat ortogonilne matice podmienkou OTO = I, ¢o znamena,
Ze ortonorméalnu bézu tvoria stipce. Ind ekvivalentnd formulécia je, ze transponovand matica
k O je sticasne k tejto matici inverznd, t.j. OT = O~!. Takisto priamo z definicie vidno, Ze
ortogonalna matica musi byt reguldrna.

Lahko sa da ukazat, ze ortogondlne matice daného rozmeru tvoria vzhladom na nasobenie
matic grupu (tdloha . Vsimnime si eSte jednu vlastnost ortogonalnych matic. Uvazujme
Standardny skaldrny sucin na R™. Pre lubovolné 2 vektory &, ﬁ € R" a ortogonélnu maticu
O dostaneme

(@0, BO) = GO(BO)" = d0OTFT = af" = (a, B).

Zistili sme, Ze linedrne zobrazenie zodpovedajice matici O zachovava skalarny stcin. Z toho
Specialne vyplyva, ze zachovava velkost a uhly vektorov.
Teraz sa pozrime len na matice rozmeru 2 x 2. Ak redlna matica O = ( a Z) je ortogonalna,

jej prvky musia spiﬁat’

a?+v2=1
A+d=1
ac+bd=0

Ak a = 0, dostaneme z prvej rovnice b = +1 a z tretej rovnice d = 0. Z toho potom
vyplyva ¢ = £1.

Ak b =0, dostaneme a = +1, c=0a d = *1.

Ak ab # 0 mozeme poslednii rovnicu vydelit ¢islom ab a dostaneme § + g = 0, cize
—g. Ak oznacime § = —g =: k, mame ¢ = bk a d = —ak. Po dosadeni do druhej rovnice
me

E >0
O

(a®> + b*)k? = 1.

Spolu s prvou rovnicou to znamens, ze k? = 1, a teda k = £1.

Lubovolné riesenie prvej rovnice je tvaru a = cosy, b = sinp. V zavislosti od volby k
dostaneme bud ¢ = sinp a d = —cos ¢ alebo ¢ = —sinp a d = cos . VSimnime si, ze tieto
riesenia zahfnaji aj pripad a = 0 a b = 0, ktoré sme riesili zvIast (pre ¢ =0, 5,7, %71’)

Zistili sme teda, ze vSetky ortogonalne matice 2 x 2 st tvaru

cosyp sing cosyp  sing
—singy cosp sinp —cosp
pre ¢ € (0, 2m).

(Tieto riesenia mozno lahko najst aj na zdklade geometrického vyznamu rovnic, ktoré sme
pouzivali. Hladali sme vlastne vektory (a,b) a (¢, d), ktoré st navzdjom kolmé a maji velkost
1. Skiste si nakreslit obrazok. )

Prva z uvedenych matic je presne matica otocCenia okolo pociatku sturadnicovej sistavy
o uhol ¢ proti smeru pohybu hodinovych ruéi¢iek (staci si v§imnuit, Ze pri tomto linedrnom
zobrazeni sa vektor (1,0) zobrazi na (cos ¢, sin ¢) a vektor (0,1) na (—sinp,cosp)).

Z rovnosti
cosp sinp \ (1 O cosp singp
sinp —cosep/) \0 —1)\—sing cosy

vidime, ze ostatné ortogondlne matice zodpovedaji zobrazeniam, ktoré si zlozenim osovej
stumernosti podla osi z a otocenia o uhol ¢.
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52 Krivky druhého radu

Zaver: Linearne zobrazenia zodpovedajice ortogonalnym maticiam st prave zobrazenia,
ktoré vznikni zloZenim osovych simernosti (podla osi prechadzajtcej pociatkom) a otoceni
(okolo pociatku).

Nieco podobné plati aj vo vseobecnosti — kazda redlna ortogonalna matica sa dé napisat
ako stc¢in matice nejakej rotacie okolo pociatku a matice, ktora zodpoveda linedrnemu zobra-
zeniu takému, ze jednotkové vektory sa pri nom nejakym spdsobom povymienaji a niektoré
z nich sa zmenia na opacné.

3.3.2 Popis kriviek druhého radu

Teraz sa uz skiisme dostat k otdzke, ktorou sme sa chceli zaoberat povodne — preskumat
krivky v rovine popisané rovnicami druhého stupna. Presnejsie, ak

f(l‘l, .132) = aux? + 2a12T1T2 + aggl‘g + 2a171 + 20012 + d, (36)

kde aspoti jedno z ¢isel a1y, a12, asz je nenulové (t.j. ¢len druhého stupna v tejto funkcii je
nenulovy), tak nds zaujima ako vyzerd mnozina bodov

K = {(z1,22) € R?; f(xq,20) = 0}.

Ako sa d4 uhddnut z oznacenia pouzitého v , tento problém bude nejako suvisiet
s kvadratickymi formami.

Ako sa d4 uhddnut z oznacenia pouzitého v , tento problém bude nejako suvisiet
s kvadratickymi formami. Ak si v§imame len kvadraticka ¢ast predpisu f(x1, z3), vidime, Ze
ide o kvadratickd formu

2 2
g(x1,x2) = a1127 + 20120122 + a2275.

ail a2

Matica tejto kvadratickej formy A = (gil gi2) je symetrickd. Podla vety o hlavnych osiach
teda existuje ortogondlna matica P tak, ze PAPT = diag(\1, \2), kde A1,2 st vlastné
Cisla matice A. Bez ujmy na vSeobecnosti mdézeme predpokladat, Zze P je maticou otocenia
okolo podiatku stradnicovej ststavy. (Ak by to nebola matica otodenia, staéi vyraz PAPT
zlava aj sprava vynasobit maticou ((1) o ) 2

Matica P zodpovedd zmene premennych, ktora je linearna, teda v novych stradniciach
bude rovnica nasej krivky vyzerat

Fyi,y2) = Myi + Aoy + 2biy + 2boys +d' = 0.

Uvazujme najprv pripad, ze A; Az # 0. Potom mdzeme tato rovnicu dalej upravit doplne-
nim na Stvorec. Zavedieme nové premenné z; = y; + f\—ll, Zo = Yo + %. Dostaneme

f(z1,22) = )\1Z% + )\225 +d" =0.

Geometricky zmena premennych, ktord sme urobili, zodpovedd posunutiu o vektor (— f\—ll, — %)

V zévislosti od znamienka koeficientov vystupujuicich v tejto rovnici uz z nej vieme vycitat
tvar krivky. V pripade, ze A1, A2 > 0 a d’ < 0, ako aj v pripade A\, A2 < 0 a d” > 0 ide
o elipsu.

Ak A, o >0ad’ > 0alebo A\, \2 <0 ad’ <0, tak uvedené rovnica nemd riesenie.

V pripade, Ze A\; a A2 majd rézne znamienka a d” # 0, je to hyperbola.

Ak d” = 0 tak ide bud o jednobodovi mnoZinu (ak A; a A2 maji rovnaké znamienko)

alebo o dvojicu pretinajicich sa priamok (ak maji rézne znamienka).
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Zostava nam vyriesit pripad, ked niektoré vlastné ¢islo je nulové. Nech napriklad A; = 0.
V tomto pripade mézeme doplnenie na Stvorec pouzit len v druhej premennej a dostaneme

)\223 + 2b12z1 + d’ =0.

Ak by # 0, je to parabola. Ak by = 0, tak v zdvislosti od znamienka d” to mo6ze byt prazdna
mnozina (rovnaké znamienko ako As), priamka (ak d” = 0) alebo dvojica rovnobezingch pria-
mok.

Zistili sme teda, ze — s vynimkou degenerovanych pripadov — kazdéd krivka vyjadrena
rovnicou druhého stupna bude vhodne posunuta a otocené elipsa, hyperbola alebo parabola.
Vlastné hodnoty matice A ndm udévaji hlavna a vedlajsiu poloos tychto kuzeloseciek.

3.3.3 Invarianty kriviek druhého radu

V tejto Casti si ukdzeme, ako mozno zistit typ krivky druhého rddu bez toho, aby sme ju
museli upravovat na kanonicky tvar.

Definicia 3.3.1. Invariantom krivky druhého radu
anx% + 2&12%11’2 + CLQQng + 20,1.%1 + 20,21’2 + d=0

rozumieme taky algebraicky vyraz zavisiaci od a11, a1z, as2, a1, as a d, ktory sa nezmeni, ak
tuto krivku vyjadrime v inych siradniciach, ktoré dostaneme posunutim a otocenim.

ailp a2 ai
a A = |12 a2 a2
ar as d

11 @12

Tvrdenie 3.3.2. Vyrazy s = Tr(A) = a11 +aze, § = |4| = Z a
12 (22

st invariantmi krivky druhého rddu
aux% + 2a12T1T2 + aggl‘% 4+ 2a171 + 2a2x9 +d =0

Dokaz. Overme najprv, Ze tieto vyrazy sa nezmenia pri posunuti. Polozme z1 = y; + d; a
To = Yo + ds. Dostaneme

a11.’1€ + 2a12T172 + aggl‘% + 2a1x1 + 2a9x2 +d =
ally% + 2a12y1Y2 + azzyg +2(a1 + a11dq + arad2)yr + 2(az + azeds + a12d1)y2 + a11d%+
2a19ddy + azeds 4 2a1dy + 2a2dy + d.

. . . ’ ) .. . a a
Pre vyjadrenie krivky v novych stradniciach mdme s = a11 + ag9, 6 = |A] = all a12 a
12 022
ail ai2 ay +ayidy + ajads
A= a2 a22 az + azadz + ajad;

a1 + andi + aiads  as + asads + arndi  aidi + 2a12dids + axd3 + 2a1dy + 2a2ds + d
Staci si vsimnut, ze maticu v determinante A mdzeme dostat ako

1 0 0 a1 Qa2 a1 1 0 dl
0 1 0 a2 Q22 Qa2 0 1 d2
di dy 1 ar ay d 00 1

(Pri hladani matic, ktorymi musime prendsobit pévodnd maticu, je mdze pomdct vSimnit
si, aké riadkové a stlpcové opericie sa daji pouzit.) KedZze sme p6vodni maticu nédsobili
maticami s determinantom 1, determinant sa tym nezmeni.
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54 Krivky druhého radu

Teraz sktisme to isté overit pre otocenie o uhol ¢, ¢ize 1 = y1cosp + yasinp a x9 =
—y1 sin ¢ + yo cos . Dostaneme

aua:% + 2a12r172 + aggxg + 2a1x1 + 2a9x2 +d =
(a11 cos? p—2a12 €os Y sin p+ago sin? ga)yf+2(a11 cos ¢ sin <p+a12(cos2 c,ofsin2 ©)—ag2 €os @ sin p)y1ya+

(a11 sin? @ — 2a12 sin? @ + agy cos® p)y3 +2(a1 cos @ — az sin p)y; +2(a; sin p + az cos ) +d

Potom dostaneme

s = Tr(A) = (a1 cos® p—2a12 cos psin g+ags sin? @)+ (a1 sin? p—2a1 sin? Y+ag, cos? p) =
2 i a2 2 s a2

a11(cos® ¢ + sin® @) + aga(cos® ¢ + sin® ) = ag1 + ag.

5 _ aiy cos? @—2a12 cos @ sin p+asgg sin? 7] ai1 cos @ sin <p+a12(cos2 <,ofsin2 Lp)fa22 cos @ sin ¢

- ai1 cos @ sin <p+a12(cos2 <pfsin2 @)7&22 cos @ sin ¢ aiy sin? @w+2a12 cos ¢ sin p+az2 cos? @

a stucasne

a1 cos? @w—2a12 cos @ sin p+az2 sin? o] a1 cos psin ga-ﬁ—alg(cosQ gz:—si]ﬂ2 p)—azzcospsing | _
a1 cos psin ga+a12(cos2 gafsin2 p)—az2 cos ¢ sin ¢ a1 sin? @w+2a12 cos ¢ sin p+azs cos? @

cosp —singp) (a1 a2 cosp singp
siny  cosgp aj2 Q22 —siny cosy
KedZe sme pdvodni maticu vyndsobili ortogondlnou maticou (a t4 ma determinant rovny 1),

determinant sa nezmeni.
Podobne dostaneme

ayy aly ay cos p — ag sin ¢
aby by aysing +agcosy | =
a1 Cosp — azsingy aj siny + ag cos ¢ d
cosp —sing 0 a1 Q12 a1 cosep singp 0
sing cosp O aia Q92 Q9 —sing cose 0
0 0 1 aq as d 0 0 1
Ani v tomto pripade sa determinant nezmeni. O

V predchédzajicej casti sme rozanalyzovali akt krivku dostaneme na zédklade znamienok
A1,2 a d”. Na uréenie tychto znamienok ndm vSak budu stacit aj spominané invarianty.

Ukézali sme, ze rovnicu krivky druhého rddu mézeme upravit na tvar A22 4+ X232 +d” = 0
(v pripade, Ze obe vlastné hodnoty sii nenulové). V tomto pripade plati s = A\j 4+ X2, § = A1 Aa,
A = M d".

V pripade, Ze A; = 0 sa rovnica danej krivky dala upravit na tvar X223 + 2by21 +d” = 0.
Hodnoty invariantov st s = Ag, § =0 a A = —b? \y.

Uvazujme najprv pripad  # 0, ktory zodpovedd tomu, ze obe vlastné hodnoty st nenu-
lové. Ak § > 0 znamena to, Ze vlastné hodnoty maju rovnaké znamienka, ak § < 0 tak maja
opacné znamienka.

Ak maju vlastné hodnoty rovnaké znamienka, tak dostavame bud prazdnu mnozinu — ak
aj d’ ma rovnaké znamienko ako vlastné hodnoty — alebo elipsu, ak m4 opa¢né znamienko.

Ak A =0, znamen4 to, ze d” = 0, ¢ize ide o jednobodovi mnozinu.

Nech teraz § < 0, ¢ize vlastné hodnoty maji rézne znamienka. Pre d” # 0 (Cize A # 0)
dostaneme hyperbolu. Ak je d” nulové, je to dvojica pretinajicich sa priamok.

Zostava nam pripad, ze niektord z vlastnych hodnét je nulova, podobne ako doteraz
budeme predpokladat, Ze je to A;. Potom ak b; je nenulové, ide o parabolu. To zodpoveda
tomu, ze A # 0. V opacnom pripade ide o dvojicu rovnobeznych priamok, jedint priamku
alebo prazdnu mnozinu (v zdvislosti od toho, ¢i Ay a d’ maji rovnaké znamienka).
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0>0 1| A#0 | elipsa alebo prazdna mnozina
0>0]A=0 jediny bod

d<0 | A#0 hyperbola
0<0|A=0 pretinajice sa priamky
=0 A#0 parabola

§=0| A=0| rovnobezné priamky alebo

3.3.4 Kuzelosecky

Krivky, ktoré takymto spdsobom dostaneme sa zvyknd nazyvat kuzelosecky. Vieme ich totiz
dostat ako prienik kuzela s vhodnou rovinou. (Dvojicu rovnobeznych priamok vieme dostat
ako prienik valca s vhodnou rovinou.) Na prvy pohlad vidno, ze ak vezmeme kuzel 2% = 224>
a rovinu ax+by+cz = d, a ak napriklad koeficient ¢ je nenulovy, tak m6zeme z druhej rovnice
vyjadrit z = w a dosadit do prvej, o¢ividne tak dostaneme rovnicu druhého stupna.

Pokiisme sa vyjadrit kuzelosecku v stradniciach uréenych danou rovinou. Nasa rovina
nech je dana rovnicou

(z1,72,23) = (b1, b2, b3) + t(u1, ug, uz) + s(v1,v2,v3).

Vhodné bude predpokladat, ze vektory @ = (u1,us,us) a ¥ = (v1,v2,v3) st na seba kolmé.
(Takto vyjadrime hladani krivku v pravouhlej siradnicovej stistave.) Vyratajme jej prieseénik
s kuzelom 23 = 2% + 23. Po dosadeni za z1, z2 a x3 do rovnice kuzela dostaneme

(bg + tU3 + 51}3)2 — (bl + tu1 + 8’01)2 - (bg + tUQ + 5’[)2)2 =0
a po uprave
(ug - uf — ug)t2 + 2(usvs — ugvy — uga)st + (vg — vf — v%)ser

2(b3U3 —biuy — b2u2)t + 2([)31)3 —bivy — bQ’UQ)S + (b% — b? — b%) =0

Ak s a t chdpeme ako sturadnice, vidime, Ze ide skuto¢ne o krivku druhého stupna. Poktisme
sa vyratat aspon § — tento invariant urcuje typ krivky.

2 2 2
uz—u] —us UIV3— ULV — U2V | 2,2 .2 2,2 .2\ _ _ 2 _
R S = (uz —uj —uj3)(vs —vi —v3) — (uzvs — ULV — U2V32)
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
= UV] + UVy + U3V3 + UV + URV] — UTV3 — UV] — URU3 — U3V,

— u?v% — u%v% — uiv? — 2uqU2v1 V2 + 2uqu3v1v3 + 2usu3vov3 =

= udvl + usv? — 2uugUi vy — UGS — UZVT + 2uUzV1V3 — UV — UZVS + 2UoUzvavs =

= (u1v2 — ug01)?® — (urvs — ugv1)? — (ugvs — uzvy)?
Ak smerové vektory roviny st (u,ue,us) a (vi,ve,vs), tak jej normélovy vektor je
(n1,m2,n3) = (u1,ug, uz) X (v1,v2,v3) = (Ugv3 — U3V2, UV — UIV3, UIV2 — UV1).

Dostali sme teda

— 22 2
0 =n5 —ny —ns.

Elipsu dostaneme v pripade, ze § > 0, ¢o zodpoveda tomu, Ze normalovy vektor smeruje do
vnutra uvazovaného kuzela. Aby sme dostali parabolu, musi platit § = 0, t.j. norméalovy vektor
patri uvazovanému kuzelu. Vzhladom k tomu, Ze sme zobrali kuzel s rovnicou 2% = 2% + 23,
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56 Krivky druhého radu

je to ekvivalentné s tym, Ze rovina je rovnobeznd s niektorou priamkou leziacou na povrchu
kuzela. Zostavajuci pripad < 0 zodpovedd tomu, Ze normalovy vektor smeruje mimo dany
kuzel.

Poktsme sa pozriet na to, ¢i by sme nieco podobné dostali aj keby sme ratali s Tubovolnym
kuZelom. KuZel, ktory mé os orientovani v smere vektora (0,0, 1) a vrchol v pociatku strad-
nicovej stistavy bude mat rovnicu % + 23 — az? = 0, kde a > 0 je nejakd kladna konStanta.
Ttto rovnicu mozeme prepisat v tvare ZKz! = 0 pre

10 0
K:(01 o).
00 —a

Tato matica je diagonalna, ¢o znamend, ze je symetrickd a tiez, ze lahko vieme vyratat
10 0
inverzni maticu Kt = <8(1) o >
~a
ZapiSme rovnicu roviny ako ¥ = Zy + us + ¢t, pricom predpokladame, Ze @, ¥ maju
jednotkovi velkost a s na seba kolmé. Po dosadeni do rovnice £KZ7 = 0 dostaneme
uKu' s 4+ (@Ko" +0Ku)T st + TKvTt2 4 --- = 0. (Chceme vyratat §, ¢ize nds zaujimaji len
¢leny, ktoré su stuptia 2.) Méme teda

§ = | @KaT aKaT
Ka’ vK&T

V&imnime si, Ze @K T7 = uyv1 + ugvy — augvs = vKi! (alebo tiez iKvT = (@Ko1)T =
TKTi" = vKaT), teda uvedend matica je skutoéne symetrickd a mozeme pouzit to, ¢o sme
odvodili v predoslej casti. (Pouzivame tu vysledky, ktoré platia pre symetrické matice.)

Na vyjadrenie tohoto determinantu nam pomoze, ked si vSimneme

a aK@" aKvT 0
( v_1> K (a7 o7 ka7 ) = | xa® o577 0 ;
K 0 0o #Ar~'aT

kde 71 = 4 x ¥ je vektorovy sucin vektorov i a v, ¢ize je to normalovy vektor danej roviny.
Ak na obe strany rovnosti pouzijeme determinant, tak mame:

181

2
|K| =0 -aK i’

—1

Ne

it
Sticasne si mozeme viimnit, ze 7K 17l = n? +n3 — %né |[K|=—aa

V1 V2 v3
_n3
a

Ul U2 U3 1
:n2+n2_7n2
1 2 a 3

s
7
AR n1 n2

7 ¢oho uz dostaneme

1
5=—a<nf—|—n§—an§>,

¢ize znamienko & je rovnaké ako znamienko vyrazu n? + nj — Ln3, ktory urcuje, aki polohu
m4 dand rovina vzhladom ku kuzelu.

3.3.5 Maximalna a minimalna vlastnia hodnota

Este sa pozrime na geometricky vyznam, ktory mé najviacsia a najmensia vlastna hodnota
v pripade, ze ide o elipsu. Uvazujme rovnicu uz upravenu na diagonalny tvar

Ax? 4+ Aozl = d.
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Nech napriklad A; > As. Pre jednoduchost predpokladajme, ze obe vlastné hodnoty s kladné.
(V opa¢nom pripade by sme ich v predchddzajiicej rovnici nahradili ich absoldtnymi hodno-
tami.)

Skisme hladat bod na elipse s najvi¢sou moznou vzdialenostou od jej stredu. Méame

d = M2 + Aoz > \o(2? + 22)

2 2
i+ x5 < —
PR =N

Vidime teda, Ze najvii¢sia moznd hodnota, akd moze vyraz z3 + x3 nadobtdat, je /\%. Tato
hodnota sa skuto¢ne aj nadobtda pre z; = 0. Kedze tato rovnica je uz v novych siradniciach,
znamena to, ze bod z najviacsou vzdialenostou od stredu lezi v smere vlastného vektora
prislichajticeho k As.

Vseobecne — vlastnd hodnota s najmensou absolitnou hodnotou a jej vlastny vektor
nam urcuju najvzdialenejsi bod elipsy od stredu, podobne ak vezmeme v absoliitnej hodnote
najvacsiu vlastni hodnotu a jej vlastny vektor, nadjeme tak najblizsi bod. Vlastné vektory
a vlastné ¢isla nam teda udavaju hlavné osi tejto elipsy.

Maximum z absolitnych hodnét vlastnych hodnot matice A sa zvykne nazyvat spektrdlny
polomer matice A. Je dolezity napriklad z toho dévodu, ze — ako sme uz spominali — na
zistenie Ci nejaky mocninovy rad obsahujici matice konverguje je potrebné zistit, ¢i vsetky
vlastné hodnoty st mensie ako polomer konvergencie. Samozrejme, na to nam stac¢i skimat
najvacsiu vlastni hodnotu.

Cvicenia

Uloha 3.3.1. Dokézte, Ze ortogonélne matice typu n x n tvoria s operdciou ndsobenia matic
grupu.

3.4 Jordanov normalny tvar

Ked sme sa zaoberali kvadratickymi formami a kongruenciou matic, podarilo sa nam ukazat,
Ze kazdd maticu (kvadraticki formu) mozno upravit na diagondlny tvar. Tento diagonélny
tvar bol teda spoloénym reprezentantom celej triedy kongruentnych matic.

Podobne aj pri podobnosti matic sa da z kazdej triedy vybrat ,pekny“ reprezentant.
Ako sme vSak videli v predchadzajucej kapitole, nie kazda matica je podobné s diagondlnou.
Preto v tomto pripade matice reprezentujice jednotlivé triedy vyzeraju o ¢osi komplikovanej-
sie. Ukazeme si jednu z moznosti vyberu takéhoto reprezentanta, ktora sa nazyva Jordanov
normalny tvar matice.

Vetu o Jordanovom normélnom tvare uvedieme bez dékazu. Jeden mozny dokaz, ktory
vyuziva tedriu modulov (=isté zovSeobecnenie pojmu vektorového priestoru), sa moézete do-
zvediet na predmete Vybrané kapitoly z algebry [G]. Dokaz toho tvrdenia moZete ndjst aj
v |Zl, Kapitola 20]. Iny dékaz zaloZeny na teérii matic (vyuziva okrem iného aj komplexni
verziu Schurrovej vety) mozno ndjst v [HJ, Theorem 3.1.11].
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58 Jordanov normalny tvar

Definicia 3.4.1. Jordanov blok velkosti k prislichajici ¢islu A je matica typu k x k tvaru

A1o0 .0
0 A 1 0 0
i T S A
0 0 A 1
0 0 A

Veta 3.4.2 (Jordanov normaélny tvar). Pre kaZdd maticu A nad C existuje blokovo diagondlna
matica J, ktorej diagondlne bloky si Jordanove bloky takd, Ze A je podobnd s maticou J.

Tk, (A1) 0 0
0 sz()\g) 0 0
AN E '.' '.. .. E
0 0 Juya) 0
0 0 ka()\j)

Matica J sa nazgva Jordanov normélny tvar matice A.

Navyse plati, Ze matica J je jednoznacne urcend aZ na poradie Jordanovych blokov na
diagondle.

Dalej plati, Ze dve matice A a B st podobné prdve vtedy, ked maji rovnaky Jordanov tvar
(az na poradie Jordanovgch blokov).

Hodnoty A1,..., A vystupujice v predchadzajicej vete si vlastné hodnoty matice A.
V pripade, Ze je matica A diagonalizovatelna, vsetky Jordanove bloky v jej Jordanovom
normélnom tvare maju velkost 1.

Vieme, ze podobné matice maji rovnaku stopu i determinant. Kedze stopu a determinant
matice v Jordanovom normélnom tvare mozno vypocitat velmi jednoducho, vidime, ze stopa
matice je presne sucet jej vlastnych hodnédt (vratane nésobnost@ a determinant matice do-
staneme ako siéin jej vlastnych hodnot (vratane ndsobnosti). To isté sme uz vlastne odvodili
v dokaze dosledku [3:2.7] a pozndmke za nim.

Ked uz pozndme kanonicky tvar z vety [3.4.2] na sposob, ako ho najst, moézeme prist velmi
podobne ako pri hladani diagonalnej matice podobnej s danou maticou.

Pre jednoduchost sa pozrime najprv na to, ¢o znamend, ze dana matica je podobna
s Jordanovym blokom, t.j. existuje takd reguldrna matica P, e plati PAP~! = J,(\).
Predchadzajicu rovnost mozeme prepisat ako

PA=J,(\)P

3Rozumieme tym nasobnost vlastnej hodnoty ako korena charakteristického polynému.
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KAPITOLA 3. PODOBNOST MATIC 59

Oznac¢me riadky matice A ako @1, .. ., &, a precitajme si ti istil maticovii rovnost po riadkoch.
& A1 o ... 0 a1
a2 0 A 1 - aiy
. A = . . . . 37
) o] (3.7
Op—1 0 0 A 1 Op—1
An 0 0 A/ \ dn
O_ZlA )\0_21 + a2
oA Ads + ag
: = : (3.8)
O_anlA >\0_2n71 + an
a,A Al

Porovnanim tychto matic vidime, ze musi platit
AnA = Ay,

To znamend, Ze A je vlastnd hodnota matice A a @, je vlastny vektor, ktory k nej prislticha.

Vlastné hodnoty a vlastné vektory uz vieme hladat — najdeme korene charakteristického

polynému |A — x| a pre ne potom riesime homogénnu stistavu uréenti maticou (A4 — \I)7.
Predchadzajuci vektor ma spiﬁat’ rovnost

On—1A=XAap-1+ an,
alebo, ekvivalentne,
An-1(A—=A]) = d,.
Vektor d,_1 teda mozeme najst riesenim nehomogénnej stustavy rovnic
(A-AnTal_ =ar.
Podobne postupujeme dalej — v kazdom kroku najdeme novy vektor rieSenim sustavy

(A-xn'a] , =aj.

Ak néjdeme vektory spliiajice uvedené rovnosti, tak matica P skuto¢ne spliia rovnosti
a PAP~! = J,(\). Navyse, ukdzali sme, ze aby pre maticu P tieto rovnosti platili, jej
riadky musia spliat vsetky uvedené podmienky.

Na ten isty problém sa mdzeme pozriet eSte aj inym spésobom. Vieme, ze podobnost matic
znamend, ze obe matice predstavuji pri roznych bézach to isté zobrazenie. Cize hladdme bazu
@1,...,0n, pri ktorej ma zobrazenie urcené (pri standardnej béze) maticou A maticu Jy(n).
To znamend Specidlne, Zze ma platit

anA = Ad,

= N -
an—lA = /\an—l + an

a1 = MA@ + Q2

Dostali sme teda presne tie isté rovnice pre ay, ..., Q.

Vo vseobecnosti mozeme mat Jordanovych blokov viac, nie iba jeden ako v predchadzaja-
cej uvahe. Ukézme si na konkrétnom priklade, ako mézeme potom néjst Jordanov normalny
tvar danej matice.
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60 Jordanov normalny tvar

Priklad 3.4.3. Nijdime Jordanov normélny tvar pre maticu

6 1 -3 2 )
-1 2 1 -3 0
A=11 0 1 3 0
-1 0 1 3 -2
-2 0 2 2 =2

Najprv chceme najst vlastné hodnoty. Vypocitajme charakteristicky polyném.

6—x 1 -3 2 5 6— 1 -3 2 5 6-21 -3 2 5
12—z 1 -3 0 || 0 2—z2—z 0 0 011 0 0
cha(z)=| 1 0 1-2 3 0o |[=Z| 1 0 1-z 3 0 |=2-2) 1 01-2 3 0 |=
2100 1 3¢ -2 2100 1 32 -2 J10 13-z -2
2 0 2 2 —2.a 2 0 2 2 2. 20 2 2 —274
661 01 g 0 @ 6=z —4 2 5 | 6-x —4 2 5
=(2-z)| L 010e 3 0 | =(2-z)| N 7T O |2 R-n) L TS0, S =
-1 o1 3oz 2 2 2 T2 2 0 0 22-42
-20 2 2 —2—z - e T2 e
6-z -4 2 5 6—x —4 12 0
6z —4 12 | 4 6—x —4 12
_ 2] 1 1z 3 0| _ 201 1-2z 3 0 2 4 2
=(2-2)"| 5 175l | =02-2)7 5 1T ileo (2—x) ’ LT 3T (2—x) ‘ b3
0 0 -2 1 0o 0 -2 1 z reamz
6—x —4 12 6—x —16 0
:(2—90)3‘ 1 1—3:3’:(2—3:)3‘ 1 —o— xO‘_Q—J} ’61:?m|—
0 1 1 0 1

(2—3:)3[(x—6)(m+2)—|—16]=( —2)3(2® —dr+4)=(2-2)°

Pouzité tpravy:
(1) Pripocitanie tretieho riadku k druhému
(2) Laplaceov rozvoj podla druhého stipca
(3) Odpocitanie dvojndsobku tretieho riadku od Stvrtého.
(4) Pripo¢itanie druhého riadku k tretiemu
Nasli sme charakteristicky polyném

cha(z) = —(z —2)°.

Jediny koren charakteristického polynému (a jedind vlastnd hodnota) je teda ¢islo 2.
Teraz najdeme k tejto vlastnej hodnote vlastné vektory. RieSime stustavu dani maticou

(A—2DT.
47-1 1 -1 -2 10 0 0 0 10 0 0 0 10 000 100 00
L0 0 00 0—-1 1 —1-2 0-1 1 —1-2 0—-1 100 01-100
31 -11 2 |~|01-112]~[01-112]|~[01-100]~[000T12
2 5315 0-33 1 2 0-33 1 2 0-3 300 00 0 00
5 0 0 —2—4 00 0 —2-4 00 0 1 2 00 012 00000
Podpriestor rieseni tejto sustavy je [(0,1,1,0,0),(0,0,0,2,—1)]. Lahko overime, Ze tieto

vektory st skutocne vlastné vektory prish'lchajﬁce k vlastnej hodnote 2. Podobne je vlastnym
vektorom aj kazd4 ich linedrna kombindcia a(0, 1,1,0,0) + 5(0,0,0,2, —1).

Kedze mnozina vlastnych vektorov je dvojrozmernd, pre maticu A sa daji ndjst 2 linedrne
nezavislé vlastné vektory. Znamena to, ze jej Jordanov normalny tvar bude mat 2 Jordanove
bloky.

Teraz budeme riesit rovnicu zadantt maticou (4 —21)7, v ktorej pravi stranu tvoria prave
vypocitané vlastné vektory.

4 -1 1 -1-2]0 10 0 0 0] a 10 0 0 0] a

1 0 0 0 0] a 4 -1 1 -1-2]0 0-11 —1-2| —4a
31 -11 2| a ~|l -31-11 2]a ~lo1-11 2| 4a ~
2 -33 1 2|2 2 -33 1 2|2 0-33 1 2 |—2a+2b

5 0 0 —2—4]-b 5 0 0 —2—4]—b 00 0 —2—4| —5a—b
10 0 0 0] a 10 000] a

0-11 —1-2| —4a 0-11 | —3a+3b 10 0 00| a

01 -1 1 2| 4a ~ |01 -100] 2a—3b N<01—100 a—b)
0-33 1 2 |—2a+2b 0-3 3 00|-3a+2b 000 12] 3atid
00 0 1 2| 3at+dd 00 012 Satdip
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Nasli sme riesenie a(1, 3,0, 2,0) + b(0,—%,0,1,0) pre vlastny vektor a(0,1,1,0,0) +
b(0,0,0,2, —1). KedZe sme nasli rieSenie pre kazdy vlastny vektor, oba Jordanove bloky musia
maft velkost aspon 2. Vzhladom k tomu, ze sucet ich velkosti je 5, musia to byt bloky velkosti
2 a 3. To znamen4, ze uz vieme, ako vyzera Jordanov normalny tvar nasej matice, pokisime
sa vsak este dopocitat aj maticu prechodu.

Opét riesime ststavu dani tou istou maticou, pricom za pravi stranu vezmeme lubovolny

vektor tvaru a(1,2,0,2,0) +b(0,—3,0,%,0).

» 929V 9 )92
4 -1 1 -1-2| a 10000\%a—%b 10 0 0 0] fa—3b
1 0 0 0 0 |3a—30b 4 -1 1 -1-2| a 0-11 —1-2| —5a+2b
-3 1 -11 2] 0 ~]l-31-11 2] o0 ~|lo0o1-11 2| %a-3>b ~
2 =33 1 2 |3at3d 2 =33 1 2 | 3at3b 0-33 1 2| —%a+3b
5 0 0 —2-4] 0 5 0 0 —2-4] 0 00 07274\7%a+gb
10 0 0 0] 3a—1b 10 000| 3Za—3b
0-1 1 —1-2| —5a+2b 0-1100] —%a+30b
01 -11 2] %a-3b | ~] 01 -100] 2a-1b
0-33 1 2 |—3%a+db 0-3 3 00| —3a+Llb
00 0 1 2| 8a-3p 00 0 12| 15a——b
Aby predchadzajica ststava mala riesenie, musi platit —%a + %b = —7a + 1b (dostaneme

var

10 000]| a

0-1100] -2 10 0 0
N(

to porovnanim druhého a tretieho riadku). Z toho dostaneme a = b. Tym preJde sistava na
0]
01 -100] & 01-100|
0-3 3 00]|—-3a 00 0 12|

00 0 12| 3a

Ako jedno z moznych rieseni dostaneme a(1, %, 0, %, 0). Pri volbe a = 1 méme
a =(1,3,0,5,0)
0_22 Ol1(A 2[) = (1,1,0,3,0)
a3 = dy(A—2I)=(0,1,1,2,—1)
Dostali sme presne vlastny vektor zodpovedajici hodnotdm a = b = 1. Tieto 3 vektory
urcuju jeden Jordanov blok. Aby sme dostali druhy, potrebujeme pouzit nejaky vlastny vektor
linedrne nezavisly od (0,1,1,2, —1). Mdzeme zvolit napriklad a =1, b = 0:
as=(1,3,0,5,0)
5252014(14 2[)2(071,1,0,0)

Dostali sme teda

w\mw‘g o

1 203 0 2 100 0
1 1.0 3 0 02100
P=]0 1 1 2 -1 J=]10 0 2 0 O
1 2035 o0 000 21
01 1 0 0 00 0 0 2
Pre tieto matice skuto¢ne plati
J=PAP™.

Vlastné vektory st uréené rovnostou a(A — 2I) = 0 Vsimnime si, Ze pre ostatné vektory,
ktoré sme dostali v predoslom priklade plati &y (A —21)% = @4(A—20)2 =0a @, (A—21)3 =
0. Vektory, ktoré vyhovuju rovnici @(A — AI)™ pre nejaké n € N a A € C, sa nazjvaji
zovSeobecnené vlastné vektory.

Vdaka tomuto pozorovaniu mézeme hladat vlastné vektory aj inym spésobom. Konkrétne
ide o to, Ze sa moZeme pozriet na mocniny matice A — A1, teda na matice tvaru (4 — AI)™.

Ak je matica A podobnd s blokovo-diagonalnou maticou J pozostdvajicich Jordanovych
blokov, tak A — AI je podobnd s maticou J — AI. Tato matica vyzerd tak, Ze v blokoch
zodpovedajucich vlastnej hodnote A sa A nahradila nulou a v blokoch zodpovedajicich nejakej
vlastnej hodnote p # A nahradime na diagondle p ¢islom g — A.
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62 Jordanov normalny tvar

Ak nds zaujima hodnost matice (A — AI)", staci sa pozriet na maticu (J — AI)™, lebo
podobné matice maji rovnaki hodnost. TaAto matica je vyrazne jednoduchsia, takze ju bu-
deme asi vediet Tahsie umocnit. Skuto¢ne, ak umocnujeme blokovo-diagonalnu maticu, tak
vysledok je opéf blokovo-diagonalna matica, pricom jednotlivé bloky st mocninami blokov
vystupujtcich v pévodnej matici. Takze sa ndm staci pozriet na to, ¢o sa deje pri umocnovani
jednotlivych blokov.

7 blokov zodpovedajicich vlastnej hodnote A sme dostali bloky takéhoto tvaru:

01 0 .. .. 0
00 1 0 0
) 010
0 01
0. ... 0

Vidime, ze v kazdom taktomto bloku je jeden riadok nulovy a ostatné sii linedrne nezavislé.
Bloky zodpovedajtce ostatnym vlastnym hodnotdam vyzeraju takto

u=X 1 0 .. .. 0
0 p—XA 1 0 0
0 Tp=x 10
0 p—A 1
0 ce A

Fakt, ze u — X\ # 0 zabezpedi, ze takato blokova matica bude regularna.

Ked sa teraz pozrieme na celi maticu A — A, tak tato matica obsahuje tolko nulovych
riadkov, kolko je v nej Jordanovych blokov prislichajtcich k vlastnej hodnote A a ostatné
riadky sa linedrne nezavislé. Teda pocet Jordanovych blokov pre tito vlastni hodnotu je
n — h(A — \I), ak pévodna matica A mé rozmery n X n.

Este by sme si mali rozmysliet, ¢o dostaneme umocnovanim takychto matic. Nie je tazké
uvedomit si, Ze ak umocnime TubovoIni maticu tvaru

0 C1,2 €1,3 ... Cl,n
0 0 c2,3co4 C2,n
0 0 chn—2,n-1Cn—-1,n
0 0 Cn—1,n
0 L 0

t.j. lubovolnd maticu, ktord ma na hlavnej diagondle aj pod miou samé nuly, tak v druhej
mocnine nam pribudni nuly tesne nad diagonalou. V tretej mocnine nam pribudne dalsia
vedlajsia diagondla pozostdvajica zo samych nil. (Do istej miery podobnd tvaha ako robime
za rovnostou ) Cize ked porovname (k — 1)-vii a k-tu mocninu, tak ndm pre kazdy
Jordanov blok velkosti aspon k pribudol jeden nulovy riadok.

Bloky, ktoré mali na diagonale nenulové ¢isla p—A budi vo svojich mocnindch na diagonale
nenulové ¢isla (u — \)™ a zostant reguldrne. Podobnd tivaha by fungovala aj pre Tubovolni
maticu tvaru

dici2c1,3 . Cln
0 d2 c23 c24 C2,n
0 dpn—2 Ch—2,n—1 Cn—1,n
0 dpn—1 Cn—1,n
0 o dn

Ked zhrnieme doterajSie tivahy, zistili sme, Ze v matici (A — AI)¥ je pocet nulovych
riadkov rovny nq + --- + ng, kde ny oznacuje pocet Jordanovych blokov velkosti aspon k
prislichajicich vlastnej hodnote A. Ostatné riadky sd linedrne nezavislé. Teda z hodnosti
takychto matic vieme zistit poc¢ty Jordanovych blokov jednotlivych velkosti.

Ukéazme si tento postup na tej istej matici ako v predoslom priklade.
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6 1-32 5
121 -3 0

Priklad 3.4.4. Opit teda budeme pracovat s maticou A = ( 1913 02>. Uz sme vyra-
—20 2 2 -2

tali, Ze charakteristicky polyném je cha(x) = —(z — 2)° a jediné vlastné é&islo je 2.

Pozrime sa teraz na to, ako vyzeraji mocniny matice (A — 27). Z Cayley-Hamiltonovej
vety vieme, ze (A —2I)° = 0, teda budeme musiet fst nanajvys po piatu mocninu. (To vyzera
na prvy pohlad velmi pracne — ideme nasobit maticu 5 x 5 — ked si vSak vSimneme, ze druhy
a treti riadok sa lisia az na skaldrny nasobok; podobne je to pre stvrty a piaty riadok; tak
ked mdme druhy a $tvrty riadok v matici (4 — 2I)2, hned pozname aj treti a piaty, ktoré
dostaneme ako prislusné nasobky.)

41-32 5
101 -3 0
A—2[:<1013 0)
10 1 1 -2
—20 2 2 -4
04 4 8 —4
9 0-1-1-21
(A-2I)"=(01 1 2 -1
0-1-1-21
0-2-2—-4 2
00000
(A—20)?®= {00000
00000
00000

Vidime, ze h(A —2I) =3, h((A—2I)?) =1 a h((A - 2I)3) = 0.

Z hodnosti, ktoré sme vyratali, vidime, ze pocet Jordanovych blokov je 2 = 5 — 3. Pocet
blokov, ktoré maju velkost aspon dva je 2 = 3—1 a pocet blokov velkosti aspon tri je 1 = 1—0.
Teda mdme jeden blok velkosti 2 a jeden blok velkosti 3. (MoZeme si v8§imnut aj to, Ze ndm
stacilo rdtat prvé dve mocniny.)

Teraz uz teda vieme, ako vyzerd Jordanov normdlny tvar:

21 0 00
02100
J=10 0 2 0 O
00 0 21
0 0 0 0 2

Nevyhoda oproti predoslému postupu je té, ze sme nezostavili maticu P. (Cize pri predoglom
postupe sme mohli urobif kontrolu vynasobenim PAP~1.)

Tak sa skiisme pozriet na to, ¢i by sme tu vedeli nijst zovseobecnené vlastné vektory.
Vektor @3 je tvaru aj(A — 21)2. Kazdy taky vektor je nasobkom vektora (0,1,1,2,—1).
(Pozerame sa na vektory, ktoré st v podpriestore generovanom riadkami matice (A — 21)2,
v nasom konkrétnom pripade je tento podpriestor jednorozmerny.) Mézeme teda zvolit ds =
(0,1,1,2,—1).

Mali by sme teraz ndjst vektor ds taky, ze da(A — 2I) = a3 a vektor @ vyhovujici
rovnosti &1 (A —2T) = dy. To sa d4 urobit rieSenim stistavy; v podstate rovnakd sustavu sme
riesili pri pocitani predoslym postupom, vieme teda, Ze mozné rieSenia si &7 = (1, %, 0, g, 0),
ay = a1 (A—2I)=(1,1,0,3,0).

Dalej by nas zaujimal vektor ds, ktory je vlastnym vektorom a sti¢asne sa da dostat ako
a5 = d4(A — 2I) pre nejaky vektor d4. (Tymto podmienkam vyhovuje aj vektor ds, my
chceme nejaky vektor, ktory nie je jeho ndsobkom.)

Vektor a5 teda patri do podpriestoru [(4,1,—3,2,5), (1,0,—1,3,0), (1,0, —1,—1,2)] gene-
rovaného riadkami matice (A — 2T). Sticasne by mal byt vlastnym vektorom, teda by mal
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lezat v podpriestore [(0,1,1,0,0),(0,0,0,2,—1)]. (Tento podpriestor sme nasli ako podpries-
tor riefenf homogénneho systému s maticou (A — 2I)T uz v predoglom postupe.)

Prienik dvoch podpriestorov by sme vedeli vyratat, v tomto konkrétnom pripade mame
v8ak situdciu vyrazne zjednoduseni. Pretoze cely podpriestor [(0,1,1,0,0),(0,0,0,2,—1)] je
dvojrozmerny a mame v nom dva vektory linearne nezévislé s a ds, tak vieme, ze ten prienik
musi byt dvojrozmerny, bude sa teda zhodovat s podpriestorom [(0,1,1,0,0), (0,0,0,2,—1)].
Preto je vhodnym kandidatom pre &s Iubovolny nenulovy vektor z tohoto podpriestoru

rozny od ds. Ak napriklad zvolime &s = (0,1,1,0,0), tak rieSenim ststavy dostaneme
Qg = (17 %707 37 )

Poznamka 3.4.5. Na ziklade toho, Ze z hodnosti matic h((A — AI)¥) sa d4 vy¢itat pocet
blokov jednotlivych velkosti, by sme vedeli dokazat aspon to, ze Jordanov normalny tvar je
jednoznacne urceny az na poradie blokov.

Cvicenia

Uloha 3.4.1. Nijdite Jordanov norméalny tvar J matice A a reguldrnu maticu P takd, Ze
plati PAP~!

00 1
A= (315
b) A= (o 3 1)
130
1 -1-11
oa=(%%1)
-1-2-24
d) A= (—01 3 %)
5000
0 4=(322)
[a) cha(z) = —(z — 1)3, vlastny vektor (1,1,-2), J = (é%?); b) cha(z) = —(z —
1)3, jediny vlastny vektor (1,1,1), J = (éi?); c) cha(x) = —(x — 1)*, vlastné vek-
1000
tory [(-1,1,0,0),(-2,0,—-1,2)], J = (8(1)%(1) i d) cha(r) = —(z — 2)3, vlastné vektory
0001
[(1,0,-2),(0,1,~1)], J = (§%§) e) cha(z) = —(z — 1), vlastné vektory [(1,—1,—1)],

<

Il
:T' /N
oo
O
O

Uloha 3.4.2. Néjdite Jordanov normalny tvar danych matic.
010 —15 9 —6 —2 4-52 1 -33 7 —12 6 ¢
(— 40) —5) (18—12—3) (5—73) (—2—613) (10—19 0) (0
—212 —6 18 —9 —6 6 —9 4 -1-438 12 —24 13 t

26 0
11 1 t
12 1 0
200) (*10 0)<730 0)(100) (110) (100)(1
021 0 -1 1 0 -3 1 001 011 01 0 0
002 0 0 -1 0 0 -3 000 001 00 -1 0

3—-4 0 2 3—-11 -7
4 —-5-2 4 9 -3 -7-1
00 3 -2 00 4 -8
00 2 -1 00 4

Uloha 3.4.4. Nijdite Jordanov tvar danej matice:

-2 -5 3
a1 o -1
0 -4 1
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0 1 -1
b [1 0o 1
2 -2 3
-1 1 0 1 10
Vysledky:a) [ 0O —1 0] b) |0 1 0
0 0 1 0 0 1

Uloha 3.4.5. Nijdite charakteristicky polyném a Jordanov tvar matice Néjdite aj prislusnt
maticu prechodu a zapiSte prislusni maticovi rovnost.

-3 0 4 1 4 -3 -2 -5 3 2-10 3-31 3-31
(3 -1 75) (073 1 ) ( 1 0 71> (1 0 0) (272 1) (272 1)
-2 0 3 0—-4 1 0 -4 1 2 21 2-32 2 -3 -2

, -110 -110 -110 110 110 -110
Vysledky: ( 0 -10 0 —10 0 —10 011 010 0 —10
0 01 0 01 0 01 001 001 0 01

3.5 Aplikacie podobnosti a Jordanovho normalneho tvaru

3.5.1 Linearne rekurencie

Pomocou Jordanovho normélneho tvaru sa da odvodit riesenie linedrnych rekurentnych rov-
nic. My sa pre jednoduchost obmedzime na rekurencie druhého radu.
Pod linedrnou rekurenciou druhého rddu rozumieme predpis

AnJrl = CLAn + bAnfh (39)

kde a,b € C. Je zrejmé, Ze ak nejaka postupnost (4,)32; vyhovuje rovnici pre vietky
n € N a ak pozndme jej pociatoéné hodnoty Ay a A;, tak tym je uz postupnost (A,)%2
jednoznacne urcena.

Zéakladom pre to, aby sme mohli aplikovat nase poznatky o podobnosti matic na linedrne
rekurencie je uvedomit si, ze s rovnostou je ekvivalentny nasledovny maticovy zapis

An+1 _f[a b An
()= (o) (i) 6210
Charakteristicky polyném tejto matice je

a—x b

_ _ b= 2 _ _
1 _x—x(x a)—b=z"—azx —b.

cha(zx) =

Vlastné hodnoty su rieSenia rovnice cha(xz) = 0. T4to rovnica sa zvykne nazyvat charakte-
ristickd rovnica rekurencie (3.9)).

Pre vlastné hodnoty A; 2 matice A = Cll 8) teda plati
AM+A=a
L (3.11)
A1-Aa=—b

Z rovnosti (3.10) dostaneme postupne

An+1 _ A’I’L _ 2 An—l __ AN Al
(i) =alin)=# () == () oo

Ak poznidme Jordanov tvar matice A, t.j. ak plati A = P~1JP, tak tito rovnost vieme

prepisat ako
An+1 o n A1 o —1 1n Al
<An)A <A0>P TPl a)
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66 Aplikacie podobnosti a Jordanovho normaéalneho tvaru

Na dalsie vypocty potrebujeme vedief ako vyzeraji mocniny matice v Jordanovom nor-
malnom tvare. V pripade, ze J je diagondlna matica, jednoducho umocnime prvky na diago-
nale. Pre matice 2 X 2 mame.

(A0 n_ (AT 0
J<0 )\2) - ! (0 )‘3)

Vo vseobecnosti naim staci umocnovat Jordanove bloky. V pripade matice 2 x 2 je situacia
pomerne jednoduché:

2 n n—1
J = <6\ i) J? = <A0 ié) g = <AO "AM > (3.13)

Kedze pracujeme iba s rekurenciami druhého stupna, vystacime s maticami 2 x 2. Mo-
zete si ale skusit rozmyslief, ze podobne to bude fungovat aj pre Jordanove bloky vac-
sich rozmerov, t.j. k-ta mocnina Jordanovho bloku obsahuje (poénic od diagondly) prvky
AERAR (B AR

Pozrime sa teraz nato, ¢o z predchadzajicich rovnosti dostaneme pre rekurentné postup-
nosti.

V pripade, ze Jordanov tvar je diagonalny, mame

Ay, P DPho 0 A3) \p21 p22) \Ao Do Pho 0 A3/ \ap
_ <PI11 P/12) <a’1)\7f> _ (p/11a/1)‘711 +p’12a6)\§>
- / / ! - / !/ / !
Po1 Paz) \GoAz P2107AT + PogagAs
Ak porovname druhy riadok matic na lavej a pravej strane v predoslej rovnosti, vyslo
nam, ze
An = Cl)\? + CQ)\S.
Na vyratanie konstant c¢; » mézeme pouzit to, ze pozname inicidlne hodnoty Ag 1.
Pozrime sa na pripad, ze matica A nie je diagonalizovatelni. Jej Jordanov tvar potom

obsahuje jediny Jordanov blok velkosti 2. Vlastné hodnoty st rovnaké, ich spoloénti hodnotu
oznacme A. Potom mame

Ant1 _ P Pha) (A" nAMTY (pu pie) (As _ P Pl (A" nATTY [a) _
An Pa Pa) \ 0 A™ P21 P22/ \Ao Ph Paa) \ 0 A" aj
_ (p/n p’12) <a/1)‘n +a6”)‘n1) _ ((p/nall + plaag) A" +p/11”>\n1)
P21 Dho apA" (P1a7 + Pooag) A" + poynA™ ™

A, =\ 4 conA™ L

Zistili sme, ze

Opit, konstanty c; » mézeme vyratat z pociato¢nych podmienok.

Podobnym sposobom sa da odvodit aj vSeobecny vzfah pre linedrne rekurencie k-tého
stupna

An-i—k = Ck—lAn+k:—1 + Ck—QAn+k—2 +o 4+ CIATH-I + COA’IL'

Opét, rieSenie moézeme néjst ako linedrnu kombindciu geometrickych postupnosti urcenych
korenmi charakteristickej rovnice, v pripade, Ze je niektory koren viacnasobny, treba brat do
tivahy okrem geometrickej postupnosti A\ aj postupnosti nA"~1, n?\"=2 ... (tolko z nich,
kolko je ndsobnost prislusného koreiia).

Viac o linedrnych rekurenciidch ako aj dokaz vety o tvare rieseni zalozeny prave na pouziti
Jordanovho normélneho tvaru mozete najst napriklad v [CFRI Section 2.2]. Iny dékaz mézete
nédjst v [W].
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Priklad 3.5.1. N4jdime vyjadrenie n-tého ¢lena Fibonacciho postupnosti uréenej predpisom
Fopi=F,+ F, (3.14)

a pociatoénymi hodnotami
Fo=0F, =1.

Maticovy zépis rovnice (3.14)) je

(F;T) B G é) (FI::) (3.15)

Charakteristické rovnica je 2 —x — 1 = 0 a jej korene si

A2 = 5
Na zéklade Viétovych vztahov pre ne plati
A+ A =1,
Ay = —1.

Vlastné vektory pre vlastni hodnotu A; ndjdeme rieSenim ststavy s maticou

DV O VI |
IR W O RS

Vidime, Ze obom rovniciam vyhovuje napriklad vektor (1, —As).
Podobne vlastnym vektorom pre vlastni hodnotu A je (1, —)\1). Teda pre maticu

1
P(1 —)\1)

plati PAP~! = diag(A1, A2).

Inverzna matica k matici P je

1 —A1 A
p-l_ 1 A2
v (3

Dosadenim do ([3.12f) potom dostaneme

(Fn+1> _ p-t <A? 0 ) P <F1> _ 1 (—Xf+1 )\;Jrl) (1) _ 1 (}J;H — At
£, 0 Ay FoJ X=X\ AT A3 JAL) X =M\ A3 - AT

Na zdklade porovnania spodného riadku na lavej a pravej strane predchédzajicej rovnosti
vidno, ze
_ A=A
YD
Ak dosadime Ay = 1+2\/g al = 1*2‘/5, tak mame
() - (=)
2 2
F, = . 3.17
7 (317

Vzorec (3.17) (resp. (3.16])) sa vold Cauchy-Binetova formula.

F, (3.16)
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68 Aplikacie podobnosti a Jordanovho normaéalneho tvaru

Maticové rovnosti a nam mozu pomdcet nielen odvodit vzorec pre n-ty clen
postupnosti ale aj na odvodenie niektorych vztahov platnych pre rekurentné postupnosti.
Ako jednoduchy priklad si mézeme ukazat odvodenie vzorca pre siucet prvych n ¢lenov Fi-
bonacciho postupnosti.

Viac o vyuziti matic pri odvodzovani roznych identit platnych pre ¢leny Fibonacciho
postupnosti (pripadne aj vSeobecnejSie pre linedrne rekurencie druhého stupria) sa mozete
do¢itat napriklad v [J, 1S].

Priklad 3.5.2. Vyuzijeme rovnosti

Foi o1 (Fo
(i) = (i),

Ich séitanim dostaneme

F2+"'+Fn+1 _ n—1 FQ
(F1+---+Fn ) ={U+dto+d )<F1>'

Vsimnime si, ze plati
(A-DI+A+-+ A" =A™ — 1T,

a teda
I+ A+ +A" =(A-D)"HA" - 1T).

wer=(§ 20 2=

(Tento fakt sme mohli spozorovat aj z charakteristickej rovnice. Podla Cayley-Hamiltonovej
vety [3.2.14] totiz mus{ platit cha(A) = A2 — A — I = 0, z ¢oho dostaneme A(A—1I)=1a
(A-1)"t=A4)

Méame teda
o+ +Fo) p\—l/4n Ry (11 Foio—1\ [(F,13—-1
(i) =a-nwe-n(8) = (o) (B2 = (Roo):

Vypocitali sme teda, ze

Lahko vypocitame, ze

n
Z F=F,,—1.
k=1

Poznamenajme, Ze identitu odvodend v predchadzajicom priklade by sme mohli lahko
overif indukciou. Za vyhodu uvedeného pristupu mozno povazovat to, ze takto sme boli
schopni tento vzorec objavit — pri dokaze indukciou musime najprv uhadnuf ako vzorec
vyzerd. (Této vyhoda je mozno zjavnejsia pri odvodzovani niektorych komplikovanejsich rov-
nost{; my sme sa uspokojili s tymto velmi jednoduchym prikladom.)
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Cvicenia

Uloha 3.5.1. Najdite predpis pre n-ty ¢len danej rekurentnej postupnosti:

a) ap = Bap—1 — 6a,_2, pricom ag =4 a a; =7;

b) an = an—1 + 2a,_2, pricom ag =4 a a; = 5;

¢) an = 6an—1 — 9a,_2, pricom ag =2 a a; = 3;

d) an, = 2ap_1 — 2a,,_2, priom ag = a; = 2.

[Visledky: a) 5.27 — 37 b) 3.2 + (—1)"; ¢) 2.3" — .37 d) (1 + )" + (1 — i)™

Viaceré cvicenia v tejto Casti st zamerané na dokaz niektorych identit tykajucich sa
Fibonacciho ¢isel pomocou matic. Pre mnohé z nich sa daju dokazat podobné vysledky aj
pre Tubovolné rekurentné postupnosti druhého rddu. Na porovnanie obtiaznosti si mozete
niektoré z nich skisit dokazat aj matematickou indukciou, dosadenim vzorca pre n-ty
¢len alebo inymi sposobmi (generujiice funkcie, rozne metédy na vypocet sim, ...).

Uloha 3.5.2. Ukdzte, Ze pre maticu A = (1 1) a pre n € N plat{ A" = (F;i“ Ffil).
Na zaklade toho ukazte, ze:
a) Foi1F,_1 — F2 = (—1)" (Cassiniho identita)
b) Fren = FinFnt1 + Frn—1F, (konvoluénd vlastnost)
C) FQn :Fn(Fn+l+Fn—1) aFQn—I—l :Fn2,+1 +F72L
Vedeli by ste pomocou vysledkov z casti ¢) navrhnut efektivny algoritmus na vypocet
n-tého Fibonacciho c¢isla.

Uloha 3.5.3. Dokdite, Ze > p_o Fart1 = Faini1) @ Dopo For = Fangr — L.

Uloha 3.5.4. Ukézte, ze ZZ:O Fk2 = F,F,41. (Hint k maticovému odvodeniu: Comu sa
rovna (A¥)2? Inad moznost: Pouzit nejako tlohu ).)

Uloha 3.5.5. Ukéite, ze Fy, = Y or—o ( ) . (Hint k maticovému odvodeniu: Skiiste vyuzit
rovnost A%2 =T+ A.)

Uloha 3.5.6. Najdite vzorec pre Fjiiy1 a pre Fz,.

V zostévajucich tlohach budeme pouzivat aj iné postupy ako pouzitie matic. Cielom je
ukazat niektoré zaujimavé vlastnosti Fibonacciho postupnosti.

Uloha 3.5.7. a) Vyjadrite F, 43 a F;,, pomocou F, 11 a F, o.

b) Ukézte, ze F2,, — F2, | = F,,F, ;3 plati pre lubovolné n € N.

Uloha 3.5.8. Lucasova postupnost je postupnost uréend predpisom Lpyy =L+ L, a
podmienkami Ly =2, L; = 1.

a) Najdite vyjadrenie n-tého ¢lena Lucasovej postupnosti.

b) Ukazte, ze L, = F—1 + Fy41.

Uloha 3.5.9. Ukéite, Ze pre Fibonacciho postupnost plati:
) ‘ FkTm
) (F ny B n+1) L,
) (FknJrra n) (FraFn)7
Kolko delem so zvyskom je potrebné vykonat, ak hladame (F,,, F,,_1) pomocou Eukli-
dovho algoritmu?
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70 Aplikacie podobnosti a Jordanovho normaéalneho tvaru

3.5.2 Sustavy linearnych homogénnych diferencialnych rovnic

V tejto Casti sa budeme zaoberat stistavami linearnych homogénnych diferencialnych rovnic.
Pre jednoduchost sa opédf obmedzime na ststavy 2 rovnic. Si to teda sistavy tvaru

' (t) = ax(t) + by(t)

y'(t) = ca(t) + dy(t)
pricom a,b,c,d € C st konstanty, x(t),y(t) st hladané funkcie redlnej premennej a vSetky

derivacie vystupujice v sustave chapeme ako derivacie podla t.
Strucnejsie budeme predchadzajicu sistavu zapisovat ako

2 =ar+b
, Y (3.18)
y =cx+dy
Budeme vyuzivat to, ze vieme, Ze rieSenim diferencidlnej rovnice
v = ku
pre dané k € R je funkcia
u(t) = Cekt,

pricom C = u(0). (Lahko overime, Ze tato funkcia danej rovnici skutocne vyhovuje. Akonahle
je dané u(0), je tym uz funkcia u jednoznaéne urcen4.)

Pozrime sa najprv na nasledujiuci jednoduchy priklad, kde sa dd4 uhadnut ako mézeme
stustavu previest na tvar, ktory uz vieme riesit.

Priklad 3.5.3. Riesme sistavu
¥ =x+2y
y =2z 4y
Upravme tuto stustavu tak, ze jednotlivé rovnice sé¢itame a odé¢itame. Dostaneme tak
rovnice
2 +y =3x+ 3y
-y =-z+y
¢ize
(z+y) =3(x+y)
(x—y) =—(z—-y)
7 tychto 2 rovnic mame

r+y= cle3t

a:fy:ch*t

a po vyjadreni = a y dostaneme riesenie

Tr = alegt + age_t

Yy = ale?’t — age_t

(Kvoli ,krajsiemu® zapisu sme zaviedli nové konstanty a; o také, Ze ¢1 = 2ay, c2 = 2as.)
Dosadenim do pévodnej rovnice sa Tahko presvedéime, ze je to skutocne riesenie povodnej

sustavy.

70



KAPITOLA 3. PODOBNOST MATIC 71

Opit, podobne ako v pripade rekurencii, vieme sustavu (3.18) zapisat maticovo ako

(@', y) = (z,y)A (3.19)

A-(g ;).

Vsimnime si, co sme vlastne v predchadzajicom priklade urobili. Najprv sme zaviedli
nové funkcie v a v (zmena stiradnic), pre ktoré sme sustavu vedeli riesit, a potom sme
urobili opa¢ni zmenu suradnic, aby sme dostali riesenie pre pévodné funkcie. To presne
zodpovedd podobnosti matic — pri nej tieZ robime zmenu siradnic P a zmenu suradnic
opa¢nym smerom P~!. Na tento problém sa teda mozno pozerat tak, Ze hladdme maticu
podobni matici A, pricom cheeme, aby tdto matica (a tym padom aj zodpovedajica ststava)
boli ¢o najjednoduchsie. Vhodnym kandidatom by mohol byt Jordanov norméalny tvar.

Co dostaneme ak maticu P prevedieme na Jordanov normélny tvar? Mame potom

pricom

(z',y) = (x,y) P~ JP
¢ize
(2,9 YP~ = (z,y) P .

Uvazujme nové funkcie u(t) a v(t) uréené ako
(u,v) = (,y) P,

7 nich vieme vyratat hladané funkcie x a y a ziskali sme pre ne o Cosi jednoduchsiu stistavu
(', 0") = (u,v)J.

Rozmyslime si aspon najjednoduchsi pripad, matica J je diagonalna a obe vlastné hodnoty
su realne cisla. Potom ststava, ktorej maji vyhovovat u a v je
!
u = A\u
U/ = /\2’U
a jej rieSenie je
u = creM?t

v = cpe?!

Riesenia povodnej stustavy dostaneme vynasobenim sprava maticou P.

(@(),y()) = (c1e™’, )P

Ked riadky matice P (¢o st stcasne vlastné vektory matice A) oznac¢ime ako dy, ds, tak
predchadazjica rovnost znamena

(x(t)v y(t)) = 016/\”071 + 626)\2tc_i27

At Aot

Cize rieSenia pdvodnej sustavy su linedrne kombindcie rieseni e**d; a e2*ds.
Viac o rieseni ststav linedrnych diferencidlnych rovnic a tiez sposob, akym sa riesia pri-

pady komplexnych alebo viacndsobnych vlastnych hodnét, mozno najst napriklad v [GSS].
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72 PageRank algoritmus

3.6 PageRank algoritmus

V tejto casti chceme z hladiska linedrnej algebry popisat PageRank algoritmus, ktory sa
da pouzit na ohodnotenie dolezitosti webovych stranok. Je dolezity pri vyhladavani na zo-
radenie vysledkov. Podrobnejsie o tejto téme sa mozete dozvediet napriklad v ¢lanku [BL]
alebo v knihe [LM] (tato podkapitola spracovana z tychto dvoch zdrojov a z [Me]). Dalsim
dostupnym zdrojom je bakaldrska praca |[Mi], v ktorej ndjdete dokdzany i vSeobecny pripad
niektorych tvrdeni, ktoré tu dokdzeme iba v zjednodusenom pripade, Ze ide o matice podobné
s diagonalnou maticou.

Autormi tohoto algoritmu st zakladatelia firmy Google Sergey Brin a Larry Page, zacali
na nom pracovat v druhej polovici 90-tych rokov. Oproti dovtedy pouzivanym spésobom
hodnotenia dolezitosti ndjdenych vysledkov je vyznamnym rozdielom to, ze dblezitost sa tu
neurcuje na zaklade obsahu stranky, ale podla hypertextovych odkazov na dani stranku
7z inych stranok. Priblizne v tom istom Case navrhol Jon Kleinberg algoritmus HITS, ktory
bol do zna¢nej miery podobny, nesnazil sa ho vSak komercne vyuzif. V stcasnosti niektoré
vyhladavace pouzivaju tento algoritmus. Hlavny rozdiel medzi oboma algoritmami je v tom,
ze HITS okrem liniek smerujicich na dand stranku zohladnuje aj linky, ktoré smerujt z nej.

V tejto sivislosti treba spomentt, ze PageRank nie je jediné kritérium, na zaklade ktorého
Google vytvara poradie najdenych vysledkov.

Zakladna idea PageRank algoritmu sa dé popisat velmi jednoducho. Ak doblezitost po-
sudzujeme podla toho, kolko stranok sa na nu odkazuje, mézeme sa na to pozriet ako na
yhlasovanie®. Kazd4d stranka dostane 1 hlas a ak na nej je n liniek, tak s vdhou 1/n hlasuje
za dolezitost stranok, na ktoré sa odkazuje. Teda kazda stranka mé rovnocenné ,hlasovacie
pravo*, a hlas stranky sa rozdeli medzi tie, na ktoré odkazuje.

Znamena to, ze dolezitost stranky bude imerna tomu, kolko liniek na nu odkazuje.

Prave popisany vypocet mézeme popisat velmi jednoducho ako
T =¢A,

kde vektor ¥ = (z1,...,x,) obsahuje ohodnotenia stranok, & = (1,1,...,1) a matica A je
urcena ako

L ak i-ta stranka obsahuje odkaz na j-tu,
Qs —
Y 0 inak.

pricom n; oznacuje pocet liniek na i-tej stranke.

Napriklad pre web naznaceny v nasledujicom diagrame
1

N

W—N

/
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vyzera matica A ako

oo O O O
O O ON- Owim
R O OO
OO oo O
O OO O ow
OO O O ow

Poznamenajme, ze aj v redlnych aplikdciach bude tato matica obsahovat vela nil — ide
o takzvanu riedku maticu. To prindsa dve vyhody — maticu mozno ulozit (pomocou vhodnej
détovej Struktiry) tak, aby nezaberala zbyto¢ne vela priestoru. Takisto niektoré vypocty,
napriklad nasobenie takouto maticou, mozno implementovat tak, ze buda ovela rychlejsie
ako pre matice, ktoré maju skoro vsetky hodnoty nenulové.

Nedostatok hodnotenia, ktoré ziskame doteraz popisanym spdsobom, je v tom, Ze sme
rovnakd vaznost prikladali linkdm z menej dolezitych stranok ako linkdm z vyznamnych
stranok. Ako vsak odlisit vyznamné a menej vyznamné stranky a zabezpecit, aby hlas dolezi-
tych stranok zavazil viac? Mozeme jednoducho zobraf prave vypocitany odhad pre dolezitost
ako vahy stranok a znovu urobif to isté. To znamen4, ze budeme postupne pocitat

Ty =
= ZoA

ﬁl
- o = 42
.132—.’L‘1A—l‘0A

®y

Tp = Tp1 A =TpA"

V pripade, ze vahovy vektor Z,, konverguje k nejakej limite, je pomerne prirodzené tito limitu
povazovat za ohodnotenie vyznamnosti jednotlivych stranok.

Spomenme este iny pohlad, ako mozno interpretovat tieto vypocty. Da sa na to hladiet
tak, ze popisujeme browsovanie ndhodného surfera, ktory sa sprava tak, ze z niektorej stranky
si ndhodne vyberie Iubovolnu linku a na ti stranku ide dalej. Ak stranka neobsahuje ziadne
linky, tak si ndhodne vyberie lubovolnii stranku a zase browsuje dalej. Takto mozno povazo-
vat vektor, ku ktorému konverguje &,,, chapat ako hodnotu pravdepodobnosti, Ze sa v danom
okamihu surfer nachddza na danej stranke za predpokladu, ze ho nechame surfovat neobme-
dzene dlho. (Aby sme boli presni, ak chceme pouzit tito pravdepodobnostnt interpretaciu,
pouzijeme Ty = %5 alebo iny vektor, ktory mé kladné stradnice a ich sicet je 1 — pretoze tato
podmienka musi platit pre pravdepodobnost.) Préve tento pohlad déva do sivisu PageRank
algoritmus s markovovskymi retazcami. Tie sa Studuji v tedrii stochastickych procesov, ¢o
je matematicka oblast patriaca do tedrie pravdepodobnosti.

Teraz sa budeme zaoberat tym, pre aké matice A si mézeme byt isty, ze vektor Z, bude
skutoCne konvergovat k nejakej hodnote. Ako uvidime, aby to fungovalo v praxi, bude po-
trebné maticu, ktorti sme prave popisali, eSte trochu upravit.

Najprv si vSimnime, ze ak £y A" konverguje k nejakému nenulovému vektoru, musi to byt
vlastny vektor matice A prislichajici k vlastnej hodnote 1.

Ak totiz plati

7= lim FoA",
n— o0

tak mame aj

A = lim ZoA™H! = 7.
n—r 00
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(Tu sme vyuzili fakt, Ze v priestore R™ je kazdé linedrne zobrazenie spojitéﬁ Linearne zobra-
zenie je vlastne nasobenie maticou A.)

Vsimnime si, Ze sicet prvkov v kazdom nenulovom riadku matici A je rovny 1 (prvd
iterdcia bola demokratickd — kazdd stranka mala rovnaké ,hlasovacie préavo*).

Definicia 3.6.1. Matica A sa nazyva riadkovo stochastickd, ak sucet prvkov jej Tubovolného
riadku je 1.

Tvrdenie 3.6.2. Ak matica A je riadkovo stochastickd, tak cislo 1 je jej vlastnou hodnotou.

Dokaz. Staci si vsimnut, ze siucet stlpcov matice A — I je 0, ¢o znamend, Ze jej stlpce su
linearne zavislé a tato matica je teda singuldrna. O

Vsimnime si eSte jednu vlastnost riadkovo stochastickych matic — linedrne zobrazenie
prislichajice takejto matici nemeni sticet jednotlivych zloziek vektora.

Tvrdenie 3.6.3. Nech A je riadkovo stochastickd matica, ¥ = (x1,...,2,) € R" a § =

n n
(Y1,--,Yn) = ZA. Potom plati > y; = > ;.
i=1 i=1

Doékaz. Mame
n
Yi = E AjiZy.
j=1

Scitanim tychto rovnic dostaneme

n n n n n n
E Yi = E E QjiTj = E Zj E Aji = E Ljs
i=1 j=1 =1 j=1

i=1 j=1
kde posledné rovnost vyplyva z faktu, Ze stcet prvkov matice A v danom riadku je 1. O

Iny dokaz. Fakt, ze riadky maja siucet jedna, sa da strucne jednym vztahom vyjadrit ako

Vsimnime si tiez, ze stcet jednotlivych siradnic vektora je presne rovny skalarnemu stcinu
ZeT . Potom dostaneme

zAeT = el

¢o je presne dokazované tvrdenie. O

Z tvrdenia [3.6.2) teda vidime, ze keby sme v matici A nemali nulové riadky, mali by
sme zarucenu existenciu aspon jedného kadidata na vysledné ohodnotenie. Aby sme dostali
riadkovo stochastickt maticu, nahradime kazdy nulovy riadok vektorom %é’. (Na stranke bez
liniek sa surfer rozhodne tiplne ndhodne pre Tubovolni stranku na internete.)

Zatial vsak stale nemame nijako zarucené, ze vlastny vektor pre vlastné ¢islo 1 bude jediny
a ani to, ze k nemu budi nase vektory skutocne konvergovat.

4Struéné zdovodnenie tohoto faktu: Ak ozna¢ime ||A|lmar = max; j|a;;|, tak o¢ividne pre kazdy vektor
Z taky, zZe max |z;| < 0 plati, Ze vSetky stradnice vektora ZA nepresahuji v absolitnej hodnote én||A||lmaz-
Takze ak mame dané € > 0 a dvojicu vektorov taku, ze pre vsetky ich stradnice plati |z; — y;| <

tak dostaneme FA — YA = (Z — §) A < n||Al|lmaz

&
nl[Allmaz’

e
—a— — &.
n|lAllmaz
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Velmi jednoduchy priklad ukazujtci, ze tento proces nemusi konvergovat je takato siet

° \/ / [ ]
\ : /
Pomerne Tahko vidime, ze ak na zaciatku si pravdepodobnosti vyskytu v tychto troch vrcho-
loch (%, %, %), tak v dalSej iterdcii dostaneme (%, %, é)

N/ N\

Zodpovedajuca matica je

0 1 0
1

3 0 3
01 0

Ak skontrolujeme, Ze vlastné hodnoty su 0 a £1, tak pre zodpovedajicu diagonalnu maticu
mame D" = diag(1,0, (—1)"); teda aj tu vidime striedanie dvoch hodnét.

Ukéazeme, Ze vlastny podpriestor prislichajici k vlastnej hodnote 1 bude jednorozmerny,
v pripade, Zze matica A mala vSetky prvky kladné.

Lema 3.6.4. Nech matica A je riadkovo stochastickd a a;; > 0 pre 1,5 = 1,...,n. Potom
kazdy jej vlastny vektor prislichajici k vlastnej hodnote 1 md vsetky suradnice rovnakého

7

znamienka (vSetky nezdporné alebo vietky nekladné)

A A Ve v 2 n n . ’ v 7
Dékaz. V dokaze pouzijeme fakt, Ze nerovnost |3, vi| < >/ |yi| je ostré pre kazdy vektor
obsahujtci prvky so zmiesanymi znamienkami.

Budeme postupovat sporom. Nech by £A = ¥ a vektor £ ma na niektorych suradniciach
rozne znamienka. Potom mame ostré nerovnosti

n n
i) = D> ajizs| <Y agilagl.
Jj=1 j=1
Scitanim tychto nerovnosti dostaneme

n n n n n n
S olzal <Y agilel = lal Y ag =Y |ayl.
i=1 j=1 i=1 j=1

i=1 j=1

(V poslednej rovnosti sme vyuzili, Ze stcet prvkov j-teho riadku matice a je 1.)
Dostali sme nerovnost
n n
> Jail <D,
i=1 j=1

¢o je samozrejme Spor. O

Velmi podobnym spésobom ako v predchadzajicej leme mézeme odvodit nasledujuci fakt,
ktory bude neskor uzitoény pri dokaze konvergencie pouzitej metédy.

(0]
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Lema 3.6.5. Nech matica A je riadkovo stochastickd a a;; > 0 pre ¢,5 =1,...,n. Ak X je
jej vlastnd hodnota, tak |A| < 1.

Dékaz. Pre vlastni hodnotu A a prislusny vlastny vektor méame.

n
)\xi = Z ;T
j=1
n n
Mzl = > ajiz;| <> ajilay)|
j=1 j=1

Sc¢itanim tychto nerovnosti dostaneme

n n n n n n
D laal <D0 Tagilel =D gl Y azi = |yl
i—1 =1 =1 j=1

i=1 j=1
Al<1

(V poslednom kroku sme vyuzili, ze & # 0, ¢ize aj il #0.) O

Lema 3.6.6. Ak @, ﬁ st linedrne nezavislé vektory, tak existuju koeficienty c,d € R také, Ze
cd + df obsahuje prvky so zmiesanymi znamienkams.

Dékaz. Ak pre vektor @ = (ay, ..., a,) plati Y, a; = 0, tak tento vektor obsahuje zmieSané
znamienka (kedZe je nenulovy) a staéi zvolit ¢ = 1 a d = 0. Podobne v pripade, Ze to plati
pre vektor E

Ak ziadny z vektorov nedéva nulovy sidet, sta¢i ndm zvolit ¢ a d tak, aby ¢y . a; +
d>"" ; b; = 0. Linedrna nezdvislost zabezpedi to, ze vektor cd + dg je nenulovy, dostavame
teda, ze znamienka jeho siradnic nemdézu byt vSetky rovnaké. O

Dosledok 3.6.7. Ak A je riadkovo stochastickd matica, ktorej proky su kladné, tak podpries-
tor tvoreny vlastngmi vektormi k vlastnému c¢islu 1 je jednorozmernyg.

Aby matica A mala vSetky ¢leny kladné, zabezpec¢ime tak, Ze namiesto pévodnej matice
pouzijeme maticu
G=aA+(1- oz)lé’Té'7
n
kde o € (0,1). VSimnime si, Ze aj matica G je riadkovo stochastickd.

V predchadzajicej rovnosti sme skombinovali maticu A s maticou %é‘r €, ktord na kazdom
svojom mieste obsahuje hodnotu % Zodpoveda to tomu, ze ndhodne sa pohybujuci surfer sa
v nejakom percente pripadov (uré¢enom koeficientom 1 — «) rozhodne nepokracovat linkou
zo stranky, na ktorej sa nachddza, ale vyberie si novil stranku tplne ndhodne. (Z takejto
interpretacie vidno aj to, ze ,ndhodnému surferovi“ tymto zabranime zacyklit sa. Cykly, po-
dobne ako stranky, z ktorych nevychadzaju linky, by sposobili, ze pravdepodobnost vyskytu
stranky pri ndhodnom surfovani — a teda jej viha — sa ndm pri iteracidach postupne naaku-
muluje vo vrcholoch cyklu.) Stcéasne sme touto zmenou nezvyhodnili niektort stranku oproti
ingym (vsade sme pripoéitali rovnakd hodnotu).

Neskor ukdzeme, ze nastavenie parametra « ovplyviiuje rychlost konvergencie k hlada-
nému rieSeniu a tym aj pocet krokov potrebnych na dosiahnutie dostatocnej presnosti. Okrem
toho na tomto parametre zavisi aj citlivost metédy na zmenu matice A.
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Vdaka tomu, Ze stcet pouzitych koeficientov je 1 a obe matice si riadkovo stochastické,
aj vyslednd matica je riadkovo stochasticka.

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze sme touto zmenou matice stratili vyhodu, ktoru
nam prinasala riedkost matice A. KedZe sme ale pripocitali maticu, ktord méa vsetky prvky
rovnaké, je jasné, zZe ju nemusime mat v paméti ulozeni po jednotlivych prvkoch a aj to, ze
nasobit takouto maticou sa tiez da dost jednoducho.

Uz teda vieme, ze ak bude zyA™ konvergovat, moze konvergovat jedine k hladanej vlastnej
hodnote. Pre jednoduchost konvergenciu overime len pre diagonalizovatelné matice. Na to
najprv dokdzeme vetu o spektralnom rozklade diagonalizovatelnej matice.

Veta 3.6.8. Ak je matica A typu n x n podobnd s diagondlnou maticou diag(A1, ..., \,), tak
existuju matice G1,...,G, také, Ze plati

A=XMG1+ G+ -+ NGy

a sucasne

CitortGp=1,
pre kazdé i plati G? = G; a pre i # j plati G;G; = 0.
Vsimnime si, ze z podmienok uvedenych v predchadzajicej vete vyplyva
AP = 2EG NGy + -+ NG,

Dékaz. Podla predpokladu existuje regulirna matica P taka, ze PAP~! = D, ¢ize P~'DP =

A. Oznac¢me stipce matice P~ ako @y, ..., d, a riadky matice P ako 51, covs B
By
pt=(af,...;aly pr=|:
B
Z rovnosti P~1DP = A potom dostaneme (podobnym spdsobom ako v dékaze (3.5]))
A1 B
A=(at,...al S = a6+ NALE,
)\” gn

Ozna¢me G; = o??@. Takto definované G; st matice n X n a plati pre ne A = \{G1 +
MG+ -+ A G.

Overme, Ze platia aj ostatné rovnosti uvedené vo vete. Rovnost I = P~!P mézeme
prepisat ako

By
I=@l,....aH| : | =alBi+ - +alB,=Gi+ -+ Gy
Bn
Ak nasobime PP~ tak dostaneme
b et ... far
I=|": (@lr,....,afy = P,
gn Bnat ... Bpal
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Porovnanim oboch matic dostaneme ;a7 =1 a ;@1 = 0 pre i # j. To znamena, Ze

a
GiG; = aj (B} )B; =d -0-5;=0
O
Z vety o spektralnom rozklade dostaneme, v pripade, Ze nasa matica je diagonalizovatelna,
AP =Gy NGy + - NEG,
a
T AY = 5Gy + NG + - -+ AN G,
7 nasledujiceho tvrdenia vyplynie, ze vlastné hodnoty As,..., A, st v absolitnej hodnote

ostro mensie ako 1, ¢ize pre ne plati )\f — 0. To znamen4, ze uvedeny vyraz skutocne
konverguje.

7 predchadzajicej rovnice vidime tiez, ze rychlost konvergencie zavisi od vlastnej hodnoty,
ktora je druha najvicsia v absolatnej hodnote. Nasledujice tvrdenie sicasne ukazuje, ze
velkost tejto vlastnej hodnoty (a teda aj rychlost konvergencie) zévisi od parametra c.

Tvrdenie 3.6.9. Nech A je riadkovo stochastickd matica a jej vlastné ¢isla su 1, Ao, ..., Ap.
Potom matica 1
G=aA+(1—-a)-cTe
n
md vlastné hodnoty 1,als, ..., a\,.

Doékaz. Skutocnost, ze sucty v riadkoch matice A si rovné 1, je ekvivalentna s rovnostou
AeT =&
Nech @ je lubovoIna reguldrna matica, ktorej prvy stipec je el

Q= (éTaX)

Ak prvy riadok inverznej matice Q! oznaéime g, tak mame

N T N
Q Q= ({i) (@, X) = (3} %ﬁ) - (63 9 (3.20)

(VSimnime si, ze X a Y nie st Stvorcové matice, takze rovnost Y X = I vyplyvajica z pred-
chadzajlicej rovnosti neznamend, Ze tieto matice si navzdjom inverzné.)
Ak vynésobime tymito maticami maticu A, tak dostaneme

(TN air s (TAY o (TAET GAX
@ AQ<Y>f“€*X)<YA>“3“X)(YA?T YAX

Stcasne pouzitim (3.20) dostaneme

gAel = e’ =1
yAel =yvel =07,
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Dostali sme teda
1 yAX
-1
AQ = | = .
@ @ (OT YAX )

7 poslednej rovnosti a z toho, ¢o vieme o vlastnych hodnotach matice A, vyplyva, ze ma-
tica YAX je podobna s hornou trojuholnikovou maticou, ktord méa na diagondle hodnoty
A2y ..oy Ap. (Stadi si vSimnit, Ze pre hornd trojuholnikovd maticu je charakteristicky poly-
ném jednoznacéne uréeny hodnotami na diagondale. Jordanov norméalny tvar lubovolnej matice
je horné trojuholnikovd matica.)

Vypodcitajme teraz to isté pre maticu €’ €. Dostaneme

— T -
1T~ [ Y\ =T =T [ ye i N 1 N L ex
QR e eqQ = <Y) eee,X)= (YET) (ee",eX) = ((—)»T> (n,eX) = <(—)»T 0 )
Pre maticu G potom dostaneme

Q'GQ=aQ tAQ + (1 - a)%Q—léTe*Q =

1 JAX 1 lex\ /1 ajAX+(1-a)lex
O‘((TT YAX)+(1_a) (6T 0 )‘(E)"T aY AX

Matica aY AX je podobna s hornou trojuholnikovou maticou, ktorda mé na diagonale prvky
QaMi,...,a\,, z coho uz vyplyva dokazované tvrdenie. O

Hodnota «, ktort Google redlne pouziva, je 0,85. Vdaka tomu velkost druhej najvicsej
vlastnej hodnoty je nanajvys 0,85. Vsimnime si, ze ¢im mensiu hodnotu « zvolime, tym
rychlejsie bude tato metéda konvergovat, sposobime tym vsak stcasne to, Ze nad maticou A
popisujticou vzhlad webu prevladne matica %é’é’T , ktorti sme pridali umelo na zabezpecenie

konvergencie.
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Kapitola 4

Symetrické polynémy

4.1 Zakladna veta o symetrickych polynémoch

Symetrické polynémy som robil presne podla [KGGS]. Nebudem tu preto k nim pisat po-
znamky. Jediné miesto, ktoré som robil inak, bol ddkaz jednoznacnosti v zdkladnej vete
o symetrickych polynémoch (veta 5.8.3). Argument, ktory som pouzil, je zhruba rovnaky ako
v [Il Theorem 8.7] — snazil som sa ho tu rozpisat o ¢osi podrobnejsie.

Dokaz jednoznacnosti. Mame ukézat, ze ak pre nejaké polynémy p, ¢ v n-premennych plati

p(A1(z1y . yxn), . Az, xn)) = q(Ar (21, o), o A1, o )

tak sa polynémy p a g rovnaju.

Namiesto predchédzajiceho zdlhavého zépisu budeme pisat strucnejsie p(Ai, ..., An),
vzdy sa tym mysli, ze ide o polynémy v premennych x1,...,x,.

Najprv ukazeme, Ze tvrdenie plati v pripade, ze jeden z polynémov je nulovy, t.j. plati

t(Al,,An):Oit(l’l,,:L‘n):O (41)

(Obidve rovnosti v predchadzajicom riadku chdpeme ako rovnosti polynémov — ¢ize musia
sa zhodovat prislusné koeficienty.)

Postupujme sporom. Predpokladajme, Ze v polynéme ¢(z1,...,z,) zapisanom v normal-
nom tvare mame nejaké nenulové ¢leny. Pripomenme, Ze z nenulového ¢lenu aa:]f L. zFn takto
dostaneme polyném aA%* ... Ak ktory mé podla lemy 5.8.3 vediici ¢len ax

Nie je tazké overit, ze priradenie (ki,...,kn) — (k1 + ko -+ kn, ko - + kn, ..., kn) je
injektivne. To znamen4, Ze ¢len s rovnakym systémom exponentov nemdzeme dostat ako
veduci ¢len z niektorého z ¢lenov polynému t(x1,. .., Zy,).

Mame vsak dostat t(Aq,...,A,) = 0, to znamend, Ze Clen ax ..xkn
sa musi niekde vykratit. Z predchadzajtceho vyplyva, ze sa mdze vykratit len s Clenom
polynému bA' ... Blr ktorého vedici ¢len mé (v lexikografickom usporiadani) ostro vyssi
systém exponentov. Vedtci ¢len tohto polynému sa opéf musi nejako vykratift a opat to
moze byt jedine s nejakym polynémom, ktory ma vyssi veduci ¢len. Takto by sme museli
postupovat do nekonec¢na, ¢o sa vsak neda, lebo polyném m4a iba konecéne vela ¢lenov.

Akonéhle mame dokézanu implikaciu , stac¢i ju pouzit pre rozdiel polynémov p —q a
dostaneme dokazované tvrdenie. O

kitko-+kn ko-tkn
1 To :
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Cvicenia

Uloha 4.1.1. Zapiste dany symetricky polyném pomocou zékladnych symetrickych polyné-
mov:

a) f(z1,22,23) = . 2329 = xlxg + x1x2 + .’171.’133 + m1x3 + x2x3 + xgxg
b) f(z1,22,73) = > 2iws = 23wg + 2123 + 2323 + 1123 + 2373 + W21
c) f(z1,m2,23) = (21 + z2) (w1 + 23) (22 + 3)

d) f(z1,22,23) = $1+$2+$§

e) f(x1, o, w3) = 23 + 23 + 23

[Vysledky a) f A A2 - 2A2 A1A3; b) f = A1A2 - 3A3; C) A1A2 - Ag; d) A% - 2A2, e)
— 34, Ay + 343 ]

Uloha 4.1.2. Je zadany polyném symetricky? Vyjadrite ho pomocou zékladngch symetric-
kych polynémov:
a) xl + :c2 + ac3 — 3z12973;

b) xl —|— x5 —|— xg — 2x1x2 - 2x1x3 - 2x2x3,

c) zix3 + atad + afad + afad + 23w + 2323

d) («F + 23)(af + 23) (23 + 23);

e) (2x1 — xo — x3)(2x9 — ¥y — w3) (23 — 1 — T2);
£) (21— 22)*(21 — 23)% (22 — 23)?

Uloha 4.1.3. Ukéite, 7e pre symetrické polynémy v n premennych, kde n > 3, plati
Zl’%(tg = A1A2 - 3A3

Uloha 4.1.4. Nech 2, 53 € C sii korene rovnice 2° — 5z + 11 = 0.
a) Ak4 je hodnota vyrazu (1 — x2)? + (z1 — 23)? + (22 — 23)%?
b) Aké je hodnota vyrazu 23 + 23 + 237

Uloha 4.1.5. Néjdite (v C) rieSenia ststavy rovnic
r+y+z=4
IO SR
Py =4
(M6zu sa vadm hodit nejaké veci, ktoré ste uz vyratali v ulohe a Vietove vztahy.)

Uloha 4.1.6. Néjdite rieSenia vietky danej ststavy nad C:

a+b+c=4
(a+b)(b+c)(c+a)=18
1 1 1 5
aTrTeT

Uloha 4.1.7. N4jdite vSetky rieSenia danej ststavy v C:

r+y+z=1
2 +y? +2°=35
2+ yd 422 =97
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