1 Polia

1.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym sc¢itovanim a nasobenim pole?
a) F={a+ibja e R,beR,b>0}
b) F={a+ibjacQ,beQ}
¢)F={a+ibacZbecl}
d) F = {a+b/5;a € Qb € Q} (Hint: Moze byt uzitocné najprv overit, ze pre
a,bc,d€ Qplatia+bV/5=c+dV5pvk a=cab=d.)
e) F ={a++/3ibja c Q,bec Q}
f) F={a+ %;a,b,ce Q}
g*) F = {a+b/2+cV/3 +dV6;a,b,c,d € Q} (Hint: Mozno pomdze prepisat si tiito
mnozinu do tvaru F = {a + b\/3;a,b € F'}, kde F’ = {a + bv/2;a,b € Q}.)
h*) F = {a+bv2+cV3;a,b,c € Q}
i*) F={a+b¥5a€Q,beQ}
i) F = {a+b¥2 +c(¥/2)?;a,b,c € Q) (Mdze byt pre vas uzitoény vzorec u® + v3 +
w3 = 3uvw = (u+v+w)(u? + 2+ w? —uww —uw —vw) = F(u+v+w)((u—v)?+ (v-
W) + (w— ). []

1.2. V poli Zs vyratajte 271 +4, (=2) +4,27 1 +3a -4 3%

1.3. Napiste tabulku nésobenia pre Z4 a Zg. Viete nejako zddvodnit, ze Z4 resp. Zg nie st
polia?

1.4. 'V Tubovolnom poli F' plati:

a+b=a+c=>b=c
(a+b)(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd
—(—a)=a
—0=0
—(a+1b) = (=a)+ (-b)
(a —b)e=ac—bc
1#0
ara=1a=1Va=-1
a?=vsa=bVa=-b
a-(b1+...4b)=a-by+...+a b,
1.5. Na mnozine R* vSetkych kladnych redlnych ¢&isel zadefinujme opericie @ a © tak, Ze
r®y==z-yazrey=a¥. Ktoré z axiém pola spliia (R*,®,®)?
1.6. Nech na mnozine M = {0,1} st operacie + a - dané tabulkami

+]0 1 o 1
0[0 1 0[0 O
11 0 1)1 1

Ukéazte, ze (M,+) a (M \ {0},-) st komutativne grupy a ze plati distributivny zdkon
(a +b)e = ac+ be. Je (M, +, ) pole?

1.7. Zistite, & (R, +, ), kde + je obvyklé séitovanie redlnych éisel a pre kazdé a,b € R
a * b= —2ab, je pole.

1.8. Na R x R definujeme operécie + a - takto:
a) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) a (a,b).(c,d) = (ac, bd),
b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) a (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + be).
¢) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be — bd)

1T4to tloha je naozaj dost niroéna. Snad je aspoii trochu zaujimavé vediet, Ze sa d4 vyriesit pomerne
jednoducho, ked uz budete mat nejaké vedomosti o baze a dimenzii vektorovych priestorov. Podobnymi polami
sa budete zaoberat neskér v druhom roéniku na algebre. Tiez prezradim, Ze rovnost u3 + v3 + w® — 3uvw =
(u+v+w)(u? +v2 +w? — uv — uw — vw) sa okrem manudlneho rozndsobenia dé4 overit aj pouzitim vhodného
determinantu. O determinantoch sa budeme ucit na linedrnej algebre 1.




d) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (bd — ac,ad + bc)
Je potom (R x R, +,-) pole?
1.9. Pre ktoré prvky a pola Z; m4 rieSenie rovnica 22 = a? Kolko je takych prvkov v poli
Z1097
1.10*. Nech F je kone¢né pole a plati |F| = n. Ukézte, ze potom pre kazdy prvok a € F\ {0}
plati a" =1 = 1. (V starsej sade iloh mame stivisiace tvrdenie pre kone¢né grupy. Tymto
sme dostali aj jedno mozné odvodenie malej Fermatovej Vetyﬂ)

2 Euklidov algoritmus

Na cvic¢eniach si zvykneme ukazat aj rozsireny Euklidov algoritmus, t.j. ako sa daju vypocitat
najst pre dané, a,b € Z ¢isla u,v € Z také, ze plati

d = au+ bv,

kde d = ged(a, b) je najvacsi spolocny delitel ¢isel a, b. Existenciu takychto ¢isel ste vyuzili
v dokaze, Ze Zj je pole pre kazdé prvocislo p. Tento algoritmus by sa pri vi¢Som p dal vyuzit
aj na vypocet inverzného prvku v poli Z,. Stretnete sa s nim aj neskoér — okrem iného sa
analogicky da postupnost aj pri vypocte najviacsieho spolocného delitela dvoch polynémovﬂ
1. Overte, & p je prvocislo. Ak je to prvoéislo, najdite =1 v poli Z,,.

a) p=103, z =41

b) p =107, x = 32
¢) p=109, x =61
d)p
¢)

=71, 2 =31
p=97, =18
2. Pre dané ¢isla a, b € Z vypoditajte d = ged(a,b) a najdite ¢isla u,v € Z, pre ktoré plati
au + bv = d.

a)a=24b=17
b) a =172, b= 20
¢)a=060b=17
d) a = 100, b = 23
e)a=29,b=19
f) a = 80, b = 62

2Mala Fermatova veta hovori, Ze pre lubovolné prvoéislo p a Tubovolné a € Z plati a? = a (mod p). Resp.
dé sa vyjadrit aj tak, ze ak p{ a, tak aP =1 (mod p); ¢o je vlastne toto tvrdenie aplikované na Z,.
3Nejaké ukdzky vypocétu mézete najst na fére: https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=298.
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