1 Binarne operacie

Uloha 1.1. VypiSte vietky mozné bindrne operacie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st
asociativne, komutativne, maji neutrdlny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj
inverzny?

Uloha 1.2. Dokézte, Ze ak o je bindrna operdcia na mnozine A a o je asociativna, tak
lubovolné uzatvorkovanie vyrazu a o b o c o d predstavuje ten isty prvokE|

Uloha 1.3. Na R definujme bindrnu operaciu * predpisom z 3y = x - y* (kde - je naso-
benie redlnych éisel). Ma tato operdcia neutrdlny prvok? Ak md, najdite ho. Je operdcia *
asociativna? Je komutativna?

Uloha 1.4. Pre dve redlne &sla a, b definujme

a+b

b=
a * 5

t.j. vysledkom je ich priemer. Je to bindrna operacia na R? Je tdto operacia komutativna?
Je asociativna? M4 neutralny prvok?

Uloha 1.5*. Ak viete, ze ide o tabulku asociativnej bindrnej operacie, dopliite chybajtce
vysledky (ak sa to d4).
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2 Grupy

(G, ) je grupa, ak * je bindrna opericia na G a dalej plati: Bindrna opericia * je asociativna
(A)). V G existuje neutrdlny prvok pre tito operdciu . Pre kazdy prvok z G existuje
inverzny prvok .

(Va,b,c € G)ax (bxc) = (ax*xb)xc (A)
(FeeG)(Vae Glaxe=exa=¢e (N)
MaeG)(FeGaxb=bxa=ce )

O komutativnej grupe (abelovskej grupe) hovorime, ak operécia * je navyse komutativna.
(Va,be Glaxb=bxa (K)

Uloha 2.1. Ktoré z uvedengch mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych
pripadoch je tdto grupa komutativna?

a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym nasobenim)

b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym ndsobenim)

C) (R N {0}7 ')’ d) (Cv+)7 e) ((cv ')7 f) (C \ {0}7 )

g) (R? +) (so stitovanim definovanym po zlozkdch)

h) R s operdciou *, axb=a+b—1

i) R s operaciou *, axb=ab+a+b

IMéme tu na mysli uzitvorkovania bez vimeny poradia, ktoré uz jednoznac¢ne uréuju vysledok opericie.
Aspon bez dékazu spomeniem, Ze to isté plati aj pre lubovolny pocet prvkov. Pocet uzatvorkovani vyrazu s n
prvkami je n-té Catalanove ¢islo.



j) R~ {—1} s operdciou *, axb=ab+a+b

k) Mnozina vSetkych parnych celych ¢éisel vzhladom na séitovanie.

1) MnozZina vsetkych nepérnych celych ¢isel vzhladom na séitovanie.

m) (Zs,®)

(Pozri aj tilohu [2.2] - této tloha st v postate inak sformulované Casti i) a j).)

Uloha 2.2. Je (R, %), kde a *b = ab+ a+ b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory
prvok a z mnoziny R tak, aby (R \ {a}, *) bola grupa?

V tlohach a vidime priklady grip, ktoré nie st komutativne.

Uloha 2.3. Tvoria vietky permutdcie na konecénej mnozine M s operdciou skladania zo-
brazeni grupu? Je tato grupa komutativna? Urobte tabulku grupovej opericie v pripade
M ={1,2,3}.

Tabulka grupy (Ss,0

~

id  (373) (33%1) (133) (33%) (313)
id id (213) (331) (133) (231) (513)
(573) | (313) 1d  (373) (33%) (133) (331)
g ldih g w Al dib gi
(132) (132) (312) (231) id (321) (2'13)
(237) | (331) (331) (133) (3%3) (313) i
(373) [ (313) (133) (573) (33%) id  (33%)

Uloha 2.4. Nech G je mnozina vietkych funkcif fap: R = R, ktoré st tvaru f, ,(z) = ax+0b
pre nejaké redlne ¢isla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operdciou skladania zobrazeni
grupu? Je mnozina { f,4;a,b € R,a # 0} s operaciou skladania zobrazeni grupa? Dostaneme
grupu, ak vezmeme len také a,b € R, ze a = 17 V tych pripadoch, ked dostaneme grupu, je
tato grupa komutativna?

Uloha 2.5. Ak (G,0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(z) = a o x je bijekcia.

Uloha 2.6. Nech (G, o) je grupa. Dokézte, ze zobrazenie f: G — G definované ako f(z) =
271 je bijekcia.
Uloha 2.7*. Nech G je neprézdna mnoZina a o je asociativna bindrna operécia na G. Potom
G je grupa préave vtedy, ked pre lubovolné a,b € G maji rovnice

aoxr=1b

yoa==>o
rieSenie v G (inymi slovami, pre lubovolné a,b € G existuji z,y € G, ktoré spliiaji tieto dve
rovnosti.)

Uloha 2.8*. Nech G je koneéna mnoZina a o je bindrna operacia na G taka, e plati asocia-
tivny zdkon a zdkony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

Uloha 2.9*. Dokézte, ze v konecnej grupe, ktord méa parny pocet prvkov, existuje prvok
rozny od neutralneho prvku taky, ze aoa = e.

Uloha 2.10. Nech koneénd mnozina G = {e,ay,...,a,} tvori s operdciou * komutativnu
grupu a e je jej neutralny prvok. Dokdzte, ze (ay * az * - -+ * a,)? = e.

Uloha 2.11. Nech * je bindrna opericia na mnozine A, takd, ze pre kazdé a,b, c € A plati
ax(bxc) = (axc)*ba+ mi neutrdlny prvok. Dokdzte, Ze operdcia * je komutativna a
asociativna.



Uloha 2.12. Nech (G, o) je grupa. Dokéite, 7e ak z oz = z, tak z = e.

Uloha 2.13. Overte, 7e G x H spolu s operéciou * definovanou ako
(a,b) * (a',b') = (axg ', bxg b)

tvori grupu pre Iubovolné grupy (G, *g) a (H,*g).

Uloha 2.14. Zistite, ¢i (RT x R,0), kde pre kazdé (a,b),(c,d) € Rt x R definujeme
(a,0)0(c,d) = (2ac,b + d), je grupa. (MozZete sa zamysliet aj nad tym, ¢i vdm rieSenie tejto
tlohy nezjednodusi, ak uz poznéte vysledok z tlohy [2.13])

Uloha 2.15. Nech G = R x (R ~ {0}). Definujme na tejto mnozine binirnu operaciu *
predpisom (a,b) * (¢,d) = (a + be, bd). Je to skutocéne bindrna operécia? Je (G, *) grupa? Je
to komutativna grupa?

V stvislosti s tilohami[2.:4]a sa mozete zamysliet aj nad tym, ¢i tieto dve grupy nejako
nazvajom suvisia.
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Uloha 2.16. Dopliite nasledujtcu tabulku d |tak aby ste dostali grupu.

Qoo

Uloha 2.17. Ak pre kazdy prvok z grupy (G, o) plati zox = e, tak tito grupa je komutativna.

Uloha 2.18. Je mnozina Q s operéciou < definovanou ako a <b = ab — a grupa? Je tato
operacia komutativna? M4 lavy neutralny prvok? M4 pravy neutralny prvok?

Uloha 2.19. Nech * je asociativna bindrna opericia na mnozine M, ktord mé neutralny
prvok e. Ak pre nejaké x € M plati z * x = z a ku x existuje lavy inverzny prvok, tak x = e.

Uloha 2.20*. Nech * je bindrna operdcia na mnozine G, ktoré
a) je asociativna,
b) mé Tavy neutrdlny prvok t.j. existuje prvok e € G taky, ze (Vo € Glexx = x
¢) pre kazdy prvok x € G existuje y € G také, ze y x x = e (kde e oznacuje prvok z Casti b)
t.j.
VMreG)(FyeGy*z=ce¢

(struéne mozeme povedat, ze ku kazdému prvku existuje lavy inverzny prvok vzhladom na

e).

Dokézte, ze potom (G, *) je grupa.

Uloha 2.21. Nech G je kone¢nd grupa, |G| = n. Neutrdlny prvok tejto grupy ozna¢me e a
jej prvky oznafme ako aq,...,a, (t.j. G ={a1,...,an}).

a) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati G = {aay, ..., aa,}.

b) Predpokladajme, ze G je navySe aj komutativna grupa. Ukazte, Ze pre lubovolné a € G
plati a™ = e.

(Pozndmka: Takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativnej grupy — v tom pripade ale treba
pouzit iny argument. D4 sa to odvodit napriklad ako dosledok Lagrangeovej vety.)

Do istej miery podobnymi tivahami ako v predoslej tlohe sa da prist aj na takéto tvrdenie:



Uloha 2.22. Nech G je konecnd n-prvkovd mnozina, jej prvky oznacme ako ay,...,a, (t.j.
G = {a1,...,a,}). Nech dalej * je bindrna operdcia na G, ktord mé neutralny prvok e, je
asociativna, komutativna a platia pre nu zdkony o krateni.

a) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati G = {aay, ..., aa,}.

b) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati a™ = e.

(Pozndmka: Z rovnosti a™ = e vieme vy¢itat to, Ze ku e existuje inverzny prvok.)
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