1 Vektorové priestory

Definicia 1.1. Nech F je pole a V' # () je mnozina. Nech + je binidrna operacia na V a
kazdej dvojici ¢ € F', a@ € V' je priradeny prvok c¢-a € V, pricom plati pre lubovolné ¢,d € F'
aa,pgeV:

(i) (c+d)-@=c-d+d-a,
(iv) (c-d)-a=c-(d-q),
(v) 1-d=a

Potom hovorime, ze V' je vektorovy priestor nad polom F.

Oznadenie: 0 = nulovy vektor, —% = opaény vektor

Priklady vektorovych priestorov, ktoré pozndme z prednasky: F™ (usporiadané n-ties) aj
FM (zobrazenia z M do F) st vektorové priestory nad polom F.
Uloha 1.2. Kolko prvkov ma vektorovy priestor (Zs)"? Comu sa v tomto priestore rovng
a+a+a?
Uloha 1.3. Nech V je mnozina vietkych postupnosti redlnych ¢isel. Pre postupnosti a =

(an)s2y a b= (b,)52, definujeme a +b = (an, +b,)22, ac-a=(c-ay)>;. Overte, ze V' s

tymito operdciami tvori vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 1.4. Overte, 7e vietky zobrazenia f: (0,1) — R so s¢itovanim a nasobenim skaldrom
definovanym po bodoch tvoria vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 1.5. Overte, 7e R je vektorovy priestor nad Q, C je vektorovy priestor nad R, C je
vektorovy priestor nad Q. Je C vektorovy priestor nad Z?

Uloha 1.6. Zistite, ¢i RxR s operaciami + a - definovanymi tak, Ze (a, b)+(c, d) = (a+c, b+d)
pre lubovolné (a,b), (¢,d) € Rx R a r - (a,b) = (ra,2rb) pre lubovolné r € R, je vektorovy
priestor nad R.

Uloha 1.7. Zistite, ¢ (RT,®,®) je vektorovy priestor nad R, ak definujeme z ® y = zv,
cOr=z°prex,y CRT, ccR.

2 Podpriestory

Ak V je vektorovy priestor nad polom F', S # ) a S C V, tak S je vektorovijm podpriestorom
priestoru V', ak

(i) pre Iubovolné 0‘2,5 € S plati & + ,6_” es,
(ii) pre lubovolné @ € S a ¢ € F plati cd € S.

Kritérium vektorového podpriestoru: Namiesto uvedenych dvoch podmienok staci overit,
ze pre lubovolné ¢,d € F a @, € V plati

afesS =  ca+dfeSs. (1)

(A dalsia ekvivalentnd charakterizicia podpriestorov je uvedend v tlohe )
Podpriestor vektorového priestoru tiez tvori vektorovy priestor.
Kazdy podpriestor obsahuje nulovy vektor.



Ijloha 2.1. Ktoré z tjchto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?
M {(.131,%‘2,373) ERB 1 GZ}

\/\/

b (131,£E2,CC3)€R ,ZEl—O}

c) :{(xl,zg,xg)€R3;x1:0\/x2:0}
d) = {((El,.’bg, 3) S R3;3$1 + 4z, = 1}
e) Z{(.’L‘l,!EQ, 3) €R3;7l‘1—l‘2:0}

f) {(.Z‘l,xg, 3) S R3;x1 + X0 = J,‘3}

A
iiz:fzz:

{(x17582, x3) € R3;|Qj‘1‘ — \x2|}
{(I1a$27$3) S Rs;xl +IE2 —+ T3 Z 0}

—-

_

{( 171'2,$3) € R3; ;200 = —X9 = .’Eg}
{(w1,22,23) € R3; 21 + 29 + 23 =0}
= {($1,$273§3) S R?’,-Tl + 29 + 323 = 0,371 + 220 + 23 = 0}
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Uloha 2.2. Ktoré z tychto podmnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru redlnych fun-
keif RR?

a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)

b) nezdporné funkcie

c) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)

d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vz € (0,1))f(z) = f(1 — x)

e) ohranicené funkcie f: R - R

f) spojité funkcie f: R — R

h) funkcie f: R — R také, Ze existuje konecna xlingo flx)

i*) funkcie f: R — R také, Ze existuje kone¢nd alebo nekonecénd 11520 f(x).

Uloha 2.3. Overte, &

a) mnozina vSetkych polyndémov s redlnymi koeficientami,

b) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami stupiia najviac n,

¢) mnozina vsetkych polynémov parneho stupiia,

d) mnozina vsetkych polynémov stupiia prave n

su vektorové priestory. Sc¢itovanie a nasobenie skalarom definujeme rovnako ako pre redlne
funkcie.

Uloha 2.4. Dokéte, ze mnozina vsetkych funkeif f: R — R, ktoré st tvaru a+b cos z+csin z
pre nejaké a, b, c € R tvoria vektorovy podpriestor priestoru vetkych redlnych funkcii RE.

Uloha 2.5. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V nad polom F. Ukézte, Ze
S UT je podpriestor priestoru V' prave vtedy, ked S C T alebo T C S.

Uloha 2.6. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a S # () Je podmnozina V. Ukazte,
ze S je podpriestor V prave vtedy, ked pre Tubovolné ¢ € F' a a, ﬁ € S plati ca + 6 es.
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