1 Linearne zobrazenia

Zobrazenie f: V — W je linedrne prave vtedy, ked pre Tubovolné &, E € V alubovolné c € F
plati:

Ekvivalentna podmienka:
(Ye,d € F)(V&, 5 € V) f(cd + df) = cf() + df (B).

Dalsia ekvivalentnd podmienka je v tilohe Sucasne vieme aj to, ze linedrne zobrazenie
zachovava linedrne kombinacie:

f(cl&l —+ -+ CnO_Zn) = le(O_Zl) + ...+ Cnf(o_zn)

Zakladna veta o linearnych zobrazeniach: Linedrne zobrazenie je jednoznac¢ne urcené ob-
razmi bazovych vektorov.

Z obrazov bazovych vektorov dq,...,d, vieme zistit aj to, ¢i linearne zobrazenie je:

o injektivne; to je prave vtedy, ked f(&1),..., f(@y) st linedrne nezavislé.

o sujektivne; f(&i),..., f(d,) generuja W, t.j. [f(d1),..., f(@)] =W.

« bijektivne (t.j. izomorfizmus) prave vtedy, ked f(&),..., f(&,) je béza priestoru W.
Ijlgha 1.1. Ukazte, ze f: V. — W je linedrne prive vtedy, ked pre lubovolné¢ ¢ € F' a
a,B €V plati f(ca + B) = cf(a@) + f(B).

Uloha 1.2. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie. Ak &q,...,d, si linedrne zdvislé vektory, tak aj f(&1),..., f(@y,) su linedrne
zavislé vektory.

Uloha 1.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V do vektoro-
vého priestoru W nad polom F'. Dokéazte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(&); & € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1[T] = {@ € V : f(@) € T} je podpries-
tor vektorového priestoru V.

2 Sdcin matic
Ak A je typu m x a B je typu x k, tak stiéin C = AB m4 rozmery m X k a
n
Cij ‘= ailblj + aZ-ngj + ...+ ambnj = Z aitbt]‘.
t=1

Suc¢in matic vo vSeobecnosti nie je komutativny. Platia v8ak tieto vlastnosti (za predpo-
kladu, Ze matice maji také rozmery, aby sa dali ndsobit):
I,A=Al,=A
A(BC) = (AB)C
(A+ B)C = AC + BC
C(A+B)=CA+CB
(Teda plati asociativnost aj distributivnost. Ndsobenie jednotkovou maticou nemeni maticu.)
Aj takyto pohlad na stcin je uzito¢ny: Riadky matice AB st linedrne kombinécie riadkov
matice B; pricom riadky matice A urcuji koeficienty tychto linedrnych kombinAci.



Uloha 2.1. Vypoditajte A% +2AB + B2, A2 + 2BA + B2, A> + AB+ BA + B?, (A+ B)?,
ak A= (§1) B=(37)

Uloha 2.2. Vyratajte EA a AE pre A = ( g El) aa) E = ((1)(1)(1)) b) E = (%Jg8>
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c) E = ((1J ! 8) d) E= (8(1) 0 ) Vedeli by ste ndjst riadkovi/stlpcovit operdciu, pomocou
ktorej dostaneme z matice A maticu FA resp. AE? (Viac sa o sivise nidsobenia matic a
elementdrnych riadkovych/stlpcovych sa d4 ndjst v texte.).

Uloha 2.3. Dokéite:
a) (AB)T = BT AT
b) Ak A je symetrickd matica, tak aj A™ pre kazdé n € N je symetrickd matica.
Uloha 2.4. Pre tvorcovii maticu C' typu n x n budeme vyraz Tr(C) = . cpr = €11+ o2 +
-+ + cpp nazyvat stopa matice C. =

Ukézte, 7e ak A, B st matice typu n xn nad polom F, tak platia rovnosti Tr(A4) = Tr(AT)
a Tr(AB) = Tr(BA).

Zistite, ¢i pre Iubovolné matice A, B, C typu n x n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA)
a Tr(ABC) = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zdévodnite!) Ak niektory z tychto vztahov neplati,
bude platit za dodatocného predpokladu, matica A je symetricka?

Uloha 2.5. Dokézte, alebo vyvratte nasledujice tvrdenie: Ak A, B st §tvorcové matice typu
nxna A?> = B? tak A = B alebo A = —B.

Uloha 2.6. Nech C = AB, kde A, B st matice. Mus{ potom platit Ve C V4? Musi platit
Ve C Vp? Musi platit V4 C Vi, Vg C Vie? (Svoje tvrdenie zddvodnite, t.j. dokdzte, alebo
najdite kontrapriklad.)

Uloha 2.7. Nech A, B sii matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokézte, ze h(AB) <
h(A). Dokézte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

Uloha 2.8. Nech A4, B st matice nad polom F typu m X n resp. n x k. Dokézte, ze h(AB) <
h(B). Dokéazte, ze ak m = n a A je reguldrna, tak h(AB) = h(DB).

Uloha 2.9*. Nech A, B € My, o (F). Dokazte: Matice A, B st riadkovo ekvivalentné prave
vtedy, ked existuje reguldrna matica R € My, ., (F') taka, ze B = RA.

Uloha 2.10*. Nech A je §tvorcovéa matica (nad nejakym polom F). Dokézte: Matica A je
reguldrna prave vtedy, ked A sa dé dostat ako sic¢in nejakych matic elementarnych riadkovych
operacii. (T.j. A= E1Es...E}), kde kazd4d z matic Eq, Es, ..., E}, zodpoveda nejakej ERO.)

3 Matica linearneho zobrazenia

Matica linedrneho zobrazenia f: F™ — F* je matica typu n x k nad polom F, ktorej i-ty
riadok je vektor f(€;), t.j. obraz i-teho vektora zo Standardnej bézy.
Sucin matic a skladanie linedrnych zobrazeni — pozor na poradie:

AgOf = Af : Ag

Obraz vektora a sudéin:
fla)=a- A



Uloha 3.1. Nijdite maticu linedrneho zobrazenia f: 73 — 72, ktoré spliia uvedené pod-
mienky. (Ak takych matic existuje viacero, najdite aspon jednu. Ak takd matica neexistuje,
zdovodnite to.)

a) f(1,2,3) = (1,2), f(2,1,3) = (1,1), f(3,1,2) = (4,1)

b) f(2’3’3) = (172)7 f(17173) = (3’4)7 f(07274) = (0’3)

C) f(2,3, 1) = (1,2), f(4,1,3) = (3,4), f4,1,4) = (2,4)

d) f(1,2,3) =(2,1), f(2,3,1) = (0,1), f(3,4,4) = (3,1)

e) f(2,1,3) = (1,1), £(3,3,1) = (0,3), f(4,1,0) = (4,4)

f) f(4,1,4) = (0,1), f(2,1,3) =(3,1), f(2,4,2) = (2,1)

g) f(3,4,1) =(1,3), f(1,3,1) = (2,0), f(1,2,1) = (3,1), f(3,3,4) = (2,2)
h) f(1,4,2) = (0,1), f(?),l7 1) = (1,4)

Uloha 3.2. Néjdite maticu linedrneho zobrazenia f: R? — R*, pre ktoré plati
a) (2,0,3)=(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(3,1,2) =(1,-1,1,-1),
b) f(25073) = (1a25 _17 1)a f(4a 175) = (4?57 _27 1)a f(za _174) = (_17 17 _1a2)7

0

Ijlgha 3.3. Ukazte, ze f: V. — W je linedrne prave vtedy, ked pre Iubovolné ¢ € F a
a,p €V plati f(cd + B) = cf(a@) + f(B).

Uloha 3.4. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f: (Z7)?> — (Z7)? a napiste jeho predpis.
a) f(1,1) = (0,1), f(6,1) = (3,2)

Uloha 3.5. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f: R* — R* takého, ze:

a) f(1,2,3,1) = (1,3,1,0), f(2,1,3,0) = (0,1,3,1), f(3,2,1,0) = (1,0,3,0), f(2,2,3,4) =
(3,1,0,4)

b) f(1,2,3,4) = (0,0,0,0), f(2,1,3,1) = (1,0,3,1), f(0,1,2,0) = (2,0,1,0), f(1,0,3,1) =

(2,1,3,1)
¢) £(0,1,1,1) = (1,0,0,0), f(1,0,1,1) = (0,1,0,0), f(1,1,0,1) = (0,0,1,0), f(1,1,1,0) =
(0,0,0,1)

Uloha 3.6. Kolko existuje linedrnych zobrazeni spiﬁajﬁcich zadané podmienky? Kolko z nich
je injektivnych? Kolko je surjektivnych?

a) f: Zg % Zgl’ f(1737 1) = (1’ 17 173)7 f(27 1’ 3) = 07 173’ 4)7 f(27 170) = 1)47 07 0);
b) f:Z3 — 73, £(1,0,3,1) = (0,1,3), f(2,1,3,1) = (1,1,3), f(1,1,4,1) = (2,2,1);
C) f' Zg % ng f(]'70’ 37 1) = (07 1’ )’ f(27 1737 1) = (17 173)’ f(l’ ]'707 0) = (1’07 0)7

I Tento priklad je kompletne vyrieseny v texte na webe.
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