1 Binarne operacie

Uloha 1.1. VypiSte vietky mozné bindrne operacie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st
asociativne, komutativne, maji neutrdlny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj
inverzny?

Uloha 1.2. Dokézte, Ze ak o je bindrna operdcia na mnozine A a o je asociativna, tak
lubovolné uzatvorkovanie vyrazu a o b o c o d predstavuje ten isty prvokE|

Uloha 1.3. Na R definujme bindrnu operaciu * predpisom z 3y = x - y* (kde - je naso-
benie redlnych éisel). Ma tato operdcia neutrdlny prvok? Ak md, najdite ho. Je operdcia *
asociativna? Je komutativna?

Uloha 1.4. Pre dve redlne &sla a, b definujme

a+b

b=
a * 5

t.j. vysledkom je ich priemer. Je to bindrna operacia na R? Je tdto operacia komutativna?
Je asociativna? M4 neutralny prvok?

Uloha 1.5*. Ak viete, ze ide o tabulku asociativnej bindrnej operacie, dopliite chybajtce
vysledky (ak sa to d4).
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2 Grupy

(G, ) je grupa, ak * je bindrna opericia na G a dalej plati: Bindrna opericia * je asociativna
(A)). V G existuje neutrdlny prvok pre tito operdciu . Pre kazdy prvok z G existuje
inverzny prvok .

(Va,b,c € G)ax (bxc) = (ax*xb)xc (A)
(FeeG)(Vae Glaxe=exa=¢e (N)
MaeG)(FeGaxb=bxa=ce )

O komutativnej grupe (abelovskej grupe) hovorime, ak operécia * je navyse komutativna.
(Va,be Glaxb=bxa (K)

Uloha 2.1. Ktoré z uvedengch mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych
pripadoch je tdto grupa komutativna?

a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym nasobenim)

b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym ndsobenim)

C) (R N {0}7 ')’ d) (Cv+)7 e) ((cv ')7 f) (C \ {0}7 )

g) (R? +) (so stitovanim definovanym po zlozkdch)

h) R s operdciou *, axb=a+b—1

i) R s operaciou *, axb=ab+a+b

IMéme tu na mysli uzitvorkovania bez vimeny poradia, ktoré uz jednoznac¢ne uréuju vysledok opericie.
Aspon bez dékazu spomeniem, Ze to isté plati aj pre lubovolny pocet prvkov. Pocet uzatvorkovani vyrazu s n
prvkami je n-té Catalanove ¢islo.



j) R~ {—1} s operdciou *, axb=ab+a+b

k) Mnozina vSetkych parnych celych ¢éisel vzhladom na séitovanie.

1) MnozZina vsetkych nepérnych celych ¢isel vzhladom na séitovanie.

m) (Zs,®)

(Pozri aj tilohu [2.2] - této tloha st v postate inak sformulované Casti i) a j).)

Uloha 2.2. Je (R, %), kde a *b = ab+ a+ b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory
prvok a z mnoziny R tak, aby (R \ {a}, *) bola grupa?

V tlohach a vidime priklady grip, ktoré nie st komutativne.

Uloha 2.3. Tvoria vietky permutdcie na konecénej mnozine M s operdciou skladania zo-
brazeni grupu? Je tato grupa komutativna? Urobte tabulku grupovej opericie v pripade
M ={1,2,3}.

Tabulka grupy (Ss,0

~

id  (373) (33%1) (133) (33%) (313)
id id (213) (331) (133) (231) (513)
(573) | (313) 1d  (373) (33%) (133) (331)
g ldih g w Al dib gi
(132) (132) (312) (231) id (321) (2'13)
(237) | (331) (331) (133) (3%3) (313) i
(373) [ (313) (133) (573) (33%) id  (33%)

Uloha 2.4. Nech G je mnozina vietkych funkcif fap: R = R, ktoré st tvaru f, ,(z) = ax+0b
pre nejaké redlne ¢isla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operdciou skladania zobrazeni
grupu? Je mnozina { f,4;a,b € R,a # 0} s operaciou skladania zobrazeni grupa? Dostaneme
grupu, ak vezmeme len také a,b € R, ze a = 17 V tych pripadoch, ked dostaneme grupu, je
tato grupa komutativna?

Uloha 2.5. Ak (G,0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(z) = a o x je bijekcia.

Uloha 2.6. Nech (G, o) je grupa. Dokézte, ze zobrazenie f: G — G definované ako f(z) =
271 je bijekcia.
Uloha 2.7*. Nech G je neprézdna mnoZina a o je asociativna bindrna operécia na G. Potom
G je grupa préave vtedy, ked pre lubovolné a,b € G maji rovnice

aoxr=1b

yoa==>o
rieSenie v G (inymi slovami, pre lubovolné a,b € G existuji z,y € G, ktoré spliiaji tieto dve
rovnosti.)

Uloha 2.8*. Nech G je koneéna mnoZina a o je bindrna operacia na G taka, e plati asocia-
tivny zdkon a zdkony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

Uloha 2.9*. Dokézte, ze v konecnej grupe, ktord méa parny pocet prvkov, existuje prvok
rozny od neutralneho prvku taky, ze aoa = e.

Uloha 2.10. Nech koneénd mnozina G = {e,ay,...,a,} tvori s operdciou * komutativnu
grupu a e je jej neutralny prvok. Dokdzte, ze (ay * az * - -+ * a,)? = e.

Uloha 2.11. Nech * je bindrna opericia na mnozine A, takd, ze pre kazdé a,b, c € A plati
ax(bxc) = (axc)*ba+ mi neutrdlny prvok. Dokdzte, Ze operdcia * je komutativna a
asociativna.



Uloha 2.12. Nech (G, o) je grupa. Dokéite, 7e ak z oz = z, tak z = e.

Uloha 2.13. Overte, 7e G x H spolu s operéciou * definovanou ako
(a,b) * (a',b') = (axg ', bxg b)

tvori grupu pre Iubovolné grupy (G, *g) a (H,*g).

Uloha 2.14. Zistite, ¢i (RT x R,0), kde pre kazdé (a,b),(c,d) € Rt x R definujeme
(a,0)0(c,d) = (2ac,b + d), je grupa. (MozZete sa zamysliet aj nad tym, ¢i vdm rieSenie tejto
tlohy nezjednodusi, ak uz poznéte vysledok z tlohy [2.13])

Uloha 2.15. Nech G = R x (R ~ {0}). Definujme na tejto mnozine binirnu operaciu *
predpisom (a,b) * (¢,d) = (a + be, bd). Je to skutocéne bindrna operécia? Je (G, *) grupa? Je
to komutativna grupa?

V stvislosti s tilohami[2.:4]a sa mozete zamysliet aj nad tym, ¢i tieto dve grupy nejako
nazvajom suvisia.

[ [albfc[d]

Uloha 2.16. Dopliite nasledujtcu tabulku d |tak aby ste dostali grupu.

Qoo

Uloha 2.17. Ak pre kazdy prvok z grupy (G, o) plati zox = e, tak tito grupa je komutativna.

Uloha 2.18. Je mnozina Q s operéciou < definovanou ako a <b = ab — a grupa? Je tato
operacia komutativna? M4 lavy neutralny prvok? M4 pravy neutralny prvok?

Uloha 2.19. Nech * je asociativna bindrna opericia na mnozine M, ktord mé neutralny
prvok e. Ak pre nejaké x € M plati z * x = z a ku x existuje lavy inverzny prvok, tak x = e.

Uloha 2.20*. Nech * je bindrna operdcia na mnozine G, ktoré
a) je asociativna,
b) mé Tavy neutrdlny prvok t.j. existuje prvok e € G taky, ze (Vo € Glexx = x
¢) pre kazdy prvok x € G existuje y € G také, ze y x x = e (kde e oznacuje prvok z Casti b)
t.j.
VMreG)(FyeGy*z=ce¢

(struéne mozeme povedat, ze ku kazdému prvku existuje lavy inverzny prvok vzhladom na

e).

Dokézte, ze potom (G, *) je grupa.

Uloha 2.21. Nech G je kone¢nd grupa, |G| = n. Neutrdlny prvok tejto grupy ozna¢me e a
jej prvky oznafme ako aq,...,a, (t.j. G ={a1,...,an}).

a) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati G = {aay, ..., aa,}.

b) Predpokladajme, ze G je navySe aj komutativna grupa. Ukazte, Ze pre lubovolné a € G
plati a™ = e.

(Pozndmka: Takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativnej grupy — v tom pripade ale treba
pouzit iny argument. D4 sa to odvodit napriklad ako dosledok Lagrangeovej vety.)

Do istej miery podobnymi tivahami ako v predoslej tlohe sa da prist aj na takéto tvrdenie:



Uloha 2.22. Nech G je konecnd n-prvkovd mnozina, jej prvky oznacme ako ay,...,a, (t.j.
G = {a1,...,a,}). Nech dalej * je bindrna operdcia na G, ktord mé neutralny prvok e, je
asociativna, komutativna a platia pre nu zdkony o krateni.

a) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati G = {aay, ..., aa,}.

b) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati a™ = e.

(Pozndmka: Z rovnosti a™ = e vieme vy¢itat to, Ze ku e existuje inverzny prvok.)



1 Polia

Mnozina F' s bindrnymi operaciami + a - tvori pole, ak:

(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutrdlny prvok budeme oznacovat 0;
(ii) (F ~{0},-) je komutativna grupa, jej neutrdlny prvok budeme oznacovat 1;
(iii) pre Iubovolné a,b,c € F plati

a(b+ ¢) = ab + ac,
(a+b)e = ac+ be.
(Tato vlastnost nazyvame distributivnost.)
Ekvivalentne mdzeme tito definiciu prepisat pomocou takychto podmienok:
(i) pre vsetky a,b,c € F plati a+ (b+¢) = (a+b) +¢,
(ii) pre vsetky a,b € F plati a +b = b+ a,
(iii) existuje prvok 0 € F taky, Ze pre kazdé a € F sa a + 0 = a,
(iv) ku kazdému a € F existuje b € F tak, ze a + b =0,
v)

(vi) pre vSetky a,be€ F platia-b=10-a,

)
)

pre vSetky a,b,c € F platia-(b-¢) = (a-b) - ¢,

(vii) existuje prvok 1 € F taky, ze 1 # 0 a pre kazdé a € Fsaa-1=a,

(viii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, ze a-b =1,
(ix) pre vSetky a,b,c€ Fsaa-(b+c)=a-b+a-c.

Uloha 1.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym s¢itovanim a nisobenim
pole?

a) F={a+ib;a € R,beR,b>0}

b) F={a+ibja € Q,be Q}

c) F={a+ibja€Zbel}

d) F={a+b/2;acQ,becQ}

e) F={a+b/5;acQ,bcQ}

f) ' = {a + /3ib;a € Q,b € Q}

g) F'={a+ J550,b€Q}

h*) F = {a+bv2+cV3+dyV6;a,b,c,d € Q} (Hint: Mozno pomoze prepisat si tiito mnozinu
do tvaru F' = {a + by/3;a,b € F'}, kde F' = {a + b\v/2;a,b € Q}.)

i*) F={a+b/2+cV3;a,b,c € Q}

i) F={a+bV5;0a € QbeQ}

Pri tlohe o F' = {a + bv/2;a,b € Q} méze byt uzitocné zamysliet sa najprv nad tym, ¢i
vieme zdovodnit, Ze pre a,b € Q plati:

a+bv/2=0 & a=b=0.

(Platilo by to aj bez predpokladu, ze a, b st raciondlne?)
TieZ si mdzeme uvedomit, Ze potom pre a,b,a’,b’ € Q uz Iahko dostaneme

a+bvV2=d +VV2 2N a=ad ANb=V.



Uloha 1.2. Na Q x Q definujeme operacie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac + 3bd, ad + be),
b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac+ 2bd, ad + bc).
c) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — 5bd, ad + bc).
Je potom (R x R, +,-) pole?

Uloha 1.3. V poli Zs5 vyratajte 271 @ 4, (-2)@4,271®3a-4037L
Uloha 1.4. V Zjs vyrétajte 22, (2714, 20 (4713, 402713, (-1)° 0 (403712
Uloha 1.5. V Iubovolnom poli F plati:

a+b=a+c=b=c
(a+b)(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd
—(—a)=a
-0=0
—(a+b) = (—a) + (~b)
(a—b)c=ac—bc
140
a-a=1<a=1Va=-1
A=V sa=bVa=-b
a-(b1+...4by)=a-by+...+a-b,

Uloha 1.6. Na mnozine Rt vSetkych kladnych redlnych &isel zadefinujme operdcie @ a @
tak, Ze x®y = -y a Oy = x¥. Ktoré z axiém pola splita (RT, @, ®)? (Pri¢om z -y oznacuje
obvyklé ndsobenie a z¥ obvyklé umocnovanie.)

Uloha 1.7. Nech F je pole a a € F. Definujeme zobrazenie f,: F — F tak, ze fa(b) =a+0.
Je fo bijekcia? Ak dno, ako vyzerd zobrazenie f;° 12 Comu sa rovné f, o fy?
Dalej definujeme g,: F — F pre a # 0 tak, Ze g,(b) = a - b. Je to bijekcia?

Uloha 1.8. Nech na mnozine M = {0,1} st opericie + a - dané tabulkami

+]0 1 o 1
0j0 1 0[0 0
110 1)1 1

Ukézte, ze (M, +) a (M\{0}, -) st komutativne grupy a ze plati distributivny zdkon (a+b)c =
ac+ be. Je (M, +,-) pole?

Uloha 1.9. Zistite, & (R, +, *), kde 4 je obvyklé s¢itovanie redlnych éisel a pre kazdé a, b € R
a * b= —2ab, je pole.

Uloha 1.10*. Pre ktoré prvky a pola Z; m4 rieSenie rovnica 22 = a? Kolko je takych prvkov
% pOh Zlog?

Uloha 1.11*. Dokéite, Ze:

a) V Tubovolnom poli plati (a+b)™ = a™+ (T) xa™ b4 (ZL) xa™2b2 4.+ (m"jl)abm_l—l—bm.
(Stcet na pravej strane sa zvykne oznacovat takto: Y_," o () x a™~*b*.)

b) V poli Z, plati: (a & b)? = aP & bP.

Uloha 1.12*. Pomocou tlohy dokézte matematickou indukciou vzhladom na a, ze v Z,
plati rovnost a” = a (pre Iubovolné a € Z,). (Toto je vlastne ind formuldcia malej Fermatovej
vety.)



Uloha 1.13. Nech F je konecné pole a plati |F| = n. Ukazte, ze potom pre kazdy prvok
a € F~ {0} plat{ a1 = 1. (Tymto sme stiasne ziskali aj iné odvodenie malej Fermatovej
vety.)

Uloha 1.14. Majme Stvorprvkovi mnozinu F = {0,1,a,b} a bindrne operécie +, - na tejto
mnozine. Ak viete, ze (F,+,-) je pole, tak dopliite zvySok zadanych tabuliek:

+][0 1 a b |01 ab
00 1T ad 0[0 000
1 0 10 1 a b
a 0 a
b 0 b

T.j. v tabulkdch méame zadané, ze 0 +x = x a x + © = 0 pre vsetky x € F. A tiez to, ze
0-z=0al-z=1pre vsetky z € F.

Zdbdvoduite, preco vas vysledok je jedind moznost, ako sa tieto tabulky daja doplnit. (To,
¢i na konci naozaj vyslo pole, overovat nemusite.)

Poznamka. Jeden z dévodov, preco som pridal takyto priklad, je ukéazat, Ze existuje aj
stvorprvkové pole. (Z koneénych poli ste sa zatial stretli s polami, ktoré maji prvociselny
pocet prvkov. Neskor sa na Algebre 3 dozviete, Ze existuju aj iné koneéné polia a aj to ako
vsetky také polia vyzeraji. Z toho, ¢o sa naucite tam, sa Stvorprkové pole bude dat dostat
ovela jednoduchsie — tu vlastne mame zadant tabulku sc¢itovania a nasobenia, ale nevieme,
preco sme ich zobrali akurat takéto.)



1 Vektorové priestory

Definicia 1.1. Nech F je pole a V' # () je mnozina. Nech + je binidrna operacia na V a
kazdej dvojici ¢ € F', a@ € V' je priradeny prvok c¢-a € V, pricom plati pre lubovolné ¢,d € F'
aa,pgeV:

(i) (c+d)-@=c-d+d-a,
(iv) (c-d)-a=c-(d-q),
(v) 1-d=a

Potom hovorime, ze V' je vektorovy priestor nad polom F.

Oznadenie: 0 = nulovy vektor, —% = opaény vektor

Priklady vektorovych priestorov, ktoré pozndme z prednasky: F™ (usporiadané n-ties) aj
FM (zobrazenia z M do F) st vektorové priestory nad polom F.
Uloha 1.2. Kolko prvkov ma vektorovy priestor (Zs)"? Comu sa v tomto priestore rovng
a+a+a?
Uloha 1.3. Nech V je mnozina vietkych postupnosti redlnych ¢isel. Pre postupnosti a =

(an)s2y a b= (b,)52, definujeme a +b = (an, +b,)22, ac-a=(c-ay)>;. Overte, ze V' s

tymito operdciami tvori vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 1.4. Overte, 7e vietky zobrazenia f: (0,1) — R so s¢itovanim a nasobenim skaldrom
definovanym po bodoch tvoria vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 1.5. Overte, 7e R je vektorovy priestor nad Q, C je vektorovy priestor nad R, C je
vektorovy priestor nad Q. Je C vektorovy priestor nad Z?

Uloha 1.6. Zistite, ¢i RxR s operaciami + a - definovanymi tak, Ze (a, b)+(c, d) = (a+c, b+d)
pre lubovolné (a,b), (¢,d) € Rx R a r - (a,b) = (ra,2rb) pre lubovolné r € R, je vektorovy
priestor nad R.

Uloha 1.7. Zistite, ¢ (RT,®,®) je vektorovy priestor nad R, ak definujeme z ® y = zv,
cOr=z°prex,y CRT, ccR.

2 Podpriestory

Ak V je vektorovy priestor nad polom F', S # ) a S C V, tak S je vektorovijm podpriestorom
priestoru V', ak

(i) pre Iubovolné 0‘2,5 € S plati & + ,6_” es,
(ii) pre lubovolné @ € S a ¢ € F plati cd € S.

Kritérium vektorového podpriestoru: Namiesto uvedenych dvoch podmienok staci overit,
ze pre lubovolné ¢,d € F a @, € V plati

afesS =  ca+dfeSs. (1)

(A dalsia ekvivalentnd charakterizicia podpriestorov je uvedend v tlohe )
Podpriestor vektorového priestoru tiez tvori vektorovy priestor.
Kazdy podpriestor obsahuje nulovy vektor.



Ijloha 2.1. Ktoré z tjchto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?
M {(.131,%‘2,373) ERB 1 GZ}

\/\/

b (131,£E2,CC3)€R ,ZEl—O}

c) :{(xl,zg,xg)€R3;x1:0\/x2:0}
d) = {((El,.’bg, 3) S R3;3$1 + 4z, = 1}
e) Z{(.’L‘l,!EQ, 3) €R3;7l‘1—l‘2:0}

f) {(.Z‘l,xg, 3) S R3;x1 + X0 = J,‘3}

A
iiz:fzz:

{(x17582, x3) € R3;|Qj‘1‘ — \x2|}
{(I1a$27$3) S Rs;xl +IE2 —+ T3 Z 0}

—-

_

{( 171'2,$3) € R3; ;200 = —X9 = .’Eg}
{(w1,22,23) € R3; 21 + 29 + 23 =0}
= {($1,$273§3) S R?’,-Tl + 29 + 323 = 0,371 + 220 + 23 = 0}

5

Uloha 2.2. Ktoré z tychto podmnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru redlnych fun-
keif RR?

a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)

b) nezdporné funkcie

c) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)

d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vz € (0,1))f(z) = f(1 — x)

e) ohranicené funkcie f: R - R

f) spojité funkcie f: R — R

h) funkcie f: R — R také, Ze existuje konecna xlingo flx)

i*) funkcie f: R — R také, Ze existuje kone¢nd alebo nekonecénd 11520 f(x).

Uloha 2.3. Overte, &

a) mnozina vSetkych polyndémov s redlnymi koeficientami,

b) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami stupiia najviac n,

¢) mnozina vsetkych polynémov parneho stupiia,

d) mnozina vsetkych polynémov stupiia prave n

su vektorové priestory. Sc¢itovanie a nasobenie skalarom definujeme rovnako ako pre redlne
funkcie.

Uloha 2.4. Dokéte, ze mnozina vsetkych funkeif f: R — R, ktoré st tvaru a+b cos z+csin z
pre nejaké a, b, c € R tvoria vektorovy podpriestor priestoru vetkych redlnych funkcii RE.

Uloha 2.5. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V nad polom F. Ukézte, Ze
S UT je podpriestor priestoru V' prave vtedy, ked S C T alebo T C S.

Uloha 2.6. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a S # () Je podmnozina V. Ukazte,
ze S je podpriestor V prave vtedy, ked pre Tubovolné ¢ € F' a a, ﬁ € S plati ca + 6 es.



[

1 Linearne kombinacie, linearny obal

R S - - S .
[@1,d0,...,d,] = {c1d1 + coda+ -+ cpdn;c; € Fprei=1,2...,n}

Je uzitocéné si uvedomit, ze:

o Linedrny obal [@1, da, ..., d,] je najmens{ podpriestor daného vektorového priestoru,
ktory obsahuje vektory a1, da, ..., dy.
o Teda ak S je podpriestor taky, ze &1, da,...,d, € S, tak [@1,da,...,d,] C S. (Toto

je vlastne trochu inak sformulovany fakt, ze podpriestory st uzavreté vzhladom na
linedrne kombindcie.)

ﬂlojla 1.1. Nech @, 5 ;7 st lubovolné vektory z vektorového priestoru V nad polom R. Potom

Uloha 1.2. Nech M = {(z,y,2) € R 2z + 3y + 5z = 0}. Ukdite, Ze M je vektorovy
podpriestor R? a néjdite vektory, ktoré ho generuju.

2 Linearna nezavislost

Linearne zavislé vektory: Existujui ¢y, ca,...,c, € F, ktoré nie si vsetky nulové a plati pre
ne:
— — — ~
c10q + cdis + -+ + cpay, = 0.

Linedrne nezavislé vektory:
101 + colip + -+ -+ cpdy, =0 = cp=cpg=...=¢,=0

Nie je zlé si uvedomit, ako to je s linearnou zévislostou a nezavislostou, ak mame jeden
vektor resp. dva vektory.

Uloha 2.1. Mnozina {@} je linedrne nezévisla préve vtedy, ked & # 0. Dva vektory @, E st
linedrne zévislé prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom druhého (t.j. existuje ¢ € F tak,
7e c.@ = ), alebo jeden z nich je O.

Ak vektory &, 5 st linedrne nezavislé, tak &, 5 ;7 st linedrne zavislé prave vtedy, ked 7 je
linedrna kombinacia vektorov &, B

Uloha 2.2. Zistite, ¢ dané vektory st linearne zavislé v prisluSnom vektorovom priestore:
a) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5) v R3,

b) (1,23), (1,3.2), (2,1,5), (1,127,3) v R?,

c) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3

d) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3.

V niektorych castiach nasledujicej tlohye budeme vyuzivat fakt, ze polyném sa rovna
nule prave vtedy, ked vsetky koeficienty st nulovéE| (Ale mali by sme ju vediet vyriesit aj
bez neho.)

ITODO dém do tohto istého stiboru aj veci na bézu a dimenziu?
%https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1349


https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1349

Uloha 2.3. Zistite, & st nasledujice funkcie linedrne zavislé vo vektorovom priestore viet-
kych funkcii z R do R:

a) r+1, 22, 23,

b) 1, z + a, 2% + bx + ¢ (a, b, c mozu byt lubovolné redlne ¢isla),

¢*) 1, cosz, cos?(%),

d) z, z(x — 1), z(z — 1)(x — 2),

e) 1, cosz, cos 2z.

Uloha 2.4. Ak @, E , ¥ st linedrne nezavislé vo vektorovom priestore V' nad polom R, tak
aj &+ f, d+ 7, + 7 st linedrne nezavislé. (Platilo by to aj vo vektorovom priestore nad
polom Z5?)

Uloha 2.5*. Overte, Ze R je vektorovy priestor nad polom Q. Dokézte, Ze v tomto priestore
st 1, V2 a /3 linedrne nezavislé.

Uloha 2.6. Ukaite, Ze vo vektorovom priestore R nad Q (z predoglej tilohy) st linedrne
nezavislé vektory 1 + 3v2a2— 2.

Uloha 2.7*. St 1, v/2, v/3, V6 linedrne nezévislé vo vektorovom priestore R nad polom Q?
(Hint: Ulohu moze o nie¢o zjednodusit, ak sa pozriete na 1 a v/3 ako prvky priestoru R nad

polom Q(v/2) = {a + bv/3;a,b € Q}.)

Uloha 2.8. Nech &, E ,4 su Tubovolné vektory. Zistite, ¢i s tieto systémy vektorov linedrne
zavislé:

a) d,fB,d+B,79,b) a,p,0,c)a,d,p,9,d) a+p+5,d+p,d+7,6+7.

Uloha 2.9. Nech vektory d@j,...,d, st linedrne nezavislé vektory v nejakom vektorovom
priestore nad polom R. St aj vektory &y, a1 +2ds,...,d1+2ds+. . .+nd, linedrne nezavislé?

Shttp://math.stackexchange.com/questions/557976/show-that-1-sqrt2-sqrt3-is-linearly-independent-over-mathbbq
‘https://math.stackexchange.com/questions/96946/how-to-prove-1-sqrt2-sqrt3-and-sqrt6-are-linearly-independent-ove/
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Baza a dimenzia

Vektory dy, ..., d, tvoria bazu vektorového priestoru V', ak sa linedrne nezdvislé a generuji
cely priestor. Ekvivalentna podmienka: Kazdy vektor 5 € V sa da jednoznacne vyjadrit ako

—

Bzcl&l+"'+cn&n~

(T.j. mame jednoznacnost vyjadrenia lubovolného vektora v tvare linedrnej kombindcie béa-
zovych vektorov.)

Lubovolné dve bazy vektorového priestoru maji rovnaky pocet prvkov. Pocet prvkov bazy
priestoru V nazyvame dimenzia priestoru V. Oznacujeme dim(V) alebo d(V).

Ak @y,...,d, € V adim(V) = n, tak tieto podmienky st ekvivalentné:

e dy,...,d, je baza priestoru V.

e Vektory ajy,...,d, su linedrne nezavislé.

o Plati [a@1,...,d,] =V, t.j. tieto vektory generuji cely priestor.
Inak povedané: Ak uz viem, ze mam ,spravny pocet vektorov* — tolko, kolko je dimenzia
celého priestoru — tak vlastne sta¢i overif jednu z dvoch podmienok, ktoré sa vyskytuja
v definicii bazy. T4 druha je potom splnend ,zadarmo*.

Uloha 1. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v R3:
a) (1a2,3)7 (17_2,3)7 (1a2a_3)

b) (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)

¢) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)

Uloha 2. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v Z3:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
c) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).

Uloha 3. N4jdite dimenziu zadanych podpriestorov priestoru R%. Néjdite pre kazdy z nich
aspon jednu bazu.

a) S1 = {(x1, 72,73, 24) € RY: 21 + 29 + 23 + 24 = 0}

b) So = {(z1, 22, x3,24) € RY 21 4+ 22 + 3 + 24 = 0,21 + T2 — T3 + 224 = 0}

c) Sz = {(w1,72,23,24) € RY 21 + 20 +23+24 = 0,21 + 22— 23 +224 = 0,21 + 223 — 24 = 0}

Uloha 4. Uréte dimenziu podpriestoru [, g,ﬁ’], ak @ = (1,3,2,1), g = (4,9,5,4) a § =
(3,7,4,3) v R,

Uloha 5. Ako P, ozna¢me priestor vietkych polynémov stupiia najviac n. Overte, ze d(P,) =
n+lazel,z—1,...(x—1)" je bdza tohoto priestoru.

Uloha 6. Ak sa to dé, dopliite dané vektory na bézu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2), (2,1,3) v R3,

b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,

c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z3.

Uloha 7. Méame dané vektory @; = (1,1,2,0), @ = (0,0, 3,1) v priestore Z3. Kolko existuje
moZnosti na vyber vektorov as,dy € Zz tak, aby tieto Styri vektory tvorili bazu?

Ijlgha 8. Ak kazdy z vektorov 51, e Ek je linedrnou kombindciou vektorov ay, ..., &.,, tak
d([B1, .-, Bk]) < d([d1, ..., dn]).

Uloha 9. Overte, 7¢ mnozina S = {f: R — R : (Ja,b € R)(Vz € R)f(x) = azx + b} je
podpriestor priestoru vSetkych funkcii z R do R. Néjdite funkcie g, h € S také, ze S = [g, h].



Uloha 10. Zistite, ¢i S = {f: R — R;f(z) = az® 4 bz + ¢,a,b,c € R} je vektorovy
podpriestor priestoru redlnych funkcii. Ak dno, najdite, g1, g2, g3 € S také, ze S = [g1, 92, g3

Uloha 11*. a) Nech py, ..., py st navzajom rozne pryvodisla. Ukazte, ze &sla In py, Inps, . .., Inpy
su linedrne nezavislé ako prvky vektorového priestoru R nad polom Q.
b) Ukéazte, ze vektorovy priestor R nad polom Q je nekoneénorozmern}’fﬂ

1Ked budeme vediet nejaké veci o linedrnych izomorfizmoch a tiez o spoéitatelnych a nespoéitatelnych
mnozindch, tak by sme mali byt schopni najst jednoduchsie zdévodnenie, Ze ide o nekonec¢norozmerny priestor.
D4 sa to vsak zdévodnit aj takymto spésobom — budeme tu potrebovat vyuzit nejaké veci o prvocislach.
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