Podgrupy a homomorfizmy

Uloha 1. Budeme pracovat v grupe (R, +).

a) Dokazte, ze [{2,3}] = Z;

b) Dokézte, ze [{1,v2}] = {a + bv/2;a,b € Z}.

c¢*) Je mozné podgrupu [{1,v/2}] generovat jedinym prvkom? (V terminolégii,
ktoru na prednaske este len zavedieme sa da tato otazka sformulovat takto: Je
podgrupa [{1,v/2}] cyklick4?)

Uloha 2. Ukézte, ze H = {%;m,n st neparne} je podgrupa grupy (Q\ {0}, -).

Uloha 3. Tvor{ dand podmnozina podgrupu danej grupy:
a) Nv (Z,4);
b) Z x Z v (R%, +);
c) {z € C;2° =1} v (C\ {0}, );
D) {id, (431), (3D)} v (Sa.0)
) {(%2);a,b € R, (a,b) # (0,0)} v grupe vSetkych reguldrnych matic 2 x 2
s operaciou nasobenia matic.

)

Uloha 4. Ak A, B, C st podgrupy G a C C AU B, tak C C A alebo C C B.

Uloha 5. Néjdite priklad nekoneénej grupy, ktora obsahuje netrividlnu koneént
podgrupu. (Pod netrividlnou podgrupou tu rozumieme podgrupu, ktord ma viac
ako jeden prvok.)

Uloha 6. Najdite vSetky podgrupy grupy Zs x Z; (stéin dvoch grip sme de-
finovali na minulom cvic¢eni) a vSetky podgrupy grupy Z4 (v oboch pripadoch
operécia @). Maju tieto grupy rovnaky pocet dvojprvkovych podgriup? D4 as to
nejako pouzit na zdoévodnenie, Ze tieto dve grupy nie s izomorfné?

Uloha 7. Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Je aj kazda podgrupa
grupy (V,+) podpriestorom priestoru V? Ako je to s vektorovymi priestormi
nad polom Z,?

Uloha 8. Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukéite, 7e gHg™' =
{ghg=1;h € H} je podgrupa grupy G.

Uloha 9. Ukdzte, ze ak G je grupa a a € G, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(z) = axa™! je izomorfizmus.

Uloha 10. Dokéite, ze R x R\ {(0,0)} s operdciou  definovanou ako (a, b) *
(¢,d) = (ac—bd, ad+bc) tvori grupu. (Hint: Dalo by sa najst jednoduché riesenie
s pomocou niektorej grupy z tlohy 2 alebo pomocou inej zndmej grupy?)



