Rad prvku

Uloha 1. Nech f: (G, %) — (H, o) je homomorfizmus. Dokézte, Ze potom plati:
a) f(a") = f(a)"

b) a" =ec = f(a)" =epny

c) Ak f je navyse izomorfizmus, tak a" = eq < f(a)" = epy.

d) Izomorfizmus zachovdva rad prvku, t.j. rdd prvku a v grupe G je rovnaky
ako rad prvku f(a) v grupe H.

e) Viete nieco povedat o vztahu medzi rddmi prvkov a a f(a) aj ak f je homo-
morfizmus? (T.j. bez predpokladu o bijektivnosti.)

Uloha 2. Nech G je grupa, a € G. Dokézte, Ze zobrazenie f,: G — G defino-
vané predpisom f,(x) = aza~" je izomorfizmus.

Uloha 3. V kazdej grupe maju nasledujiice prvky rovnaky rad: z a yxy™!;

ab a ba; abe, bea a cab. Naopak, prvky abe a cba mdézu mat rézny rad. (Hint:
Jedna moznost ako dokéazat, zZe dva prvky g, h € G maji rovnaky rad je dokazat
ekvivalenciu g" = e < h™ = e. Ind moznost je ndjst izomorfizmus ¢: G — G
taky, ze ¢(g) = h, a pouzit fakt, Zze izomorfizmy zachovivaji rad prvkov.)

Uloha 4. Ak rad prvku a v grupe G je n a e je neutrdlny prvok tejto grupy,
tak pre prirodzené ¢isla k € N plati a* = e préave vtedy, ked n | k. Dalej pre
kazdé s € N existuje m € N také, ze a®* =a™ a0 <m <n— 1.

Uloha 5. Nech G je grupa, a € G je prvok konetného radu n. Nech H je
podgrupa grupy G a k = min{j € N;j > 0,a’ € H}, t.j. k je najmensie kladné
prirodzené &islo také, ze a* € H. Dokazte, ze k | n; t.j. k deli rad prvku g.

Permutacie

Na pripomenutie: Kazda permutdciu vieme (jednoznac¢ne) rozlozit na disjunktné
cykly, z tohoto rozkladu vieme zistit jej rdd a paritu. Pre cykly Tahko vieme
vyratat inverzni permutdciu: (1324)~1 = (4231).
Kazdy cyklus mozno zapisat viacerymi spdsobmi: (1324) = (3241) = (2413) =
(4132).

Disjunktné permutécie (a teda aj disjunktné cykly) komutuja.

Permutécie vieme rozlozit aj na transpozicie. Cykly vieme rozlozit napriklad
takto:
(a1az2...a,) = (a1ay)(a1an-1) ... (a1a2) alebo (a1asz . . . a,) = (an—1a,) . .. (a2a,)(ar1a,)
Permutéacia je pdrna < ma parny pocet inverzii < d4 sa rozlozit na parny pocet
permutacii.
Pri skladani permutécii sa parita permutéacii sprava podobne ako parita celych
¢isel pri scitovani.

Uloha 6. V tejto tlohe budeme pracovat s permutdciami mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8}
(¢ize prvkami grupy Ss) a budeme zadané permutdcie aj vysledky vzdy zapiso-

vat ako suciny disjunktnych cyklov: Oznac¢me

o = (14)(235)(78)



U = (234)(67)

7 = (135)(24)(68)

a) Vypoditajte (p o) ot a wo (hoT)

b) Ku kazdej z uvedenych permutécii vypocitajte inverzni permutéciu.

c) Zistite rdd a paritu permutécii ¢, 1, 7 a aj permutécii, ktoré sme dostali ako
vysledky v predchadzajtcich castiach tejto tlohy.

Uloha 7. Pre dané permutécie uréte rad, paritu, a rozklad na disjunktné cykly:

p=(33137), 7=(1133), v =(337310)

Dalej vypoéitajte permutacie @r1p, =1, 771, =L

Uloha 8. Vypoditajte w01 a 1 o ¢ pre:

a) ¢ = (14)(5678), ¢ = (23)(5678)

b) ¢ = (124)(5678), v = (23)(5678).

Je niektory z tychto pripadov prikladom nedisjunktnych permutécii, ktoré ko-
mutuja?

Uloha 9. Dokézte, ze grupa S, je generovana:

a) Mnozinou vsetkych transpozicii.

b) Mnozinou transpozicii {(12), (13),...,(1n)}.

¢) Mnozinou transpozicii {(12), (23),...,(n —1,n)}.

d) Transpoziciou (12) a cyklom (12...n). (Hint: Skiste vyratat (12...n)"%(12)(12...n)*.)

Uloha 10. Nech o = (a1as . . .ay) je cyklus, ako vyzerd permuticia o7 ?
VSeobecnejsie, ako pozndm pocet a dlzky cyklov v rozklade permutécie ¢,
viem nieco povedat o rozklade permutécie 77! na disjunktné cykly.



