Relacie ekvivalencie

Relécia na mnozine M je Tubovolna podmnozina R C M x M. Relacia ekviva-
lencie je taka reldcia, ktora je

o reflexivna: (Vo € M) (z,z) € R;

o symetricka: (Vz,y € M) (z,y) € R = (y,z) € R;

o tranzitivna: (Vz,y,z € M) (z,y) e RA (y,2) € R = (x,2) € R

Trieda ekvivalencie:

] = {y € M;(z,y) € R}
Triedy ekvivalencie tvoria rozklad, t.j.
[z] N [y] # 0 = [2] = [4]

U[m]:M

xeM
Obréatene, z rozkladu vieme dostat reldciu ekvivalencie.

Uloha 1. Nech pre kazdé i € I je R; relacia ekvivalencie na mnozine A. Ukézte,

ze potom aj R = [ R; je reldcia ekvivalencie na mnozine A. D4 sa nejako
i€l

vyjadrit [a] g pomocou [a]g,? (T.j. ak pozndme triedu prvku a v kazdej z relacii

ekvivalencie R;, ¢ € I, vieme nejako zistit aka bude trieda tohoto prvku v relacie

ekvivalencie R?)

Uloha 2. Ak Ry a Ry su relécie ekvivalencie, je aj R U Ry reldcia ekvivalencie?

Uloha 3. Overte, ¢i relacia R je relacia ekvivalencie na mnozine M.

)
)
c) M =R, R={(z,y) e M x Mz —y €L};
d) M =72 R={((a,b),(c,d)) € M x M;a+d="b+c};
e) M:N27 R = {((a7b)7(c7d)) € M x M;a+d:b+c};
f) M =R, R={(a,b) € M x M;|a—0b| <1};
g) M =R, R={(2,y) € M x M;a* = y*};
h) M = P(N), t.j. M je mnozina vSetkych podmnozin mnoziny N a R =
{(A,B) € M x M; AAB je konecnd} (t.j. mnoziny A a B si v reldcii R, ak
ich symetricky rozdiel AAB = (A\ B)U (B \ A) je konetnd mnozina);
i) M =P(N), R={(A4,B) € M x M; existuje bijekcia z A do B};
)M =17Z; R={(z,y) € M x M;3 | x+2y};
kY M =R, R={(z,y) € M x M;z—y € Q};
1) M =R* R={((z1,72), (y1,52) € M x M;21 = y1)};
m) M =R% R = {((z1,22), (y1,42) € M x M;21 = y1 Az = y2)};

(

n) M =R?* R={((x1,22), (y1,42) € M x M;x1 =y ANz = y1)};

0) M =R?* R={((z1,22), (y1,42) € M x M1 = y1 V22 = y2) };

p) M = {f:Z — Z}, tj. M je mnozina vSetkych zobrazeni zo Z do Z;
R={(f,9) € M x M;f(1) =g(1)}



qQ M = {f:Z — Z}, tj. M je mnozina vSetkych zobrazeni zo Z do Z;
R={(f.9) € M x M; f(1) = (0]}

Ak dostanete relaciu ekvivalencie, mdze sa zamyslief aj nad tym, ¢i sa tato re-
alcia d& dostat ako Specidlny pripade reldcie z tlohy 4 a z tlohy 5 (pre vhodni
volbu zobrazenia f resp. pre vhodnd volbu grupy G a podgrupy H).

Uloha 4. a) Nech f: A — B je surjektivne zobrazenie. Dokézte, Ze relacia R
na mnozine A urcend predpisom aRa’ (:) f ( ) = f(a') je reldcia ekvivalencie a
triedy rozkladu st mnoziny f=1({b}) = f~1(b) pre b € B.

b) Nech R je reldcia ekvivalencie na mnozine A a nech B je mnozina vSetkych
tried ekvivalencie. Dokazte, ze zobrazenie f: A — B, ktoré kazdému prvku pri-
radi jeho triedu ekvivalencie (teda f: a — [a]) je surjektivne.

¢) V predchddzajucej ¢asti sme kazdému surjektivnemu zobrazeniu priradili re-
laciu ekvivalencie a obratene. Su tieto dve priradenia si navzajom inverzné?

Nasledujuca tloha stvisi s tym, ze (Iavé resp. pravé) triedy G podla podgrupy
H tvoria rozklad - mozno ale nezaskodi presvedcit sa aj priamo z definicie relacie
ekvivalencie, ze plati:

Uloha 5. Nech G je grupa a H je je podgrupa. Definujme reliciu R na mnoZine
G predpisom
R=1{(a,b) € G x G;ab~' € H}.

Dokazte, ze R je relacia ekvivalencie na G.

Rozklad grupy podla podgrupy
Ak H je podgrupa G, tak Tavé triedy
aH = {ah;h € H}
tvoria lavy rozklad G podla H. (Podobne pravé triedy tvoria pravy rozklad.)

Uloha 6. N4jdite vietky Tavé (pravé) triedy grupy G podla podgrupy H, ak

a) G = (R, +), H=7;

b) G = (R x B,+), H = {(a,) € R x sy = 3};
C) (Z@, ), = 2Z3 = {0, 2,4};

d)G=S,, H=A,;

e) G =53 H = [(12)};

f) G=(Z,+), H=3Z={3k;k € Z}.

(Pod ,néjdite vSetky triedy“ sa rozumie to, Ze pre kazdu triedu vyberieme
jedného reprezentanta, v pripade, ze ide o koneéné mnoziny ich moézeme aj
vypisat.)

Ak A, B st podmnoziny grupy (G, ), tak definujeme

AB = {ab;a € A,b € B}.



Uloha 7. Ukézte, ze pre lubovolnd grupu a jej podmnoziny (resp. podgrupy)
plati:

a) Nésobenie podmnozin je asociativne, t.j. A(BC) = (AB)C pre lubovolné
podmnoziny A, B,C C G.

b) Pre Iubovolnt podmnozinu A C G plati eA = Ae = A.

c) Ak BC C, tak ABC AC a BAC CA.

d) Ak H je podgrupa grupy G a h € H, tak hH = H.

e) Ak H je podgrupa grupy G, tak H> = H-H = H.

Uloha 8. Pre podmnozinu A grupy G oznadéime A~ = {a71;a € A}. Dokdzte
a) Pre Tubovolntt podmnozinu A C G plati (A~1)~1 = A.
b) Ak H je podgrupa grupy G, tak H=1 = {h=1;h E H} H

¢) Pre IubovoIné podmnoziny A, B C G plati (AB) CATL

d) Ak K, H st podgrupy grupy G, tak (HK)™! = K_1 . H_1 =KH.



