Rozklad grupy podla podgrupy a Lagrangeova veta
Na pripomenutie: Ak H je podgrupa G, tak lavé triedy

aH = {ah;h € H}

tvoria lavy rozklad G podla H. (Podobne pravé triedy tvoria pravy rozklad.)
Pocet Tavych a pravych tried je rovnaky, znac¢ime ho [G : H]. Plati |G| =
[G : H]||H| (Lagrangeova veta).

Uloha 1. Ak G je konetna grupa, H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak
plati rovnost |G : K| =[G : H|[H : K].

Uloha 2. Dokéite, Ze kazda 8-prvkova grupa obsahuje dvojprvkovi podgrupu.

Uloha 3. Ak G mé p? prvkov, kde p je prvoéislo, tak kazd4 vlastnd podgrupa
G je cyklicka.

Uloha 4. Ak p je prvoéislo a k > 1 prirodzené &slo, tak kazdd pF-prvkova
grupa ma p-prvkova podgrupu.

Uloha 5. Nech G je koneénd grupa, pocet jej prvkov oznaéme n. Ak A C G a
A mé viac nez n/2 prvkov, tak A generuje G.

Thato vetu sme nestihli na prednaske — dokaz sa da pozriet v texte, ale mozno
sa nan stihneme pozriet aj na cviku:

Uloha 6. Dokéite, ze kazda 4-prvkova grupa je izomorfng so Z, alebo Zy X Zs.

Normalne podgrupy

Podgrupu H grupy G voldme normélna (invariantna), ak spliia niektori z tychto
(ekvivalentnych) podmienok:

(i) aH = Ha pre vietky a € G,

(ii

aH C Ha pre vsetky a € G,

(iii) Ha C aH pre vsetky a € G,

)
)
)
(iv) aHa™! C H pre vietky a € G,
(v) aHa™' = H pre vietky a € G,
(vi) {aH;a € G} = {Hb;b € G}.
Podmienku (iv) mézeme prepisat ako

he H = aha™t € H.

Kazda podgrupa komutativnej grupy je normélna. Pre nekomutativne grupy
to vo vSeobecnosti neplati.



Uloha 7. Nijdite vietky podgrupy v Ss. Ktoré z nich st normélne?

id  (12) (13) (23) (123) (132)

id id  (12) (13) (23) (123) (132)

(12) | (12) id  (132) (123) (23) (13)

(13) | (13) (123) id  (132) (12) (23)

(23) | (23) (132) (123) id  (13) (12
(123) | (123) (13) (23) (12) (132) id

(132) | (132) (23) (12) (13) id  (123)

Uloha 8. Ak H je podgrupa G a [G : H] = 2, tak H je normélna podgrupa.
Navyse, pre kazdy prvok G\ H plati 22 € H.

Uloha 9. Ak H a H’ st normalne podgrupy G také, ze H N H' = {e}, tak
hh/ = hW'h pre lubovolné h € H a h' € H' (lubovolny prvok H komutuje s
Tubovolnym prvkom H'.)

Uloha 10. Ak A a B st norméalne podgrupy G, a € Aa b € B, tak aba=*b~! €
AN B.

Uloha 11. Dokéite, 7e Iubovolnd normalna podgrupa A, pre n > 5, ktoré
obsahuje aspon jeden cyklus dlzky 3 je celd grupa A, .

Uloha 12. Dokézte: Ak f: G — G’ je homomorfizmus grip, tak Ker f je
normalna podgrupa grupy G.

Uloha 13. Uvazujme grupu G = {A € M, o(F);|A| = 1} s operaciou nasobe-
nia. (Pri¢om F je Iubovolné pole.) Definujme H = {(19);a € F}.

a) Overte, ze H je podgrupa G.

b) Je tato podgrupa komutativna?

c) Je tato podgrupa normélna?

Aké linedrne zobrazenia zodpovedaju maticiam patriacim do H?

Uloha 14. Nech G = {(¢9);a,b €R,a #0} a H={(19);c € R}.

a) Overte, ze G tvori s operdciou ndsobenia matic grupu a %e H je podgrupa
grupy G.

b) Je H normdlna podgrupa grupy G?

(Vsimnite si, ze H je t& istd grupa, ako v predoslej tlohe, ale teraz sa na nu
pozerdme ako na podgrupu inej grupy.)



