Rozsirenia poli

Ak K je nadpole F, hovorime, ze K je rozsirenie F. V pripade, ze K tvori
kone¢norozmerny vektorovy priestor nad F', hovorime o kone¢nom rozsireni.
V takomto pripade dimenziu tohoto vektorového priestoru oznacujeme [K : F
a volame stupen rozsirenia.

Ak F C L C K su konec¢né rozsirenia, tak plati

[K:F|=[K:L][L:F].

Algebraicky prvok v € K je taky prvok, pre ktory existuje polyném f(z) €
F[z] taky, ze f(u) =0 (t.j. u je koreniom F'). Normovany polyném najmensieho
mozného stupna s touto vlastnostou

Ak FU{uy,...,ur} C K, tak ako F'(uy,...,u;) oznaéujeme najmensie pod-
pole K obsahujice F U {u1,...,u}. Plati, ze [F(u) : F] je rovné stupiiu mini-
malneho polynému prvku w.

1. Nech L je rozsirenie pola F' a u € L. Dokézte, ze ak [F(u) : F| = 5, tak
[F(u?): F] =5.

2. V poli Q(¥/2) najdite inverzny prvok ku 1 —2</2 + /4 (treba ho vyjadrit
ako a + by/2 + ¢V/4 pre vhodné a,b,c € Q.)

3. N4jdite izomorfizmus medzi polami Zs[z]/(2? + 1) a Zs[z]/(2® + x + 2).

4. N&ajdite minimélne polynomy tychto cisel nad Q:
a) V2+1;b) 2—3v5; ¢) V3+V3;d) V2—/3;e) V2+i; f) 14 V2 - V4
g) 2%% + \3/11; h) 13:2@.

5. Urcite stupen viacnasobného rozsirenia a najdite bazu nad Q:

a) Q(v3,v/5); b) Q(i, v2); c) Q(V/5, ¥/25); d) Q(1 + v2,1 - V/8)

6. Pomocou binomickej vety dokazte matematickou indukciou vzhladom na
a, ze v Z, plati rovnost a? = a (pre Iubovolné a € Z,). (Toto je vlastne
ind formuldcia malej Fermatovej vety.)

7. Nech F je konecné pole a plati |F'| = n. UkézZte, Ze potom pre kazdy prvok
a € F\ {0} plati a1 = 1. (Tu je hint na odvodenie bez Lagrangeovej
vety: Skiste vyuzit, Zze a — ax je bijekcia F'\ {0} — F\ {0}; t.j. ak
si ozna¢ime F \ {0} = {a1,...,an—1}, tak mame aj rovnost F \ {0} =
{aai,...,aap_1}.)

8. Nech F je pole a ¢ € F. Ozna¢me f(x) =z — 1.
a) Ukézte, ze ak ¢ je koren polynému f(x), tak

flx)=(x—c)(a" '+ a2+ "3 k"R,

b) Ukézte, Ze ak f(x) mé ndsobny koren v F, tak F' m4 koneénd charak-
teristiku a char(F) | n.



9. Ukézte s pouzitim predoslej tlohy, ze polyném
f@)=a"" o
v poli charakteristiky p nemé nasobné korene.

10. Nech char(F) = p (p je prvocislo). Potom pre Iubovolné a,b € F plati

(a+b)P =aP + P
(ab)? = aPV?
¢ize zobrazenie f: F — F, f(z) = xP, je homomorfizmus. Dalej pre lubo-
volné n € N a g = p” mame
(a+b)4=a?+b?
(ab)? = ab1



