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Delite©nos´ Delite©nos´

Delite©nos´

Lema

Nech R je obor integrity, a, b ∈ R . Ak platí ab = a pre a ̸= 0, tak
b = 1.

ab = a

a(b − 1) = 0
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Delite©nos´ Delite©nos´

Delite©nos´

De�nícia

Nech R je obor integrity. Hovoríme, ºe a delí b, ozna£ujeme a | b,
ak existuje c ∈ R také, ºe b = ca.

▶ 3 | 9, 3 ∤ 7 v Z
▶ 3 | ±9 v Z
▶ x − 1 | x2 − 1 v R[x ]
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Delite©nos´ Delite©nos´

Delite©nos´

Lema

Nech R je obor integrity. Potom pre ©ubovo©né a, b, c , d ∈ R ,
ai , ri ∈ R platí

(i) a | a
(ii) a | b ∧ b | c ⇒ a | c
(iii) a | b ∧ c | d ⇒ ac | bd
(iv) a | 0, 1 | a
(v) 0 | a ⇔ a = 0

(vi) ac | bc ∧ c ̸= 0 ⇒ a | b
(vii) a | ai pre i = 1, . . . n ⇒ a | a1r1 + · · ·+ anrn
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Delite©nos´ Delite©nos´

Asociovanos´

De�nícia

Ak a, b ∈ R , kde R je obor integrity, hovoríme, ºe prvky a a b sú
asociované, ozna£ujeme a ∼ b, ak a | b a sú£asne b | a

a | b ∧ b | a ⇔ a ∼ b

Lema

Nech R je obor integrity. Pre ©ubovo©né a, b, c , d ∈ R platí
(i) a ∼ b ∧ b ∼ c ⇒ a ∼ c
(ii) a ∼ a
(iii) a ∼ b ⇒ b ∼ a
(iv) a ∼ b ∧ c ∼ d ⇒ ac ∼ bd
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Delite©nos´ Delite©nos´

Delitele jednotky

De�nícia

Ak okruh R má jednotku a ab = 1, hovoríme, ºe a je delite©
jednotky. Mnoºinu v²etkých delite©ov jednotky budeme ozna£ova´
U(R).

▶ ±1 v Z
▶ nenulové kon²tantné polynómy v F [x ]
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Delite©nos´ Delite©nos´

Asociovanos´ a delitele jednotky

Tvrdenie

Nech R je obor integrity. Potom

(i) Delitele jednotky s operáciou násobenia tvoria grupu,
t.j. (U(R), ·) je grupa.

(ii) a ∼ b práve vtedy, ke¤ existuje delite© jednotky u taký, ºe
a = bu.
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Euklidovské okruhy Euklidovské okruhy

Veta o delení so zvy²kom

▶ V okruhu F [x ]:

f (x) = q(x) · g(x) + r(x) a st r(x) < st g(x).

▶ V okruhu Z :

a = qb + r a |r | < |b|.
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Euklidovské okruhy Euklidovské okruhy

Euklidovské okruhy

De�nícia

Obor integrity R sa nazýva euklidovský okruh, ak existuje funkcia
N : R \ {0} → N taká, ºe pre ©ubovo©né a, b ∈ R , b ̸= 0 existujú
q, r ∈ R také, ºe a = qb + r a bu¤ r = 0 alebo N(r) < N(b).
Funkciu N budeme nazýva´ norma.

▶ V literatúre sa vyskytuje aj podmienka N(a) ≤ N(ab).

▶ Z a F [x ] sú euklidovské okruhy.
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Euklidovské okruhy Euklidovské okruhy

Euklidovské okruhy

Lema

Ak R je euklidovský okruh, u ̸= 0 a N(u) = 0, tak u je delite©
jednotky.
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Euklidovské okruhy Najvä£²í spolo£ný delite©, Euklidov algoritmus

Najvä£²í spolo£ný delite©

De�nícia

Najvä£²í spolo£ný delite© prvkov a, b ∈ R je taký prvok c ∈ R , ºe
(i) c | a, c | b,
(ii) pre ©ubovo©ný prvok d ∈ R taký, ºe d | a a d | b platí aj d | c .
Ozna£ujeme ho gcd(a, b).

Je ur£ený jednozna£ne aº na asociovanos´.
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Euklidovské okruhy Najvä£²í spolo£ný delite©, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

Lema

Ak R je obor integrity a a, b ∈ R , tak

gcd(a, b) = gcd(a+ bx , b)

pre ©ubovo©né x ∈ R . Uvedenú rovnos´ treba chápa´ tak, ºe ak
existuje jedna strana (©avá alebo pravá), potom existuje aj druhá
strana a sp¨¬a uvedenú rovnos´.
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Euklidovské okruhy Najvä£²í spolo£ný delite©, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

a = q · b + r ⇒ gcd(a, b) = gcd(b, r)

Vypo£et n.s.d: opakovaným delením so zvy²kom.
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Euklidovské okruhy Najvä£²í spolo£ný delite©, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

a = q1 · b + r1 N(r1) < N(b)

b = q2 · r1 + r2 N(r2) < N(r1)

r1 = q3 · r2 + r3 N(r3) < N(r2)

...
...

rl−2 = ql · rl−1 + rl N(rl) < N(rl−1)

rl−1 = ql+1 · rl zvy²ok 0
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Euklidovské okruhy Najvä£²í spolo£ný delite©, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

a = q1 · b + r1 r1 = a− q1.b

b = q2 · r1 + r2 r2 = b − q2.r1 = (1+ q1q2)b − q2a

r1 = q3 · r2 + r3 r3 = r2 − q3.r2 = · · · = x3a+ y3b

...
...

rl−2 = ql · rl−1 + rl rl = rl−2 − ql .rl−1 = · · · = xla+ ylb

rl−1 = ql+1 · rl
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Euklidovské okruhy Najvä£²í spolo£ný delite©, Euklidov algoritmus

Najvä£²í spolo£ný delite©

Tvrdenie

Ak R je okruh Z alebo F [x ], tak pre ©ubovo©né a, b ∈ R existuje
v R najvä£²í spolo£ný delite© c = gcd(a, b).
Navy²e, existujú také x , y ∈ R , ºe

c = xa+ yb.

Dôsledok

Nech R je okruh Z alebo F [x ], a, b, c ∈ R , a, b ̸= 0. Ak
gcd(a, b) = 1 (gcd(a, b) ∼ 1) a a | bc , tak a | c .

gcd(a, b) = 1 ∧ a | bc ⇒ a | c
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Euklidovské okruhy Najvä£²í spolo£ný delite©, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

89 = 5 · 16+ 9 9 = 89− 5 · 16
16 = 1 · 9+ 7 7 = 16− 9 = 6 · 16− 89

9 = 1 · 7+ 2 2 = 9− 7 = 2 · 89− 11 · 16
7 = 3 · 2+ 1 1 = 7− 3 · 2 = 39 · 16− 7 · 89
2 = 2 · 1+ 0

1 = 39 · 16− 7 · 89.

Delite©nos´, rozklad na ireducibilné polynómy



Euklidovské okruhy Najvä£²í spolo£ný delite©, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

89 1 0

16 0 1

9 1 -5 1r-5*2r

7 -1 6 2r-3r

2 2 -11 3r-4r

1 -7 39 4r-3*5r

Delite©nos´, rozklad na ireducibilné polynómy



Rozklad polynómu na ireducibilné polynómy Rozklad polynómu na ireducibilné polynómy

Ireducibilné prvky

De�nícia

Prvok a ̸= 0 obore integrity R sa nazýva ireducibilný, ak a je
nenulový, nie je to delite© jednotky a ak z rovnosti a = bc vyplýva,
ºe niektorý z prvkov b, c je delite© jednotky v R .

▶ V okruhu Z sú to ±p, kde p je prvo£íslo.
▶ V okruhu F [x ] to je de�nícia ireducibilného polynómu.
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Rozklad polynómu na ireducibilné polynómy Rozklad polynómu na ireducibilné polynómy

Okruh s jednozna£ným rozkladom

De�nícia

Okruh s jednozna£ným rozkladom (alebo tieº Gaussov okruh) je
obor integrity, v ktorom pre kaºdý prvok x ∈ R , ktorý je nenulový a
nie je delite©om jednotky, existuje rozklad

x = p1 . . . pk

na sú£in ireducibilných prvkov a navy²e je tento rozklad
jednozna£ný aº na asociovanos´ a poradie.
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Rozklad polynómu na ireducibilné polynómy Rozklad polynómu na ireducibilné polynómy

Ireducibilné prvky a p | ab

Dôsledok

Nech R je okruh Z alebo F [x ]. Pre ©ubovo©ný ireducibilný prvok
p ∈ R platí implikácia

p | ab ⇒ p | a ∨ p | b,

a v²eobecnej²ie,

p | a1 . . . an ⇒ (∃i ∈ {1, . . . , n}) p | ai .
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Rozklad polynómu na ireducibilné polynómy Rozklad polynómu na ireducibilné polynómy

Existencia a jednozna£nos´ rozkladu

Tvrdenie

Kaºdý okruh typu F [x ] (a aj okruh Z) je okruhom s jednozna£ným
rozkladom.
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