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Delitelnost Delitel'nost

Delitel nost

Lema
Nech R je obor integrity, a,b € R. Ak plati ab = a pre a # 0, tak
b=1.
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Delitelnost Delitel'nost

Delitel nost

Definicia
Nech R je obor integrity. Hovorime, ze a deli b, oznaCujeme a | b,
ak existuje ¢ € R také, ze b = ca.

> 3(9,3(7v7Z

> 3[40v7Z

> x—1|x2—-1vR[x]
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Delitelnost Delitel'nost

Delitel nost

Lema

Nech R je obor integrity. Potom pre [ubovolné a, b, c,d € R,
aj, ri € R plati

(i) ala

(ii) al]bAb|lc=alc

(ii) a| bA c|d = ac| bd

(iv) a|0,1]a

(v) 0laea=0

(vi) ac|bc Ac#0=al|b

(vil) alajprei=1,...n=alain+---+apm
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Delitelnost Delitel'nost

Asociovanost

Definicia
Ak a, b € R, kde R je obor integrity, hovorime, Ze prvky a a b sl
asociované, oznaCujeme a ~ b, ak a | b a suCasne b | a

alb AN blasa~b

Lema

Nech R je obor integrity. Pre [ubovolné a, b, c,d € R plati
(i)a~bAb~c=a~c

(i) a~ a

(i) a~b=b~a

(iv) a~bA c~d= ac ~ bd
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Delitelnost Delitel'nost

Delitele jednotky

Definicia
Ak okruh R ma jednotku a ab = 1, hovorime, Ze a je delitel
Jednotky. Mnozinu vietkych delitelov jednotky budeme oznacovat
U(R).

> +t1v7Z

» nenulové konstantné polynémy v F|[x]
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Delitelnost Delitel'nost

Asociovanost a delitele jednotky

Tvrdenie
Nech R je obor integrity. Potom

(i) Delitele jednotky s operaciou nasobenia tvoria grupu,
tj. (U(R),-) je grupa.

(ii) a ~ b prave vtedy, ked existuje delitel jednotky u taky, Ze
a = bu.
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Euklidovské okruhy Euklidovské okruhy

Veta o deleni so zvyskom

» V okruhu F[x]:
f(x) = q(x) - g(x) + r(x) a st r(x) < stg(x).
» V okruhu Z:

a=gqb+r a |r| < |b].
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Euklidovské okruhy Euklidovské okruhy

Euklidovské okruhy

Definicia
Obor integrity R sa nazyva euklidovsky okruh, ak existuje funkcia
N: R\ {0} — N taka, ze pre [ubovolné a, b € R, b # 0 existuji
q,r € R také, ze a= qb+r a bud r =0 alebo N(r) < N(b).
Funkciu N budeme nazyvat norma.

> V literatire sa vyskytuje aj podmienka N(a) < N(ab).

» 7 a F[x] st euklidovské okruhy.
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Euklidovské okruhy Euklidovské okruhy

Euklidovské okruhy

Lema
Ak R je euklidovsky okruh, u# 0 a N(u) =0, tak u je delitel
Jednotky.
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Euklidovské okruhy Najvacsi spolocny delitel, Euklidov algoritmus

Definicia
Najvacsi spoloény delitel prvkov a, b € R je taky prvok c € R, ze
(i) c|a c|b,

(ii) pre lubovolny prvok d € R taky, ze d | aa d | b plati aj d | c.
Oznacujeme ho ged(a, b).

Je uréeny jednoznaéne az na asociovanost.
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Euklidovské okruhy Najvacsi spolocny delitel, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

Lema
Ak R je obor integrity a a, b € R, tak

ged(a, b) = ged(a + bx, b)

pre lubovolné x € R. Uvedeni rovnost treba chapat tak, ze ak
existuje jedna strana (lava alebo pravé), potom existuje aj druha
strana a splia uvedeni rovnost.
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Euklidovské okruhy Najvacsi spolocny delitel, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

a=q-b+r = gcd(a, b) = ged(b, r)

Vypocet n.s.d: opakovanym delenim so zvyskom.
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Euklidovské okruhy Najvacsi spolocny delitel, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

a=q-b+n N(r1) < N(b)
b=g -n+n N(rg) < N(I’l)
n=gqs-n+r  N(s)<N(r)

r—2=q;-r-1+1n N(r) < N(r-1)
r-1=qiy1-n  2zvySok 0
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Euklidovské okruhy Najvacsi spolocny delitel, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

a=aqi-b+n n=a—aq.b
b=g - -n+n n=b—q.n=(14+qq)b— qga

n=q-n+n r3=1ry—qa.rp=---=x3a+ysb

h—2=q-n-1+n f/:r/fz—CI/-f/q:“~:X/a+)//b

rn—-1=4q+1-n
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Euklidovské okruhy Najvacsi spolocny delitel, Euklidov algoritmus

Najvacsi spolocny delitel

Tvrdenie
Ak R je okruh Z alebo F|[x], tak pre lubovolné a,b € R existuje

v R najvacsi spolocny delitel ¢ = ged(a, b).
Navyse, existuji také x,y € R, Ze

¢ = xa+ yb.
Désledok

Nech R je okruh 7 alebo F[x], a,b,c € R, a,b # 0. Ak
ged(a,b) =1 (ged(a, b) ~ 1) a a| be, tak a| c.

ged(a,b) =1 A a| bc = alc
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Euklidovské okruhy Najvacsi spolocny delitel, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

89=5-164+9 9=89-5-16
16=1-947 7=106-9=6-16—-89
9=1-7+2 2=9-7=2-89—-11-16
7=3-2+1 1=7-3-2=39-16—-7-89
2=2-140

1=39-16—-7-89.
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Euklidovské okruhy Najvacsi spolocny delitel, Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus

9 -5 || 1r-5%2r
7 ]-1] 6 2r-3r
2
1

2 | -11 3r-4r
-7 | 39 || 4r-3*br
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Rozklad polynému na ireducibilné polynémy Rozklad polynému na ireducibilné polynémy

Ireducibilné prvky

Definicia

Prvok a # 0 obore integrity R sa nazyva ireducibilny, ak a je
nenulovy, nie je to delitel jednotky a ak z rovnosti a = bc vyplyva,
Ze niektory z prvkov b, c je delitel jednotky v R.

» V okruhu Z si to +p, kde p je prvocislo.
» V okruhu F[x] to je definicia ireducibilného polynému.
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Rozklad polynému na ireducibilné polynémy Rozklad polynému na ireducibilné polynémy

Okruh s jednoznacnym rozkladom

Definicia

Okruh s jednoznaénym rozkladom (alebo tiez Gaussov okruh) je
obor integrity, v ktorom pre kazdy prvok x € R, ktory je nenulovy a
nie je delitelom jednotky, existuje rozklad

X=p1...pk

na stcin ireducibilnych prvkov a navyse je tento rozklad
jednoznacny az na asociovanost a poradie.
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Rozklad polynému na ireducibilné polynémy Rozklad polynému na ireducibilné polynémy

Ireducibilné prvky a p | ab

Désledok
Nech R je okruh Z alebo F|[x]. Pre [ubovolny ireducibilny prvok
p € R plati implikicia

plab = plavplb,
a vseobecnejsie,

plai...an = (Fie{l,...,n}) p]|a.
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Rozklad polynému na ireducibilné polynémy Rozklad polynému na ireducibilné polynémy

Existencia a jednoznacnost rozkladu

Tvrdenie
Kazdy okruh typu F|x] (a aj okruh Z) je okruhom s jednoznacnym
rozkladom.
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