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Grupy Definicia

Definicia grupy

Definicia
Dvojicu (G, *), kde G je mnozina a * je binarna operacia na G
nazyvame grupa, ak

(i) operacia * je asociativna

(Vg,h,k € G)gx(hxk)=(g=h)x*k,
(ii) operacia x ma neutralny prvok

(Je€ G)(Vg e Glexg=gx*xe=g,

(iii) pre kazdy prvok g € G existuje inverzny prvok vzh[adom na
operaciu

(Vg € G)(Elg*1 € G)g % g*1 = g*1 xg =e.
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Grupy Definicia

Definicia grupy

(Vg,h,k € G)g*(hxk)=(g=h)*k
(Jee G)(Vge Glexg=g*xe=g
(Vg€ G)(FgteG)grg =g lxg=e

Ak je bindrna operacia * komutativna
(Vg.he G)gxh=hxg,

hovorime o komutativnej grupe.
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Grupy Definicia

Zakony o krateni

g*h]_:g*h2 :>h1:h2
hl*g:hg*g :>h1:h2
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Grupy Definicia

Inverzny prvok
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Grupy Priklady

Priklady grap

>
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V,+) kde V je lubovolny vektorovy priestor,
F,+) a (F ~ {0},-) pre [ubovolné pole (F,+, "),
Z,+), (Q, +). (R,+), (C, +),
Q~{0},-), (R~ {0}, ), (C~{0},-),
Zn,®) preneN, n>2,
> (Zp ~ {0}, ®) kde p je prvocislo.
Prikladom nekomutativnej grupy je grupa S, véetkych permutacii
n-prvkovej mnoziny s operaciou skladania zobrazeni pre n > 3.
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Grupy Priklady

Priamy sacin grap

Priklad
Ak (G,*¢) a (H,*y) st grupy, tak aj G x H s operaciou

(a,b) * (&', b)) = (axg a,bxyb)
je grupa.
Definicia

Grupu G x H z predchadzajiceho prikladu nazyvame priamy sicin
grip G a H (alebo tiez direktny sicin grap.)
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Podgrupy

Podgrupy

Definicia
Nech (G, ) je grupa a H C G je [ubovolna podmnozina G.
Hovorime, ze H je podgrupa grupy G, ak H s binarnou operaciou *
zzenou na podmnozinu H tvori grupu.
Budeme pouzivat oznagenie H < G, pripadne (H,x) < (G, x).
Zlzenie operacie:

hy xp hy = xg h2

pre lubovolné hy, hy € H.
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Podgrupy

Podgrupy

Lema
Nech (G, %) je grupa a H je jej podgrupa.

(i) Ak ey je neutralny prvok grupy H a eg je neutralny prvok
grupy G, tak ey = eg. (Z toho specialne vyplyva ec € H, teda
kazdd podgrupa musi obsahovat neutralny prvok.)

(i) Ak a € H, b je inverzny prvok k a v G a c je inverzny prvok
kavH, tak b= c.
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Podgrupy

Kritérium podgrupy

Veta (Kritérium podgrupy)
Nech (G, x) je grupa a H C G, H # (). Nasledujice podmienky si
ekvivalentné

(i) H je podgrupa grupy G;

(ii) mnozina H je uzavreta vzhladom na operéciu x a na tvorenie
inverznych prvkov v G, cize plati (pre [ubovolné a, b € H)

a,beH =axbeH
acH=aleH

(iii) pre [ubovolné a,b € H platiaja ' +bec H

Grupy, podgrupy, homomorfizmy



Podgrupy

Kritérium podgrupy

Poznamka
Ak H je koneCna mnozina, tak staci podmienka

a,beH =axbeH.
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Priklady podgrap

» Pre [ubovolni grupu G mame {e} < G a G < G.

» S ={x e C;|x| =1} je podgrupa grupy (C ~ {0},-).

» Podmnoziny R~ {0}, Q~ {0} st podgrupy grupy (C ~ {0},).
» Podmnozina R* je podgrupa grupy (R~ {0},").
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Podgrupa podgrupy

Lema
Nech (G, %) je grupa. Potom

(i) Ak K C HC G a K, H si podgrupy G, tak K je podgrupa H.
(ii) Ak H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak K je aj
podgrupa G.
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Podgrupy

Prienik podgrap

Tvrdenie

Nech (G, ) je grupa a H; je podgrupa grupy G pre kazdé i € |I.
Potom prienik tychto podgrip

H::ﬂH,-

iel

Je opédt podgrupa grupy G.
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Podgrupy

Podgrupa generovana danou mnozinou

Désledok

Ak (G, x) je grupa a A C G je lubovolna podmnozina G, tak
prienik vietkych podgrip obsahujicich mnozZinu A je tieZ podgrupa
G. Tito podgrupu nazyvame podgrupa generovana podmnozinou A
a oznacujeme [A]. Ak [A] = G, hovorime, ze grupa G je generovana
podmnozinou A (alebo tiez, Ze A generuje G). V pripade, Ze

A = {a} je jednoprvkova mnozina, tak namiesto [{a}] budeme
pouZivat oznacenie [a] a hovorime o podgrupe generovanej prvkom
a.
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Podgrupy

Podgrupa generovana danou mnozinou

Definiciu podgrupy generovanej mnozinou A mézeme strucne
zapisat ako

[A] = ﬂ{H C G;H2> A A H je podgrupa G}.

Je to najmensia (vzhladom na inklaziu) podgrupa obsahujica A.

Grupy, podgrupy, homomorfizmy



Podgrupy

Podgrupa generovana danou mnozinou

V grupe (R, +) plati:

> [1]=2
> [-1]=2
> [2,3] =%
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Podgrupy
Podgrupa generovana danou mnozinou

V grupe Zy X Z3 plati:
> [(1,0)] = Z x {0}
> [(0,1)] = {0} x Zs
> [(1, 1)] =7y X 73
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Homomorfizmy grap

Homomorfizmus

Definicia
Nech (G, o), (H,*) st grupy. Potom zobrazenie f: G — H je
homomorfizmus, ak

f(g1082) = f(g1)*f(g2)

plati pre [ubovolné g1, € G.
Iné oznacenie: : (G,0) — (H,x*)
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Homomorfizmy grap

Homomorfizmus

Veta

Nech (G,o), (H,x) si grupy a f: G — H je homomorfizmus.
Oznaéme dalej eg neutralny prvok grupy G a ey neutralny prvok
grupy H. (Inverzné prvky budeme v oboch pripadoch oznacovat
pomocou horného indexu —1 ako obvykle.) Potom plati:

(i) f(eg) = ey (teda homomorfizmus musi zobrazit neutralny
prvok na neutralny prvok);

(i) f(a=t) = (f(a))~! (teda homomorfizmy zachovévajii aj
inverzné prvky).
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Homomorfizmy grap

Priklady homomorfizmov

Priklad

Ak (G,x*) a (H, o) st lubovolné grupy, tak f: G — H urcené
predpisom f(g) = ey pre vietky g € G je homomorfizmus.
Zobrazenie idg: G — G je homomorfizmus pre kazdu grupu (G, *).
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Homomorfizmy grap

Priklady homomorfizmov

Priklad

Uvazujme zobrazenie
fi(R,+) — (RT,), fixm— e

Priamo z vlastnosti exponencialnej funkcie vyplyva, ze f je
homomorfizmus

fix+y)=e" =& =f(x)-f(y)
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Homomorfizmy grap

Priklady homomorfizmov

g (]Ra_'_) — (57)
g prs el =cosp+ising

g1 + 2) = (cos(p1 + @2) + isin(p1 + ¢2)) =
= (cos @1 +isingy) - (coso +isinw2) = g(w1) - g(¢2)
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Homomorfizmy grap

Priklady homomorfizmov

Priklad
Nech n € N, n > 2. Zobrazenie f: (Z,+) — (Zn,®) dané
predpisom

f(k) = kmod n

je homomorfizmus.
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Homomorfizmy grap
Obraz a vzor podgrupy

fl[A] = {f(a);a € A}
flB] ={a€c A f(a) € B}

Tvrdenie
Nech (G, o), (H,x) si grupy a f: G — H je homomorfizmus.
(i) Ak G’ je podgrupa grupy G, tak aj jej obraz f[G'] je podgrupa
grupy H.
(i) Ak H' je podgrupa grupy H, tak aj jej vzor f~1[H'] je
podgrupa grupy G.
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Homomorfizmy grap

|lzomorfizmus

Definicia

Nech (G, o), (H,*) st grupy. Ak f: G — H je bijektivny
homomorfizmus, hovorime, ze f je izomorfizmus alebo tiez, ze
grupy G a H si izomorfné (oznacujeme G = H).

G = H znamena, Ze grupy G a H st ,v podstate rovnaké”.
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Homomorfizmy grap

Zlozenie homomorfizmov

Lema
Nech (G, ), (H,o), (K,®) sa grupy.

(i) Ak f: G — H je izomorfizmus, tak aj f~1: H — G je
izomorfizmus.

(i) Ak f: G — H a g: H— K si homomorfizmy, tak aj
gof: G — K je homomorfizmus.

(iii) Ak f: G — H a g: H— K sid izomorfizmy, tak aj
gof: G — K jeizomorfizmus.
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