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Grupy, podgrupy, homomor�zmy



Grupy De�nícia

De�nícia grupy

De�nícia
Dvojicu (G , ∗), kde G je mnoºina a ∗ je binárna operácia na G
nazývame grupa, ak

(i) operácia ∗ je asociatívna

(∀g , h, k ∈ G )g ∗ (h ∗ k) = (g ∗ h) ∗ k ,

(ii) operácia ∗ má neutrálny prvok

(∃e ∈ G )(∀g ∈ G )e ∗ g = g ∗ e = g ,

(iii) pre kaºdý prvok g ∈ G existuje inverzný prvok vzh©adom na
operáciu ∗

(∀g ∈ G )(∃g−1 ∈ G )g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e.
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Grupy De�nícia

De�nícia grupy

(∀g , h, k ∈ G )g ∗ (h ∗ k) = (g ∗ h) ∗ k
(∃e ∈ G )(∀g ∈ G )e ∗ g = g ∗ e = g

(∀g ∈ G )(∃g−1 ∈ G )g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e

Ak je binárna operácia ∗ komutatívna

(∀g , h ∈ G )g ∗ h = h ∗ g ,

hovoríme o komutatívnej grupe.
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Grupy De�nícia

Zákony o krátení

g ∗ h1 = g ∗ h2 ⇒ h1 = h2

h1 ∗ g = h2 ∗ g ⇒ h1 = h2
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Grupy De�nícia

Inverzný prvok

(g−1)−1 = g

(g ∗ h)−1 = h−1 ∗ g−1
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Grupy Príklady

Príklady grúp

▶ (V ,+) kde V je ©ubovo©ný vektorový priestor,
▶ (F ,+) a (F ∖ {0}, ·) pre ©ubovo©né pole (F ,+, ·),
▶ (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+),
▶ (Q∖ {0}, ·), (R∖ {0}, ·), (C∖ {0}, ·),
▶ (Zn,⊕) pre n ∈ N, n ≥ 2,
▶ (Zp ∖ {0},⊙) kde p je prvo£íslo.

Príkladom nekomutatívnej grupy je grupa Sn v²etkých permutácií
n-prvkovej mnoºiny s operáciou skladania zobrazení pre n ≥ 3.
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Grupy Príklady

Priamy sú£in grúp

Príklad
Ak (G , ∗G ) a (H, ∗H) sú grupy, tak aj G × H s operáciou

(a, b) ∗ (a′, b′) = (a ∗G a′, b ∗H b′)

je grupa.

De�nícia
Grupu G × H z predchádzajúceho príkladu nazývame priamy sú£in
grúp G a H (alebo tieº direktný sú£in grúp.)
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Podgrupy

Podgrupy

De�nícia
Nech (G , ∗) je grupa a H ⊆ G je ©ubovo©ná podmnoºina G .
Hovoríme, ºe H je podgrupa grupy G , ak H s binárnou operáciou ∗
zúºenou na podmnoºinu H tvorí grupu.
Budeme pouºíva´ ozna£enie H ≤ G , prípadne (H, ∗) ≤ (G , ∗).
Zúºenie operácie:

h1 ∗H h2 = h1 ∗G h2

pre ©ubovo©né h1, h2 ∈ H.
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Podgrupy

Podgrupy

Lema
Nech (G , ∗) je grupa a H je jej podgrupa.

(i) Ak eH je neutrálny prvok grupy H a eG je neutrálny prvok
grupy G , tak eH = eG . (Z toho ²peciálne vyplýva eG ∈ H, teda
kaºdá podgrupa musí obsahova´ neutrálny prvok.)

(ii) Ak a ∈ H, b je inverzný prvok k a v G a c je inverzný prvok
k a v H, tak b = c .
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Podgrupy

Kritérium podgrupy

Veta (Kritérium podgrupy)

Nech (G , ∗) je grupa a H ⊆ G , H ̸= ∅. Nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné

(i) H je podgrupa grupy G ;

(ii) mnoºina H je uzavretá vzh©adom na operáciu ∗ a na tvorenie
inverzných prvkov v G , £iºe platí (pre ©ubovo©né a, b ∈ H)

a, b ∈ H ⇒ a ∗ b ∈ H

a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H

(iii) pre ©ubovo©né a, b ∈ H platí aj a−1 ∗ b ∈ H
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Podgrupy

Kritérium podgrupy

Poznámka
Ak H je kone£ná mnoºina, tak sta£í podmienka

a, b ∈ H ⇒ a ∗ b ∈ H.
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Podgrupy

Príklady podgrúp

▶ Pre ©ubovo©nú grupu G máme {e} ≤ G a G ≤ G .
▶ S = {x ∈ C; |x | = 1} je podgrupa grupy (C∖ {0}, ·).
▶ Podmnoºiny R∖ {0}, Q∖ {0} sú podgrupy grupy (C∖ {0}, ·).
▶ Podmnoºina R+ je podgrupa grupy (R∖ {0}, ·).
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Podgrupy

Podgrupa podgrupy

Lema
Nech (G , ∗) je grupa. Potom

(i) Ak K ⊂ H ⊂ G a K , H sú podgrupy G , tak K je podgrupa H.

(ii) Ak H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak K je aj
podgrupa G .
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Podgrupy

Prienik podgrúp

Tvrdenie
Nech (G , ∗) je grupa a Hi je podgrupa grupy G pre kaºdé i ∈ I .
Potom prienik týchto podgrúp

H :=
⋂
i∈I

Hi

je opä´ podgrupa grupy G .
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Podgrupy

Podgrupa generovaná danou mnoºinou

Dôsledok
Ak (G , ∗) je grupa a A ⊂ G je ©ubovo©ná podmnoºina G , tak
prienik v²etkých podgrúp obsahujúcich mnoºinu A je tieº podgrupa
G . Túto podgrupu nazývame podgrupa generovaná podmnoºinou A
a ozna£ujeme [A]. Ak [A] = G , hovoríme, ºe grupa G je generovaná
podmnoºinou A (alebo tieº, ºe A generuje G ). V prípade, ºe
A = {a} je jednoprvková mnoºina, tak namiesto [{a}] budeme
pouºíva´ ozna£enie [a] a hovoríme o podgrupe generovanej prvkom
a.
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Podgrupy

Podgrupa generovaná danou mnoºinou

De�níciu podgrupy generovanej mnoºinou A môºeme stru£ne
zapísa´ ako

[A] =
⋂

{H ⊆ G ;H ⊇ A ∧ H je podgrupa G}.

Je to najmen²ia (vzh©adom na inklúziu) podgrupa obsahujúca A.
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Podgrupy

Podgrupa generovaná danou mnoºinou

V grupe (R,+) platí:
▶ [1] = Z
▶ [−1] = Z
▶ [2, 3] = Z

Grupy, podgrupy, homomor�zmy



Podgrupy

Podgrupa generovaná danou mnoºinou

V grupe Z2 × Z3 platí:
▶ [(1, 0)] = Z2 × {0}
▶ [(0, 1)] = {0} × Z3

▶ [(1, 1)] = Z2 × Z3
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Homomor�zmy grúp

Homomor�zmus

De�nícia
Nech (G , ◦), (H, ∗) sú grupy. Potom zobrazenie f : G → H je
homomor�zmus, ak

f (g1 ◦ g2) = f (g1) ∗ f (g2)

platí pre ©ubovo©né g1, g2 ∈ G .

Iné ozna£enie: f : (G , ◦) → (H, ∗)
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Homomor�zmy grúp

Homomor�zmus

Veta
Nech (G , ◦), (H, ∗) sú grupy a f : G → H je homomor�zmus.
Ozna£me ¤alej eG neutrálny prvok grupy G a eH neutrálny prvok
grupy H. (Inverzné prvky budeme v oboch prípadoch ozna£ova´
pomocou horného indexu −1 ako obvykle.) Potom platí:

(i) f (eG ) = eH (teda homomor�zmus musí zobrazi´ neutrálny
prvok na neutrálny prvok);

(ii) f (a−1) = (f (a))−1 (teda homomor�zmy zachovávajú aj
inverzné prvky).
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Homomor�zmy grúp

Príklady homomor�zmov

Príklad
Ak (G , ∗) a (H, ◦) sú ©ubovo©né grupy, tak f : G → H ur£ené
predpisom f (g) = eH pre v²etky g ∈ G je homomor�zmus.
Zobrazenie idG : G → G je homomor�zmus pre kaºdú grupu (G , ∗).
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Homomor�zmy grúp

Príklady homomor�zmov

Príklad
Uvaºujme zobrazenie

f : (R,+) → (R+, ·), f : x 7→ ex .

Priamo z vlastností exponenciálnej funkcie vyplýva, ºe f je
homomor�zmus

f (x + y) = ex+y = ex · ey = f (x) · f (y)
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Homomor�zmy grúp

Príklady homomor�zmov

g : (R,+) → (S , ·)
g : φ 7→ e iφ = cosφ+ i sinφ

g(φ1 + φ2) = (cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)) =

= (cosφ1 + i sinφ1) · (cosφ2 + i sinφ2) = g(φ1) · g(φ2)
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Homomor�zmy grúp

Príklady homomor�zmov

Príklad
Nech n ∈ N, n ≥ 2. Zobrazenie f : (Z,+) → (Zn,⊕) dané
predpisom

f (k) = k mod n

je homomor�zmus.
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Homomor�zmy grúp

Obraz a vzor podgrupy

f [A] = {f (a); a ∈ A}
f −1[B] = {a ∈ A; f (a) ∈ B}

Tvrdenie
Nech (G , ◦), (H, ∗) sú grupy a f : G → H je homomor�zmus.

(i) Ak G ′ je podgrupa grupy G , tak aj jej obraz f [G ′] je podgrupa
grupy H.

(ii) Ak H ′ je podgrupa grupy H, tak aj jej vzor f −1[H ′] je
podgrupa grupy G .
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Homomor�zmy grúp

Izomor�zmus

De�nícia
Nech (G , ◦), (H, ∗) sú grupy. Ak f : G → H je bijektívny
homomor�zmus, hovoríme, ºe f je izomor�zmus alebo tieº, ºe
grupy G a H sú izomorfné (ozna£ujeme G ∼= H).

G ∼= H znamená, ºe grupy G a H sú �v podstate rovnaké� .
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Homomor�zmy grúp

Zloºenie homomor�zmov

Lema
Nech (G , ∗), (H, ◦), (K ,⊙) sú grupy.

(i) Ak f : G → H je izomor�zmus, tak aj f −1 : H → G je
izomor�zmus.

(ii) Ak f : G → H a g : H → K sú homomor�zmy, tak aj
g ◦ f : G → K je homomor�zmus.

(iii) Ak f : G → H a g : H → K sú izomor�zmy, tak aj
g ◦ f : G → K je izomor�zmus.
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