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Mocnina v grupe

xn = x ◦ . . . ◦ x︸ ︷︷ ︸
n-krát

Formálnej²ie:
▶ xn+1 = xn ◦ x
▶ x0 = e
▶ x−n = (x−1)n
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Mocnina v grupe

Lema

Nech (G , ◦) je grupa, x , y ∈ G , m, n ∈ Z. Potom platí:

(i) Ak x ◦ y = y ◦ x , tak x ◦ yn = yn ◦ x .

(ii) Ak x ◦ y = y ◦ x , tak platí aj (x ◦ y)n = xn ◦ yn.

(iii) x−n = (xn)−1

(iv) xm+n = xm ◦ xn = xn ◦ xm

(v) (xm)n = xmn
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Rád prvku

De�nícia

Nech (G , ◦) je grupa a x ∈ G . Rád prvku x v grupe G je najmen²ie

£íslo n ∈ N také, ºe n > 0 a

xn = e.

Ak také £íslo neexistuje, rád prvku x sa de�nuje ako ∞.
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Rád prvku

▶ Pre homomor�zmus platí: f (an) = f (a)n.
▶ Izomor�zmus zachováva rády prvkov.
▶ Z2 × Z2 a Z4 nie sú izomorfné.
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Kone£ná podgrupa

Tvrdenie

Nech (G , ∗) je grupa a H ⊆ G , H ̸= ∅ je jej kone£ná podmnoºina.
Potom H je podgrupa G práve vtedy, ke¤ platí

a, b ∈ H ⇒ a ∗ b ∈ H. (1)
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Cyklické grupy

De�nícia

Cyklická grupa je grupa G , ktorá je generovaná nejakým jej prvkom

a ∈ G .

Prvok a, ktorý generuje grupu G , nazývame generátor grupy G .

Napríklad Z = [1] = [−1].
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Cyklické grupy

Lema

Ak (G , ∗) je grupa a a ∈ G , tak H = {an; n ∈ Z} je podgrupa
grupy G .

Veta

Ak G je cyklická grupa a a je jej generátor, tak

G = {an; n ∈ Z},

t.j. G pozostáva práve z mocnín generátora a.

[a] = {an; n ∈ Z}
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Cyklické grupy

Lema

Ak a ∈ G , kde G je grupa, a rád prvku a je n ∈ N, tak

am = ak ⇔ n | m − k .

Ak rád prvku a je ∞, tak

am = ak ⇔ m = k.
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Cyklické grupy

Dôsledok

Ak a ∈ G , kde G je grupa, a rád prvku a je n ∈ N, tak

am = e ⇔ n | m.

Ak rád prvku a je ∞, tak

am = e ⇔ m = 0.
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Cyklické grupy

Veta

Nech G je cyklická grupa a a je jej generátor. Ak rád prvku a je
n ∈ N, tak G ∼= (Zn,⊕). Ak rád prvku a je ∞, tak G ∼= (Z,+).
(Teda kaºdá cyklická grupa je izomorfná so Z alebo so Zn).

Kaºdá cyklická grupa je izomorfná so (Z,+) alebo (Zn,⊕).
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Cyklické grupy

Kaºdá cyklická grupa je izomorfná so (Z,+) alebo (Zn,⊕).
Kone£ný rád: f : k 7→ ak , f : Zn → G

ak+l = akal = ak+l = ak⊕l

Nekone£ný rád: f : Z → G , f (n) = an

f (k + l) = ak+l = akal = f (k)f (l)
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Veta

Kaºdá podgrupa cyklickej grupy je cyklická.

Veta

Homomorfný obraz cyklickej grupy je cyklická grupa.
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Sú£in cyklických grúp

Veta

Grupa Zm ×Zn je cyklická práve vtedy, ke¤ m a n sú nesúdelite©né,
t.j. ich najvä£²í spolo£ný delite© gcd(m, n) = 1. V takomto prípade
je prvok (1, 1) jej generátorom.
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