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Relacie ekvivalencie a rozklady Relacie ekvivalencie

Relacia ekvivalencie

Definicia
Relacia R C A x A je reldcia ekvivalencie, ak je reflexivna,
symetricka a tranzitivna; t.j. pre vietky a, b, c € A plati:

aRa
aRb = bRa
aRb A bRc = aRc

Triedy ekvivalencie:

[a]r = [a] = {b € A; aRb}
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Relacie ekvivalencie a rozklady Rozklady

Rozklad

Definicia
Rozklad mnoziny A je takd mnozina A = {A;;i € I} neprazdnych
podmnozin mnoziny A, ze plati:
(i) Pre vsetky i,j € I plati bud A; = A; alebo A;NA; = 0.
(i) U Ai = A.
iel

Korespondencia:

Relacie ekvivalencie na A <> Rozklady mnoziny A
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Relacie ekvivalencie a rozklady Relacie ekvivalencie a rozklady

Ekvivalencie a rozklady

Lema
Nech R je relacia ekvivalencie. Potom

aRb < [a]g = [b]r-

Veta
Ak R je relacia ekvivalencie na A, tak mnoZina vsetkych tried

ekvivalencie tvori rozklad mnoziny A.

Faktorové grupy



Relacie ekvivalencie a rozklady Relacie ekvivalencie a rozklady

Ekvivalencie a rozklady

Veta
Ak A ={A;,i €1} je rozklad mnozZiny A, tak relicia R definovani
tak, ze

aRb & (Fielaec AinbeA;

Je reldcia ekvivalencie. (Definicia relicie R vlastne hovori, zZe dva
prvky si v relacii R prave vtedy, ked' leZia v tej istej mnoZine
rozkladu A.)
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Rozklad grupy podla podgrupy Sacin podmnozin

Sacin podmnozin

AB = {ab;a€ A,b € B}

» Nasobenie podmnozin je asociativne, t.j. A(BC) = (AB)C pre
[ubovolné podmnoziny A, B, C C G.

» Pre lubovolnia podmnozinu A C G plati eA = Ae = A.

> Ak B C C, tak AB C AC a BA C CA.

» Ak H je podgrupa grupy G a h € H, tak hH = H.

» Ak H je podgrupa grupy G, tak H> = H-H = H.
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Rozklad grupy podla podgrupy Sacin podmnozin

Sacin podmnozin

» Pre [ubovolni podmnozinu A C G plati (A7)~ = A, kde
pouzivame oznacenie A=l = {a71;a € A}.

» Ak H je podgrupa grupy G, tak H™' = {h™1; h € H} = H.

» Pre [ubovolné podmnoziny A, B C G plati
(AB)"1=B1.AL

> Ak K, H st podgrupy grupy G, tak
(HK) ! = K™!.H™! = KH.
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Rozklad grupy podla podgrupy Lavy a pravy rozklad

Lavé a pravé triedy

aH = {ah; h € H},
Ha = {ha; h € H}.

Priklad: G =Z, H = 3Z
Triedy: {3k;k € Z}, {3k + 1, k € Z}, {3k +2; k € Z}
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Rozklad grupy podla podgrupy Lavy a pravy rozklad

Lavé a pravé triedy

Lema

Nech H je podgrupa G a a,b € G. Potom aH = bH prave vtedy,
ked b=*a € H. (Dalsou ekvivalentnou podmienkou je a=*b € H).
Podobne plati Ha = Hb < ab™! € H & ba! € H.

Tvrdenie

Lavé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G. (Inak:
{aH;a € G} je rozklad mnoziny G.)

Pravé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G.
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Rozklad grupy podla podgrupy Lavy a pravy rozklad

Lavé a pravé triedy

aH=bH o b lacHsalbeH
Ha=Hb=ab 'cHe balecH

Tvrdenie

Lavé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G. (Inak:
{aH;a € G} je rozklad mnoziny G.)

Pravé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G.

UaHQ U{a}:G

aeG aeG

aHNbH#0 =  aH=bH
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Rozklad grupy podla podgrupy Lavy a pravy rozklad

Lavé a pravé triedy

aHN bH # () = aH = bH

x € aH N bh
x = ah = bH
bla=HhtleH
aH = bH
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Rozklad grupy podla podgrupy Lavy a pravy rozklad

Lavé a pravé triedy

aH=bH <= b lacHe albe H
Ha=Hb= ab e Hes baleH

Tvrdenie

Lavé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G. (Inak:
{aH;a € G} je rozklad mnoziny G.)

Pravé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G.

[al={be G;a~ b}
—(beGatbe H ¥ aH.

Faktorové grupy



Rozklad grupy podla podgrupy Lavy a pravy rozklad

Lavé a pravé triedy

Definicia

Nech G je grupa a H je podgrupa. Rozklad {aH;a € G} sa nazyva
lavy rozklad G podla H a rozklad {Ha; a € G} sa nazyva pravy
rozklad G podla H.

Trieda neutrdlneho prvku je podgrupa H:

eH=He=H
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Rozklad grupy podla podgrupy Lavy a pravy rozklad

Lavé a pravé triedy

Priklad
G =(R,+), H={(x,x);x € R}

{(x,y) eR*x—y=r}
(r,0)+H
Priklad

G =Zs, H=4Zs = {0,4}
Triedy: {0,4}, {1,5}, {2,6}, {3,7}.
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Rozklad grupy podla podgrupy Lagrangeova veta

Lagrangeova veta

Lema

Nech H je podgrupa grupy G a a € G. Potom zobrazenie
¢: H — aH definované ako

w: h— ah
Je bijekcia.
Podobne zobrazenie v: H — Ha, v: h+— ha je bijekcia.
Veta

Nech H je kone¢na podgrupa G. Potom pocet prvkov kazdej lavej
triedy aH je rovnaky (a rovna sa poctu prvkov podgrupy H).
Takisto sa rovnd poctu prvkov [ubovolnej pravej triedy Hb.
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Rozklad grupy podla podgrupy Lagrangeova veta

Lagrangeova veta

Lema
Nech H je podgrupa grupy G. Potom zobrazenie

@: aH — Ha™t
Je bijekcia medzi mnozinami tried {aH;a € G} a {Ha;a € G}.
Definicia
Nech H je podgrupa koneénej grupy. Potom [G: H] je pocet

vetkych lavych (pravych) tried rozkladu G podla H. Toto éislo
nazyvame indexom grupy G podla H.
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Rozklad grupy podla podgrupy Lagrangeova veta

Lagrangeova veta

Veta (Lagrangeova veta)
Ak G je konec¢na grupa a H je jej podgrupa, tak plati

|G| = |H|.[G: H].
Teda pocet prvkov podgrupy H deli pocet prvkov G.

Désledok
Ak G je konecna grupa, tak rad kazdého prvku deli rad grupy G
(pocet prvkov grupy G).
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Rozklad grupy podla podgrupy Lagrangeova veta

Lagrangeova veta

Désledok
Ak G je p-prvkova grupa a p je prvoéislo, tak kazdy jej prvok
okrem neutralneho prvku je generatorom G (a teda G je cyklicka).

Désledok

Kazda 4-prvkové grupa je izomorfna bud so Z4 alebo so 7y X Z».
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Normalne podgrupy Normalne podgrupy

Norméalne podgrupy

Tvrdenie
Nech H je podgrupa grupy G. Ak aH = Hb, tak Ha = Hb. ( Takisto
za tychto predpokladov plati aH = bH.)

aH = Hb = Ha = Hb
aH = Hb = aH = bH
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Normalne podgrupy Normalne podgrupy

Norméalne podgrupy

Veta

Nech H je podgrupa G. Nasledujiice podmienky sii ekvivalentné:
(i) aH = Ha pre vsetky a € G,

(i7) aH C Ha pre vsetky a € G,

(iii) Ha C aH pre vsetky a € G,

(iv) aHa=' C H pre vietky a € G,

(v) H C aHa™! pre vietky a € G,

(vi) aHa=! = H pre vsetky a € G,

(vii) {aH;a € G} = {Hb; b € G}.
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Normalne podgrupy Normalne podgrupy

Norméalne podgrupy

Podmienku H C aHa—! mézeme prepisat ako:
heH = aha™! € H.
Definicia
Podgrupa H grupy G sa nazyva normalna (invariantnd) podgrupa,

ak splina niektor z ekvivalentnych podmienok uvedenych
v predoslej vete. Oznacujeme H< G.

Faktorové grupy



Normalne podgrupy Priklady

Priklady

> {e}<G, GG

» Kazda podgrupa komutativnej grupy je normalna
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Normalne podgrupy

Priklady

id (12) (13) (23) (123) (132)
id id (12) (13) (23) (123) (132)
(12) ) id (132) (123) (23) (13)
(13) | (13) (123) id (132) (12) (23)
(23) | (23) (132) (123) id (13) (12
(123) | (123) (13) (23) (12) (132) id
(132) | (132) (23) (12) (13) id (123)
> Az ={id,(123),(132)} <« G

» 2-prvkové podrupy nie sii normalne: H; = {id, (12)},

Ho = {id,(13)} a Hs = {id, (23)}




Faktorové grupy Faktorové grupy

Faktorové grupy

Veta
Ak G je grupa a H je jej invariantna podgrupa, tak na mnozine
vietkych tried G podla H mézeme definovat operaciu - ako

(aH) - (bH) = (ab)H.

Téato operacia je dobre definovana (nezavisi od vyberu
reprezentanta triedy) a mnoZina vsetkych tried G podla H s touto
operaciou tvori grupu. Tato grupu oznacujeme G/H a nazyvame
faktorova grupa grupy G podla H.
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Faktorové grupy Priklady

Priklady

G=%Z H=3Z

H 1+H 2+H

H H 1+H 2+H
1+H|1+H 2+4+H H
24+H |24+ H H 1+H

G/H = (Z3,9)
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Faktorové grupy Priklady

Priklady

G=(RxR,+)a H={(x,x);x € R}

(r,0)+Hw—r
G/H = (R, +)
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Vety o izomorfizme Kanonicky homomorfizmus

Kanonicky homomorfizmus

Veta (Kanonicky homomorfizmus)

Ak G je grupa a H je normalna podgrupa G, tak zobrazenie
f: G — G/H dané predpisom

f:a— aH

Je surjektivny homomorfizmus. Tento homomorfizmus volime
kanonicky homomorfizmus.
Navyse, jadro kanonického homomorfizmu je prave podgrupa H.
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Vety o izomorfizme Prva veta o izomorfizme

Veta o izomorfizme

Veta (Veta o izomorfizme)

Ak f: G — G’ je homomorfizmus grip, tak Ker f je normélna
podgrupa grupy G a faktorova grupa G/ Ker f je izomorfna
s podgrupou Im f grupy G’.

Désledok

Ak f: G — H je surjektivny homomorfizmus griip, tak grupa H je
izomorfna s faktorovou grupou G/ Ker f.
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Vety o izomorfizme Priklady

Priklady

> G/G={e}, G/{e} =G
> 737~ Zs

> Rx R/{(x,x);x e R} =R
> Zg/Als = Z4
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