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Okruhy Okruhy
Podokruhy
Obory integrity, polia

Definicia
Trojicu (R, +, ) nazyvame okruh ak + a - si bindrne operacie na
mnozine R také, ze
(i) (R,+) je komutativna grupa,
(ii) operacia - je asociativna,

(Va,b,c € R) a-(b-c)=(a-b)-c
(iii) pre operacie + a - platia distributivne zakony

(Va,b,c € R) a-(b+c)=a-b+a-c
(Va,b,c € R) (b+c)-a=b-a+c-a
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Obory integrity, polia

Neutralny prvok operacie + budeme oznacovat 0. Podobne ako sme
to robili pre polia, inverzny prvok k prvku a vzhladom na operaciu
+ budeme oznacovat —a. Oznacenie b — a bude znamenat
b+ (—a).

» komutativny okruh = ak operacia - je komutativna;

» okruh s jednotkou = ak existuje neutralny prvok 1 £ 0 pre -

> (Z,+,-), (Zn,®, ®) st komutativne okruhy s jednotkou.
» (2Z,+, ), komutativny okruh, nema jednotku.
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Lema
Nech (R,+,-) je okruh, a,b € R. Potom plati

0a=a0=0
a(—b) = —ab=(—a)b
(—a)(—b) =ab
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Sacin okruhov

(Rl X Rz, +, )

(a,b) + (a',b)=(a+a,b+b),
(a,b)(d',b') = (ad, bb').

RM = {f: M — R}

(f +&)(i)
(f-8)()

(i) + (i)
(i) - (i)
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Sacin okruhov

(Rl X R27 +? )

(a,b)+ (a',b)=(a+3d,b+b),
(a, b)(d', b') = (ad, bb').

[[ Ri={f: M= U Ri [ (vieM)(f(i)eR)}

ieM ieM

(f+&)()) = £(7) + &(i)
(f-&)(i) = £(i) - &(/)

Specialny pripad: RM ak R; = R pre vsetky i € M.
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Matice

(Mp n(F),+,-) — priklad nekomutativneho okruhu (pre n > 2)
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Podokruhy

Definicia

Nech (R,+,-) je okruh a S C R je neprazdna podmnozina mnoziny
R. Hovorime, ze S je podokruh okruhu R, ak pre lubovolné
abeSplatia—beS, abeS.

a,be$s = a—beSabe s
Tvrdenie
Nech (R,+,-) je okruh a S C R, S # (). Mnozina S je podokruh

okruhu (R,+, ) prave vtedy, ked'S s operdciami + a - ziZenymi na
mnozinu S tvori okruh.
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Priklady podookruhov

> 27 v (Z,+,")
> Z x {0}, {0} x Z aj {(x,x);x € Z} v (Z X Z, +, )
> C(0,1) v (ROD + )
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Delitele nuly

Definicia
Ak v okruhu (R, +,-) neexistuja prvky a, b také, ze a,b # 0 a

ab=20,

tak hovorime, ze R je okruh bez delitelov nuly (alebo tiez, ze R
nema delitele nuly).

Ak (R,+,-) je komutativny okruh s jednotkou bez delitelov nuly,
hovorime, ze (R, +,+) je obor integrity.

» 7 je obor integrity

» 7 x Z ma delitele nuly

Tvrdenie

Nech R je okruh bez delitelov nuly a a,b,c € R. Ak a # 0 a plati
ab = ac, tak b = c.
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Teleso, pole

Definicia

Okruh R s jednotkou nazyvame telesom, ak ku kazdému
nenulovému prvku a € R\ {0} existuje inverzny prvok vzhladom na
nasobenie, t.j.

(Vae R\ {0})(3b e R) ab=ba=1
Komutativne teleso volame pole.

Tvrdenie
Kazdé teleso je okruh bez delitelov nuly.
Kazdé pole je oborom integrity.

kvaterniény = priklad telesa, ktoré nie je polom
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Homomorfizmy, faktorizacia Idealy
Faktorové okruhy

Homomorfizmus okruhov

Definicia
Nech (R,+,-), (S,+,-) st okruhy. Zobrazenie f: R — S nazyvame
homomorfizmus, ak plati

f(a+ b) = f(a) + f(b),
f(ab) = f(a)f(b).

epimorfizmus = surjektivny homomorfizmus
monomorfizmus = injektivny homomorfizmus
izomorfizmus = bijektivny homomorfizmus

R = S = okruhy R a S s izomorfné

vvyyy
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Homomorfizmus okruhov

Tvrdenie
Zlozenie homomorfizmov je homomorfizmus. Zlozenie izomorfizmov
Jje izomorfizmus.

Priklad

Jednoduché priklady homomorfizmov:
f:Z—Z, f: k— kmodn
g:ZxXZ—1Z,g:(a,b)— a
h:C—=C, h: a4+ bi— a— bi
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Matice rotacii

a

a b c d\ _ ac — bd ad + bc
—b a)\-d ¢) \—(ad+bc) ac—bd)’

Homomorfizmus f: S — C;

f- <a b)+—>a+bi
—b a

5_{(_ab b);a,beR}
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Definicia
Nech R je okruh. Neprazdna podmnozina | C R je idedl v okruhu
R, ak plati

(Va,bel) a—bel
(Vae ) (VreR) arelracl

t.j. ak je tdto mnozina uzavretd vzhladom na scitovanie (prvkov
z 1) a nasobenie lubovolnym prvkom z R.

idedl = podokruh je uzavrety vzhladom na néasobenie vietkymi
prvkami z R.
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Priklady idealov

» {0}, R v [ubovolnom okruhu R;
> kZ =1{kz;z € Z} v (Z,+,");
> R1><{O}VR1><R2
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Hlavné idealy

Definicia
Ak R je komutativny okruh s jednotkou a a € R, tak mnozina

(a) ={ax;x € R}

je ideadlom v R. ldealy takéhoto tvaru volame hlavné idedly.
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|dedly v poliach

Lema
Nech R je okruh s jednotkou a | je idedl v R. Potom | = R prave
vtedy, ked' 1 € .

Désledok
Ak R je pole, tak jediné idedly v R si {0} a R.
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Jadro homomorfizmu

Lema
Ak v: R — S je homomorfizmus okruhov, tak jeho jadro Ker ¢ je
idedl v R.
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Faktorovy okruh

Veta
Nech (R, +,-) je lubovolny okruh a | je idedl v R. Ak na prvkoch
faktorovej grupy (R, +) podla podgrupy |

R/l ={a+1l;ae R}
definujeme binarnu operaciu - ako
(a+1)-(b+1)=(a-b)+1,

tak je tato bindrna operacia dobre definovand a (R/1,+,") je
okruh. Tento okruh voldme faktorovy okruh R podla I.

Ak je okruh R komutativny, tak aj R/| je komutativny. Ak R je
okruh s jednotkou a | # R, tak 1 + | je jednotka faktorového
okruhu R/I.
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Faktorovy okruh

at+l=b+1 & a—bel

(a+1)-(b+1)=(a-b)+1

Okruhy



Homomorfizmy
Homomorfizmy, faktorizacia Idealy
Faktorové okruhy

Faktorovy okruh

a+l=b+1 & a—bel
(a+1)-(b+1)=(a-b)+1

a—a el ab—ab =
b—b el a(b—b')—i—(a—a’)b’el
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Faktorovy okruh

(a+N)((b+1)+(c+1)=alb+c)+1
(ab+ 1)+ (ac+1)=(ab+ ac) + 1
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Faktorovy okruh

(a+N(b+1)=ab+1
(b+N)(a+1)=ba+1
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Faktorové okruhy

Veta o izomorfizme

Veta (Veta o izomorfizme)

Ak f: R — R’ je homomorfizmus okruhov, tak Ker f je ideal

v okruhu R a faktorovy okruh R/ Ker f je izomorfny s podokruhom
Im f okruhu R'.
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Kanonicky homomorfizmus

Kanonicky homomorfizmus: ¢: R — R/I

pra—a+l

> | = Kerop.

» idedly = jadra homomorfizmov
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P PR Maximalne idealy
Prvoideély a hlavné idealy S aly

Prvoideal

Definicia
Ideal | v okruhu R sa nazyva prvoideal, ak pre [ubovolné a,b € R
také, ze a- b € | aspon jeden z prvkov a, b patri do / €ize ak plati

a-bel = aclvbel.

Napriklad: (p) v Z, kde p je prvocislo.
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Prvoidealy a faktorizacia

Veta

Nech R je komutativny okruh s jednotkou a | je idedl v R. Potom

faktorovy okruh R/| je oborom integrity prive vtedy, ked | je
vlastny prvoideal.

Priklady: Z/(3) = Z3, Z/(4) = Zs
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Prvoidealy a faktorizacia

Veta

Nech R je komutativny okruh s jednotkou a | je idedl v R. Potom

faktorovy okruh R/ je oborom integrity prave vtedy, ked | je
vlastny prvoideal.

ab+1=0+1 & a+/l=0+IVvVb+1=0+1
abel & aclvbel
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Pruoidesly a hlavné idealy | Maximalne idealy

Maximalny ideal

Definicia
Ideal I v okruhu R nazyvame maximalny, ak | # R a siCasne pre
kazdy ideal J s vlastnostnou | C J C R plati | = J alebo J = R.

Inak: Maximalny prvok mnoziny vlastnych idedlov (usporiadane;
inklaziou).
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Pruoidesly a hlavné idealy | Maximalne idealy

Maximalne idealy a faktorizacia

Veta

Nech R je komutativny okruh s jednotkou a | je idedl v R. Potom
faktorovy okruh R/ je pole prive vtedy, ked | je maximalny ideal.

Désledok

V komutativhnom okruhu s jednotkou je kazdy maximalny idesl
prvoideal.
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