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Grupová mocnina

an = a ∗ a ∗ · · · ∗ a︸ ︷︷ ︸
n-krát

ak ∗ al = ak+l

(am)n = amn
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n × a = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n-krát

▶ 0× a = 0
▶ (n + 1)× a = n × a+ a
▶ Ak n > 0 tak de�nujeme (−n)× a = −(n × a)

k × a+ l × a = (k + l)× a

k × (l × a) = (kl)× a

(k × a)(l × b) = (kl)× (ab)
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De�nícia

Charakteristika po©a F je najmen²ie prirodzené £íslo k > 0

s vlastnos´ou k × 1 = 0. Ozna£ujeme ju char(F ). Ak neexistuje k
s uvedenou vlastnos´ou, tak de�nujeme char(F ) = ∞.

char F = min{k ∈ N, k > 0; k × 1 = 0}

Ekvivalentne: char F = min{k ∈ N, k > 0; (∀x ∈ F )k × x = 0}
▶ char(Zp) = p
▶ char(Q) = ∞
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Lema

Kaºdé kone£né pole F má kone£nú charakteristiku.

Tvrdenie

Charakteristika ©ubovo©ného po©a F je prvo£íslo alebo ∞.
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Najmen²ie podpole

Tvrdenie

Nech F , F ′ sú polia a zobrazenie φ : F → F ′ je okruhový
homomor�zmus. Potom bu¤ φ[F ] = {0}, alebo φ[F ] je podpole F ′,
ktoré je izomorfné s F . (Inými slovami: zobrazenie φ je bu¤ nulové
alebo injektívne; £iºe vnorenie � izomor�zmus na svoj obraz.)

Tvrdenie

Ak char F = ∞, tak existuje injektívny homomor�zmus z Q do F .
Ak char F = p pre nejaké prvo£íslo p, tak existuje injektívny
homomor�zmus zo Zp do F .
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Nadpole ako vektorový priestor

Tvrdenie

Nech K , F sú polia a K je nadpole po©a F (t.j. K ⊇ F a operácie
na F sú zúºenia operácií na K ). Potom K je vektorový priestor nad
po©om F (so s£itovaním a násobením skalárom rovnakým ako je
s£itovanie a násobenie v K ).

Dôsledok

Kone£né pole charakteristiky p má pn prvkov pre nejaké n ∈ N.
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Frobeniov homomor�zmus

Tvrdenie

Nech char(F ) = p (p je prvo£íslo). Potom pre ©ubovo©né a, b ∈ F
platí

(a+ b)p = ap + bp

(ab)p = apbp

£iºe zobrazenie f : F → F , f (x) = xp, je homomor�zmus
(endomor�zmus po©a F ).
�alej pre ©ubovo©né n ∈ N a q = pn máme

(a+ b)q = aq + bq

(ab)q = aqbq
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Frobeniov homomor�zmus

(a+ b)p =

p∑
k=0

(
p

k

)
× akbp−k .

(
p

k

)
=

p!

k!(p − k!)

Charakteristika po©a


	Charakteristika poľa
	Charakteristika poľa


