Grupy, podgrupy

Uloha 1. Zistite, ¢i (Rt xR, ), kde pre kazdé (a,b), (¢, d) € Rt xR definujeme
(a,0)0(c, d) = (2ac, b+ d), je grupa.

Uloha 2. Nech (G, *g) a (H, ) st grupy. UkdZe, mnozina G x H spolu s ope-
raciou * definovanou ako

(91, h1) * (g2, h2) = (91 *G g2, h1 *m ha)
tvori grupu.

Uloha 3. Nech (G, ) je grupa a P(G) je systém vSetkych podmnozin G. Do-
kéZte, Ze operdcia - na mnozine P(G) dand predpisom

A-B={a-b;a,be G}

je asociativna. Tvorl P(G) \ {0} s touto operdciou grupu? Ak nie, viete zistit ¢i
existuje neutrdlny prvok a pre ktoré prvky existuje inverzny prvok?

Uloha 4. Dokézte, ze matice typu n x n nad polom R, ktorych determinant je
rovny 1, s operaciou nasobenia matic, tvoria grupu.

Uloha 5. Matice typu nxn, ktoré v kazdom riadku a kazdom stipci maju prave
jednu jednotku a ostatné prvky sd nulové, s operdciou ndsobenia matic tvoria
grupu. (Hint: Stvisia tieto matice nejako s permutéciami? Akym linedrnym
zobrazeniam zodpovedaju?)

Uloha 6. Ak A, B,C st podgrupy G a C C AU B, tak C C A alebo C C B.
| [alb[c[d]

Uloha 7. Dopliite nasledujicu tabulku d |tak aby ste dostali

Qoo

grupu.

Uloha 8*. Nech G je grupa a a,b € G. Nech pre tieto prvky platia rovnosti
aba = ba?b, a® = e a pre nejaké n € N plati b>"~1 = e. Dokézte, ze b = e. (Hint
vedeli by ste ukazat ab?> = b%a? D4 sa to dalej pouzit na ddkaz, Ze pre tieto
prvky plati ab = ba?)



Podgrupy a homomorfizmy

Uloha 1. Budeme pracovat v grupe (R, +).

a) Dokazte, ze [{2,3}] = Z;

b) Dokézte, ze [{1,v2}] = {a + bv/2;a,b € Z}.

c¢*) Je mozné podgrupu [{1,v/2}] generovat jedinym prvkom? (V terminolégii,
ktoru na prednaske este len zavedieme sa da tato otazka sformulovat takto: Je
podgrupa [{1,v/2}] cyklick4?)

Uloha 2. Ukézte, ze H = {%;m,n st neparne} je podgrupa grupy (Q\ {0}, -).

Uloha 3. Tvor{ dand podmnozina podgrupu danej grupy:
a) Nv (Z,4);
b) Z x Z v (R%, +);
c) {z € C;2° =1} v (C\ {0}, );
D) {id, (431), (3D)} v (Sa.0)
) {(%2);a,b € R, (a,b) # (0,0)} v grupe vSetkych reguldrnych matic 2 x 2
s operaciou nasobenia matic.

)

Uloha 4. Ak A, B, C st podgrupy G a C C AU B, tak C C A alebo C C B.

Uloha 5. Néjdite priklad nekoneénej grupy, ktora obsahuje netrividlnu koneént
podgrupu. (Pod netrividlnou podgrupou tu rozumieme podgrupu, ktord ma viac
ako jeden prvok.)

Uloha 6. Najdite vSetky podgrupy grupy Zs x Z; (stéin dvoch grip sme de-
finovali na minulom cvic¢eni) a vSetky podgrupy grupy Z4 (v oboch pripadoch
operécia @). Maju tieto grupy rovnaky pocet dvojprvkovych podgriup? D4 as to
nejako pouzit na zdoévodnenie, Ze tieto dve grupy nie s izomorfné?

Uloha 7. Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Je aj kazda podgrupa
grupy (V,+) podpriestorom priestoru V? Ako je to s vektorovymi priestormi
nad polom Z,?

Uloha 8. Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukéite, 7e gHg™' =
{ghg=1;h € H} je podgrupa grupy G.

Uloha 9. Ukdzte, ze ak G je grupa a a € G, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(z) = axa™! je izomorfizmus.

Uloha 10. Dokéite, ze R x R\ {(0,0)} s operdciou  definovanou ako (a, b) *
(¢,d) = (ac—bd, ad+bc) tvori grupu. (Hint: Dalo by sa najst jednoduché riesenie
s pomocou niektorej grupy z tlohy 2 alebo pomocou inej zndmej grupy?)



Homomorfizmy a izomorfizmy
Na pripomenutie: Homomorfizmus f: (G, o) — (H, *)

f(g1092) = f(g1) * f(g2)

Bijektivny homomorfizmus voldme izomorfizmus (injektivny homomorfizmus
voldme monomorfizmus, surjektivny homomorfizmus voldme epimorfizmus).

Ak existuje izomorfizmus f: (G, *) — (H, o), tak hovorime, Ze grupy G a H
st izomorfné, oznac¢ujeme (G, *) = (H, o) resp. G = H. Ak existuje epimorfizmus
f:(G,*%) — (H,o0), tak hovorime, Ze grupa H je homomorfnym obrazom grupy
G.

Uloha 1. Pre dané grupy G, H a zobrazenie f: G — H overte, & f je homo-
morfizmus. Zistite aj, ¢i je dané zobrazenie injektivne, surjektivne, bijektivne.
a) G=H = (Z,+), f(x) =z +1

c) G=(Z,+), H=({£1},") a zobrazenie f je definované ako

1 ak x je parne,
flx) = : .
—1 ak « je neparne.

d) G = GLa(R) = {4 € M3 3(R),det(A) # 0} (t.j. reguldrne matice) s operaciou
nasobenia matic, H = (R {0} ), f(A) = det(A)
&) G = (Q\{0},), 1 = @), (o) = o

Uloha 2. a) Dokazte, 7e R x R\ {(0,0)} s operédciou * definovanou ako (a, b) *
(¢,d) = (ac — bd, ad + be) tvori grupu.

b) Dokézte, Ze vSetky nenulové matice tvaru ( 4 b) tvoria s ndsobenim matic
grupu. (Hint k obom ¢astiam tlohy: Mozno vdm poméze néjst jednoduchsie
rieSenie to, Ze tato tloha je v ¢asti o homomorfizmoch.)

Uloha 3. Zistite, & st grupy G a H izomorfné:

a) G = (Ze, ®), H = (S3,0)

b) G = (R\{0},-) x (R\{0},-), H = (C\{0},")

¢) G = (Zs,®), H = (Zy x Z3,®)

e) G = (Z x Z2,+), H = (Z,+) (S¢itovanie v Z x Zy chapeme tak, Ze na prvej
stradnici pouzivame obvyklé sc¢itovanie a na druhej s¢itujeme modulo 2, t.j. tak
ako sme definovali priamy stcin grip.)

Uloha 4. Zistite, & st grupy G a H izomorfné a & je grupa H homomorfnym
obrazom grupy G. Svoju odpoved zdovodnite!
a) G = (R,+) x (R, +), H = (C,+)

b) G=(Q,+), H=(R,+)
C)G:(Qa"_)»H:( +7')
d)G:(C\{O}v')>H:(R\{O}7')
d) G = (C\{0},), H = (R*,")
f)G:(Qa+)7H:(Q\{O}7)



Uloha 5. Zistite, & st grupy G a H izomorfné a & je niektord z nich homo-
morfnym obrazom druhej. Svoju odpoved zdévodnite!

a) G=(R,+), H=(R",")

b) G = (R\{0},-), H = (R*,")

¢) G =(Z4,®), H=(ZLz x L3, D)

Uloha 6. Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukdzte, ze gHg™ ! =
{ghg=1;h € H} je podgrupa grupy G.

Uloha 7. Nech (G, o) je grupa. Je zobrazenie g — g~ izomorfizmus z G na G?

Ak nie, vedeli by ste definovat bindrnu operéaciu * na G, tak, aby toto zobrazenie
bol izomorfizmus grip (G, o) a (G, *)? Je uvedené zobrazenie izomorfizmom, ak
G je komutativna?

Uloha 8. Nech f: G — H je homomorfizmus griip. Dokazte:
a) Zobrazenie f je surjektivne prave vtedy, ked Im f = H.
b) Zobrazenie f je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {e}.

Uloha 9. Nech G je grupa, a € G. Dokéite, 7e zobrazenie f,: G — G defino-
vané predpisom f,(x) = aza~! je izomorfizmus.

Uloha 10. Nech a,b € G, kde G je grupa, a,b # e, pricom plati ab = ba a
b = e. Dokézte, ze {a™,ba™, b*a";n € Z} je podgrupa grupy G.

Uloha 11. Nech f: (G,%) — (H,o) je homomorfizmus. Dokézte, Ze potom
plati:

a) f(a™) = f(a)"

b) a" =eq¢ = f(a)" =epny

c) Ak f je navyse izomorfizmus, tak o™ = eq = f(a)" = ep.

d) Izomorfizmus zachovdva rad prvku, t.j. rdd prvku a v grupe G je rovnaky
ako rad prvku f(a) v grupe H.

e) Viete nie¢o povedat o vztahu medzi rddmi prvkov a a f(a) aj ak f je homo-
morfizmus? (T.j. bez predpokladu o bijektivnosti.)



