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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 2. oktébra 2024

Tento text je zamyslany ako pomocny text k predmetom Algebra (1), Algebra (2) a
Algebra (3) na odbore informatika. (Samozrejme, mozno moze byt — ¢i uz cely alebo niektoré
Casti — zaujimavy aj pre ¢loveka, ktory nemd zapisané tieto predmety.) Uréite to nie je tak,
ze by text bol tplne totozny s tym, ¢o odzneje na predniske — ale snazime sa dodrziavat
podobné oznacenie v texte aj na prednaskach a cvi¢eniach. Na rozdiel od prednésky, pisany
text v podstate nie je limitovany rozsahom na pocet hodin — takze sa sem dali zaradit aj
niektoré veci navyse.

Treba urcite pocitat s tym, ze text je vo vyvoji a bude sa postupne upravovat.

TODO prva cast — hlavne linedrna algebra

TODO vymenovat aplikacie

TODO preco vieobecne (nad Tubovolnym polom)

1.1 Sylaby

1.1.1 1-INF-115 Algebra (1)

Zékladné pojmy potrebné k abstraktnému vybudovaniu vektorovych priestorov (grupy, po-
lia, vektorové priestory). Podpriestory, linedrna zévislost a nezavislost vektorov, Steinitzova
veta, baza vektorového priestoru. Matice. Linearne zobrazenia. Kompozicia linedrnych zobra-
zeni, inverzné matice. Riesenia homogénnych a nehomogénnych systémov linedrnych rovnic.
Determinanty, zakladné vlastnosti a aplikécie.

1.1.2 1-INF-156 Algebra (2)

Skalarny sii¢in, ortonormalna baza a ortogondlna projekcia na podpriestor. Kvadratické formy
a ich kanonické tvary. Pozitivna (semi)definitnost matice a kvadratickej formy a kritérid na
overenie pozitivnej definitnosti. Zmena bazy, podobné matice. Podobnost matice s diagondl-
nou maticou. Vlastné ¢isla a vlastné vektory, charakteristicky polyném. Ortogonalne matice,
ortogonélna podobnost, Schurova veta a veta o hlavnych osiach. Okruhy polynémov, rozklad
polynémov na ireducibilné polynémy, (viacndsobné) korene polynémov, derivicia a Taylorov
rozvoj polynémov.
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1.1.3 2-INF-182 Algebra (3)

Grupy, podgrupy, homomorfizmy, faktorové grupy. Okruhy, idealy, maximalne ideily a pr-
voidedly, vztah k poliam a oborom integrity pri faktorizacii. Euklidovské okruhy, okruhy
hlavnych idealov, gaussovské okruhy. Teéria delitelnosti a veta o rozklade na ireducibilné
prvky. Rozsirenia poli. Konecné polia, klasifikicia koneénych poli. Niektoré aplikdcie rozsi-
reni poli a konecnych poli. Pouzitie rychlej Fourierovej transformécie pri ndsobeni velkych
¢isel. (Vyber tém v danom semestri sa moze upravit na zdklade zdujmu Studentov.)

1.1.4 1-INF-156 Algebra (2) — v akreditécii do skolského roku 2021 /22

Grupy, podgrupy, homomorfizmy, faktorové grupy. Okruhy, idealy, maximalne ideily a pr-
voidedly, vztah k poliam a oborom integrity pri faktorizacii. Euklidovské okruhy, okruhy
hlavnych idedlov, gausovské okruhy. Teodria delitelnosti a veta o rozklade na ireducibilné
prvky. Okruhy polynémov, rozklad polynémov na ireducibilné polynémy, (viacnasobné) ko-
rene polynémov, derivacia a Taylorov rozvoj polynémov. Rozsirenia poli. Riesenie antickych
problémov (duplicita kocky, trisekcia uhla, kvadratira kruhu). Koneéné polia, klasifikdcia
koneénych poli, sifrovanie RSA.

1.1.5 2-INF-182 Algebra (3) — v akreditacii do Skolského roku 2021 /22

Skalarny sicin, ortonormélna baza a ortogonalna projekcia na podpriestor. Kvadratické formy
a ich kanonické tvary. Pozitivna (semi)definitnost matice a kvadratickej formy a kritérid na
overenie pozitivnej definitnosti. Zmena bazy, podobné matice. Podobnost matice s diagondl-
nou maticou. Vlastné Cisla a vlastné vektory, charakteristicky polyném. Ortogonalne matice,
ortogonélna podobnost, Schurova veta a veta o hlavnych osiach. Symetrické polynémy. Pou-
zitie rychlej Fourierovej transformécie pri nasobeni velkych c¢isel. PageRank algoritmus.



Kapitola 2

Mnoziny a zobrazenia

Na vysokej skole sa stretnete s trochu inym pristupom k matematike ako doteraz. Pre mo-
dernit matematiku je typicky axiomaticky pristup, ktory spoc¢iva v tom, ze vychadzame z nie-
ktorych pojmov, ktoré nedefinujeme (chdpeme ich ako zékladné, zvykni sa nazyvat primitivne
pojmy). Okrem nich zavedieme niekolko axiém, ktoré hovoria o ich zdkladnych vlastnostiach.
Vsetky dalsie vysledky musia byt odvodené len z tychto axiéom, vSetky dalsie pojmy st defi-
nované len pomocou primitivnych pojmov.

Prvou matematickou knihou, v ktorej sa pouzivali axiomy, boli Euklidove ZékladyE Prie-
kopnikom pouzivania axiomatickej metédy v modernej matematike bol David Hilbert{?|V su-
Casnosti sa za zaklad matematiky, na zaklade ktorého sa daju sformalizovat vsetky studované
discipliny, povazuje teéria mnozin.

Jednym z cielov snahy zachytit matematiku ako celok pomocou axiém (tzv. Hilbertov
program) bola snaha o dékaz bezospornosti matematiky. Dnes je zndme, Ze tento ciel sa
nedd naplnit v takom rozsahu, ako si to predstavoval Hilbert. (Viac sa o tom d4d dozvediet
napriklad v knihe [Z2], ktord vsak vyzaduje aspori zdkladné znalosti z teérie mnozin.) Napriek
tomu mal vSak Hilbertov program obrovsky vplyv na podobu modernej matematiky.

Axiomaticky pristup mé svoje vyhody aj nevyhody. Formalizicia prinasa vyhodu v tom,
7e sa dokazy daju Tahsie skontrolovat (dokonca sa dajd, hoci pomerne pracne, prepisat do
takej podoby, aby boli skontrolovatelné pocitacovym programom). Takisto ak zadefinujeme
nejaky pojem pomocou nejakého systému axiom a z tychto axiom dokazeme nejaké tvrdenia,
vieme, Ze tieto tvrdenia platia pre kazdy matematicky objekt, ktory spliia tieto axiémy. Tento
princip bude v ramci tejto prednasky casto pouzivany.

Za nevyhodu mozno povazovat to, Ze formalizdciou sa mdze do istej miery stratif intuitivne
porozumenie pojmom s ktorymi pracujeme. Preto je ddlezité dbat na obe stranky — nielen
naucit sa pracovat s formalizmom, ktory budeme pouzivat, ale tvrdeniam a dokazom aj
rozumiet.

Zéapis tvrdeni i definicii novych pojmov bude o ¢osi formalnejsi, nez ste boli zvyknuti
doteraz. Hoci matematicky jazyk, ktory sa pouziva v dokazoch, mbze byt pre vas novy a
trochu neobvykly, je velmi ddlezité, aby ste sa ho naucili pouzivat, a este dolezitejsie aby ste
tomuto jazyku a hlavne ddkazom, ktoré budeme robit, aj porozumeli.

IEuklides (3.-2. stor. pr.n.l) bol grécky matematik a geometer. Jeho najvyznamnejsie dielo Zdklady sa
poc¢tom vydani radi na druhé miesto medzi vSetkymi knihami v histérii, hned po Biblii.

2David Hilbert (1862-1943) bol nemecky matematik. Je povazovany za jedného z najvyznamnesich mate-
matikov v svojom obdobi ale aj v celej historii matematiky.
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2.1 Dokazy

7 toho, ¢o sme povedali o axiomatickom pristupe je zrejmé, ze vSetky tvrdenia, ktoré budeme
pouzivat, sa budeme snazit aj dokazat. Preto je uzitoéné povedat si par slov o dokazoch.
Velmi dobry tivodny text o tejto problematike je [KGGS, Kapitola 1.1]. Knihy [L] a [HS] st
venované réznym postupom pouzivanym pri dokazoch matematickych tvrdeni, mozete tam
ndjst (okrem iného) aj samostatnd kapitolu venovant matematickej indukcii.

Este prv ako sa za¢neme venovat formalnej stranke dékazov, mohli by sme sa zamysliet
nad tym, naco vlastne dokazujeme. Dbkaz poskytuje overenie spravnosti tvrdenia — hoci sa
vam niektoré tvrdenia mézu zdaf intuitivne zrejmé, az podrobny dokaz ndm d& istotu, ze
je skutocne spravne. Pre cCloveka, ktory sa venuje matematike, je teda prirodzend potreba
vidiet aj dokaz vysloveného tvrdenia. Povazoval by som za tspech tejto prednasky, keby
na konci semestra boli pre vas matematické dokazy vicsmi prostriedkom na overenie, ¢i
plati matematicka veta, ktora vas zaujima, nez nutnym zlom, ktoré musite zvladnut kvoli
uspesnému absolvovaniu skusky.

2.1.1 Zakladné typy dokazov

Hoci spbsob, ako dokazovat matematické tvrdenia, sa najlepsie naucite na konkrétnych prikla-
doch, predsa len na tomto mieste zhrnieme terminolégiu a ukazeme si na velmi jednoduchych
prikladoch niektoré zakladné typy dokazov.

Najjednoduchsim typom dokazu je priamy dokaz. Jednoducho postupujeme z predpokla-
dov tvrdenia, az kym sa ndm nepodari dostat dokazovany vyrok. Vysktsajme si to na priklade
nasledujiceho tvrdenia.

Tvrdenie 2.1.1. Nech n je celé &islo. Potom zvysok ¢isla n? po delent 4 je 0 alebo 1. Pritom
ak n je pdrne, tak n? je delitelné 4 a ak n je nepdrne tak n® md zvysok 1.

Dékaz. Su 2 moznosti. Bud n je parne, alebo n je nepérne.

Ak n je parne, tak n = 2k (pre nejaké celé éislo k) a n? = 4k?, ¢ize n
deleni 4.

Ak n je nepérne, tak n = 2k + 1, ¢ize n? = 4k? + 4k + 1 = 4(k? + k) + 1 m4 zvysok 1 po
deleni 4. O

2 m4 zvysok 0 po

Iny typ doékazu je dokaz sporom. Pri tomto type ddkazu zactneme s predpokladom, ze
dokazované tvrdenie neplati. Ak sa ndm z tohoto tvrdenia podari odvodit nieco, ¢o urcite
platit nemdze, musi byt predpoklad o neplatnosti dokazovaného tvrdenia chybny — a tym
sme tvrdenie vlastne dokazali.

Tvrdenie 2.1.2. Ak pre celé ¢isla a, b, ¢ plati rovnost a® + b> = 2, tak aspori jedno z cisel
a, b je parne.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze by a aj b boli neparne. Potom podla tvrdenia|2.1.1|maja
a? aj b? zvysok 1 po deleni 4. Ich siicet ¢ = a? 4+ b?> ma potom zvysok 2. Podla tvrdenia
su vsak druha mocnina méze mat ako zvySok po deleni 4 iba ¢islo 0 alebo 1 — dostali sme
spor. O

Nepriamy dokaz sa dost podoba na dokaz sporom. Vacsina tvrdeni, ktoré dokazujeme
maja tvar implikacie: snazime sa dokazat, ze ak platia predpoklady P, tak plati aj zaver
7. Nepriamy dokaz spoéiva v tom, Ze namiesto toho dokazujeme: Ak neplati zéver Z, tak
neplati ani predpoklad P. (Skuste si rozmysliet, preco je to to isté ako dokazovat pdvodni
implikdciu. K implikdciam aj k principu nepriameho dokazu sa eSte vratime v Casti 2.1.4]
venovane] tautolégidm.)

{dokazy:TVRZVYSOK}
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Tvrdenie 2.1.3. Nech n je prirodzené cislo. Ak n? je delitelné styrmi, tak n je pdrne.

Dékaz. Nepriamo. Nech n je neparne, teda mé tvar n = 2k + 1. Potom n? = (2k + 1)? =
4k% + 4k + 1 = 4(k* + k) + 1 ma zvysok 1 po deleni Styrmi, ¢ize nie je delitelné styrmi. [

Vsimnite si, ze v predchddzajicom tvrdeni sme namiesto vyroku z tvrdenia dokazovali:
Ak n nie je parne, tak n? nie je delitelné styrmi.

2.1.2 Matematicka indukcia

Casto pouzivany, a preto aj dost ddlezity sposob dokazu, je dokaz pomocou matematickej
indukcie. Povedzme si teda o nom par slov a ilustrujeme si ho na niekolkych prikladoch.
(S matematickou indukciou ste sa uz stretli na strednej skole, tato podkapitolka slazi len na
pripomenutie.)

Dokaz matematickou indukciou spoéiva v tom, Ze ak chceme dokdzat nejaky vyrok V(n)
pre vsetky prirodzené cisla n € N, dokdzeme ho najprv pre n = 0 a dalej dokdzeme, ze
ak plati V' (n), tak tento vyrok plati pre nasledujice ¢islo, teda plati V(n + 1). (Toto treba
dokézat pre vSetky prirodzené ¢isla n.)

Doékaz, ze z V (n) vyplyva V(n+1) nazyvame indukcny krok a vyrok V(n) pouzity v tomto
kroku sa vola indukcény predpoklad.

Dokazovany vyrok moéze obsahovat viacero premennych, preto pri dokaze matematickou
indukciou vzdy treba uviest, vzhladom na ktort premennu sa indukcia robi.

Niekedy sa induk¢ného kroku v tvare V(n) = V(n+1) (z V(n) vyplyva V(n+1)) pouziva
tvar V(n — 1) = V(n) (z V(n — 1) vyplyva V(n)). Oba pristupy sd rovnocenné, v druhom
pripade samozrejme dokazujeme indukény krok len pre n > 1. (Pre n = 0 by ani nedéval
zmysel, lebo V(—1) vobec nemus{ byt zadefinované.) My budeme pouzivat prvy z tychto
dvoch pristupov.

Niekedy (ked vyrok dokazujeme pre vsetky ¢isla pocniic od nejakého daného ¢isla ny)
nerobime prvy krok indukcie pre n = 0 ale pre n = ng. Aj v indukénom kroku potom
mozeme pouzit predpoklad n > ng namiesto n > 0.

Priklad 2.1.4. Uvazujme geometrickti postupnost uréeni predpisom ag =1 a a,11 = 2ay,.
(Teda cleny tejto postupnosti st ag = 1,a1 = 2,a2 = 4,...,a, = 2",...) Dokdzeme, Ze pre
stucet prvych n + 1 ¢lenov tejto postupnosti plati

L2442 =) 2k =" .
k=0

Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na n.
1° Pre n = 0 dostaneme rovnost 2° = 2! — 1, teda tvrdenie plati.
2° Indukény krok. Predpokladajme, ze rovnost plati pre n. Potom pre n 4+ 1 dostaneme

1424420427 = (1424 pom)pontl Eontl g ontl _gontl g _gn+2_q

¢o mobzeme strucnejsie zapisat ako

n+1 n
Dok =gt N ok Egntl gntl g —ggntl g =9t
k=0 k=0

Indukény predpoklad sme pouzili na mieste oznacenom IP.

Takmer rovnakym spdsobom by ste mohli odvodit vzorec pre siucet prvych n + 1 cle-
nov lubovolnej geometrickej postupnosti. (Teda ag bude Iubovolné a aj dvojku nahradime
Tubovolnym kvocientom ¢ # 1.) Vyskusajte si to!

10



zy : POZNDEFMI}

KAPITOLA 2. MNOZINY A ZOBRAZENIA 11

Poznamka 2.1.5. Okrem dokazov sa matematicka indukcia pouziva aj pri definiciach. Ak
chceme zadefinovat nejaky matematicky objekt pre Tubovolné prirodzené ¢islo n, moézeme
postupovat tak, Ze ho zadefinujeme pre n = 0 a dalej zavedieme (n + 1)-vy objekt pomocou
n-tého. V takomto pripade hovorime o definicii matematickou indukciou.

Definiciu matematickou indukciou sme uz pouzili v predchadzajicom priklade — postup-
nost (a,) bola uréend tym, ze ag =1 a apy1 = 2a,.

Velmi dolezitym variantom matematickej indukcie je uplnd indukcia. V tomto pripade
v indukénom kroku dokazujeme platnost nového tvrdenia nie pomocou platnosti pre pred-
chadzajice ¢islo, ale v dokaze vyuzijeme platnost tvrdenia pre vSetky (pripadne viaceré)
mensie cisla.

Zatial ¢o indukény krok matematickej indukcie sme mohli schematicky zapisat ako

V(in)=V(n+1)
pri dplnej indukcii v indukénom kroku dokazujeme
V(0),V(1),V(2),...,V(n) = V(n+1);

inak povedané, treba dokézat Ze ak vyrok V (k) plati pre vSetky k < n, tak plati aj pre ¢islo
n. (Samozrejme, aj tu by sme mohli Uplne rovnocenne pouzit indukény krok kde by sme
dokazovali V(n) z platnosti dokazovaného vyroku pre k = 0,1,...,n — 1. Niekedy budeme
pouzivat tplnt indukciu aj v takejto podobe.) Aj tu plati, Ze indukciu moéZzeme zacat aj od
iného prvku namiesto nuly.

Priklad 2.1.6. Uvazujme postupnost urcend predpisom ap =1 a any1 =ap+a1+---+a, =
n

>~ ag. (Vsimnite si, ze sme tuto postupnost definovali pomocou dplnej indukcie — definicia

k=0

(n + 1)-vého prvku vyuziva vSetky mensie prvky.) DokédZeme tplnou indukciou vzhladom na
n, ze pre n > 1 plati a,, = 271,

1° Pre n = 0 mame a; = 1 = 271, teda v tomto pripade dokazovana rovnost plati.

2° Indukény krok: Predpokladajme, Ze ap = 2% pre k = 0,1,...,n. Potom

n n n n—1
1 - (2
an+1=§ ak=a0+§ ak§1+§ 2k—1(:)1+§ 9 2 pon 1 =on
k=0 k=1 k=1 j=0

(V rovnosti (1) sme zaviedli novii sumacéni premennd j = k — 1 a v rovnosti (2) sme vyuzili
vysledok dokazany v priklade )

Poznamka 2.1.7. Urcite ste si vsimli, ze v prikladoch dokazov matematickou indukciou sme
n

pouzivali zapisy typu Y. ar = a1 +...+ a,. (Pokial nie ste na pouzivanie znaku Y zvyknuti
zo stednej skoly, vo v;solkoékolskej matematike sa s nim budete stretdvat velmi casto, takze
si nan treba ¢im skor zvyknit.) Zjednodusene sa dé povedat, ze ak sa pri Gprave vyrazov
vystkytne vyraz obsahujici tri bodky (...), v skutoénosti je za touto tpravou skryty dokaz
matematickou indukciou. (Vacsinou natolko jednoduchy, ze dokaz spravnosti tejto tpravy
samostatne nedokazujeme.)

2.1.3 Drobné rady ako dokazovat

Hoci nasledujtica rada na prvy pohlad znie velmi naivne, pri hladani dokazu nejakého tvrdenia
je uzito¢né uvedomit si, co vsetko mame zadané a ¢o potrebujeme dokazat. Pri jednoduchsich

11
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dokazoch sa casto stane, ze ked si poriadne zapiseme vlastnost, ktori chceme dokazat a
takisto vsetky predpoklady, takmer okamzite zbadame, ako postupovat. Samozrejme, aj pri
zlozitejsich dokazoch je velmi dobre nestracat zo zretela aké predpoklady moézeme pouzit a
k ¢omu vlastne chceme dospiet.

Niekedy méze byt uzitocné aj hladanie protiprikladu, pripadne overenie tvrdenia na kon-
krétnych prikladoch. Méze sa stat, ze si uvedomite, preco sa vam kontrapriklad nedari zostro-
jit alebo pri overovani, ¢i tvrdenie plati pre konkrétny priklad pridete na nejakt zakonitost,
ktord vam nakoniec pomdze dané tvrdenie dokézat.

Dalsia rada je, 7e ob¢as nie je zlé uvedomit si, ¢ ste skutoéne v dokaze pouzili vietky
predpoklady. Tvrdenia a tlohy v ucebniciach byvaji casto formulované tak, ze tam nie sa
uvedené ziadne zbytocné predpoklady navysSe. Preto dokaz, kde ste nepouzili vsetky pred-
poklady, je trochu podozrivy a treba ho skontrolovat. (Aj ked sa samozrejme moze stat, ze
zékerny autor dlohy ¢ skuiSajiici mohol pridat nejaké predpoklady navyse.)

2.1.4 Vyroky, logické spojky, tautologie

Toto je dalSia téma, ktort by ste mali ovladat uz zo strednej skoly — napriek tomu vsak
pripomenieme niektoré zakladné fakty.

Definicia 2.1.8. Negdciou vyroku P rozumieme vyrok ,neplati P“. Oznacujeme ju —P.
Pre dva vyroky P a @ nazyvame ich konjunkciou vyrok ,P a Q¢, oznacujeme P A Q.
Disjunkcia je vyrok ,P alebo Q*, oznacujeme PV Q.

Pod implikdciou rozumieme vyrok ,ak plati P, tak plati Q“, oznac¢ujeme P = Q.
Ekvivalencia vyrokov P a @ je vyrok , P plati prave vtedy, ked plati Q“, oznacujeme
P < Q.

Tieto definicie logickych spojok st zhrnuté v nasledujicich pravdivostnych tabulkach
P|Q|PAQ P|lQ|PVvQ P|Q|P=Q P|Q | P&
-P 111 1 111 1 111 1 1|1 1
1 0 110 0 110 1 110 0 110 0
0 1 0|1 0 0] 1 1 0|1 1 01 0
00 0 010 0 010 1 010 1

Tautolégie mozeme overovat jednoducho metédou, ktorti poznate zo strednej skoly.

Priklad 2.1.9. Overme napriklad tautolégiu P V (=P) (princip vylicenia tretieho).

P|-P|PV-P
1 0 1
0 1 1

Ako dalsi priklad si ukdzeme overenie jedného z de Morganovych pravidiel.

Priklad 2.1.10. De Morganove pravidld sa pravidla ako negovat konjunkciu a disjunkciu.

~(PAQ) & -PV-Q
~(PVQ) & -PA-Q

Samozrejme, pretoze teraz vo vyroku vystupuje viacero premennych, budeme potrebovat
viac riadkov tabulky na to, aby sme vycerpali vSetky moznosti.

3Na oznacovanie pravdivosti a nepravdivosti budeme v tabulke pouzivat symboly 1 a 0. Niekedy sa zvykni
pouzivat aj T a F, ako skratky pre anglické true a false.
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P|Q|PVQ|-(PVQ)| PA-Q | ~(PVQ)< (-PA-Q)
1|1 1 0 0 1
110 1 0 0 1
011 1 0 0 1
010 0 1 1 1

Niekedy si mozeme pri overovani platnosti tautologie pouzit aj jednoduchsi postup. V pred-
chadzajicom priklade sme napriklad mohli na zéklade symetrie overovat o jeden riadok menej.
Intt moznost zjednodusenia ilustruje nasledujuci priklad.

Priklad 2.1.11. DokéZeme tautolgiu (P = Q) < (-Q = —P). (Tato tautolégia stvisi
s principom nepriameho dokazu. Implikacia —Q = =P sa zvykne nazyvat obmena implikdcie
P=qQ)

Aby sme dokézali ekvivalenciu dvoch vyrokov, stac¢i ukazat, ze vyrok na lavej strane je
nepravdivy prave v tych pripadoch, kedy je nepravdivy vyrok na pravej strane.

Implikacia je nepravdiva jedine v pripade, ze lavy vyrok je pravdivy a pravy je nepravdivy
(pripad 1 = 0). Teda vyrok P = @ je nepravdivy préve vtedy, ked P = 1 a @ = 0. Podobne,
aby bol vyrok =@ = —P nepravdivy, musi byt =Q) =1 a =P = 0, ¢o je presne ten isty pripad
P =1a@ = 0. Vidime, ze obe strany ekvivalencie maju vzdy ta isti pravdivostnt hodnotu.

(Tento sposob overenia tautoldgie sa az tak velmi nelisi od tabulkovej metédy — vlastne
sme si len rozmysleli, v ktorych riadkoch tabulky sa na oboch stranach uvedenej ekvivalencie
vyskytne 0 — zd4 sa mi byt blizsi ku sposobu, ako prirodzene uvazujeme o vyrokoch.)

V cviceni najdete viacero tautologii. Je dobré si uvedomit ako suvisia tautolégie
s niektorymi typmi dokazov. Tautolégia z prikladu [2.1.11] je presne princip nepriameho do-
kazu, ktory sme uz spominali. Tautologiu z cvicenia Eb) budeme tiez ¢asto pouzivat pri
dokazovani — namiesto vyroku tvaru P < @) dokazeme zvlast jednotlivé implikicie P = @ a
Q= P.

2.1.5 Negacia vyrokov s kvantifikatormi

Okrem logickych spojok budeme na zapis tvrdeni pouzivat aj kvantifikdtory. Budeme pouzivat
vSeobecny (univerzalny) kvantifikdtor

(Vx € A)P(x)
vo vyzname ,pre kazdy prvok x mnoziny A plati P(z)“ a existenény kvanfitifkdtor

(Fz € A)P(z),
ktory znamend ,existuje prvok x mnoziny A, pre ktory plati P(x)“. (Tu P(x) predstavuje
vyrokovi funkciu — vyrok, v ktorom vystupuje ,premennd® x.)

Velmi dolezité budi nasledovné pravidld pre negéciu vyrokov s kvantifikdtormi.

S[(V2)P(@)] & (Fz)(-P(2),
S[E)P@)] & (Vo)(=P(2).

(Teda existenény kvantifikitor sa meni na vSeobecny a obratene a vyrok pod kvantifikdtorom
sa zneguje.)
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14 Mnoziny a zobrazenia

Cvicenia

Uloha 2.1.1. Dokéite, 7e nasledujice vyroky si tautolégie:

a) (~PVQ) & (P=Q)

b) (P& Q) < [(P= Q)N (Q= P)
¢) 2(PAQ) & (P V-Q)

d) (PAQ) = R) & (P = (Q = R))

2.2 Mnoziny a zobrazenia

2.2.1 Mnoziny

Uz sme spomenuli, ze zdkladnym stavebnym kamernom stcasnej matematiky je teéria mnozin.
Viac sa o nej dozviete v 4. ro¢niku (vid. tiez [SS]). V tejto prednaske tiplne vystacime so
zédkladnymi predstavami o mnozindch. (Takyto intuitivny pristup k tedrii mnozin sa zvykne
nazyvat naivna tedria mnozin — na rozdiel od axiomatickej teérie mnozin, ktorad systematicky
definuje pojem mnoziny pomocou niekolkych zdkladnych axiém.) NavySe, vSetky mnoziny,
s ktorymi sa budeme stretdvat budi mnozina komplexnych ¢éisel a rozne jej podmnoziny (ako
napriklad R, Z, N). Tieto mnoziny poznate zo strednej skoly a mali by ste o nich mat dobri
intuitivnu predstavu, takze si az tak velmi nemusime robit starosti s tym, ze si celkom presne
nevysvetlim, ¢o sa rozumie pod pojmom mnozina.

Pre nase ucely stac¢i mnozinu chéapat ako sihrn nejakych prvkov. Pricom prvky budud naj-
Castejsie ¢isla, niekedy aj mnoziny alebo zobrazenia. A takisto sa budeme stretavat s mnozi-
nami, ktoré sa daji z mnozin ¢isel vytvorit pomocou mnozinovych operacii ako st napriklad
zjednotenie alebo kartezidansky sucin.

Kazd4 mnozina je urcend svojimi prvkami. Inak povedané, dve mnoziny sa rovnaju, ak
maju rovnaké prvky.

Definicia 2.2.1. Vztah byt prvok mnoziny zapisujeme ako x € A, ¢itame ,x patri A.“
Hovorime, Zze mnoziny A a B sa rovnaji (ozna¢ujeme A = B), ak plati

(x € A) & (x € B)

pre Iubovolny prvok x.
MnoZiny, ktord nem4 nijaké prvky nazyvame prdzdna mnoZina a oznacujeme §.

To znamend, Ze pre nijaké x neplati x € 0.
Dalej pripomenieme niektoré zakladné vztahy a operdcie s mnozinami. (Opét ide o opa-
kovanie — pravdepodobne ste o nich uz poculi.)

Definicia 2.2.2. Hovorime, Ze A je podmnoZinou B, ak kazdy prvok mnoziny A patri aj do
B, oznac¢ujeme A C B. Inak povedané, A C B ak pre kazdé x plati

(xe A = (x € B).
Vztah mnozin A a B, pre ktoré plati A C B sa tiez zvykne nazyvat inklizia.
Inkltaziu budeme casto pouzivat pri dokaze rovnosti nejakych mnozin. Plati totiz
A=B & (ACB)A(BCA).
(Vyplyva to z tautolégie uvedenej v cviéeni) A\ éasti Ak totiz za vyroky vystupujice

v tejto tautoldgii dosadime x € A a x € B, tak dostaneme, Ze tvrdenie (x € A) & (x € B),
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¢o je presne rovnost mnozin A a B, je ekvivalentné s tvrdenim [(x € A) = (z € B)]A[(z €
B) = (z € A)], ¢o modzeme skritene zapisat (A C B) A (B C A).)

Pripomenieme si teraz niekolko sposobov, ako mdzeme z danych mnozin vytvarat nové
mnoziny.

Casto budeme definovat mnoziny zépisom tvaru

{z € A P(2)},

ktory znamend mnozinu vSetkych tych prvkov z A, pre ktoré plati vyrok P(x). (Pricom A
je nejakd vopred dand mnozina.) Napriklad z mnoziny prirodzenych ¢isel N mozeme vybrat
parne ¢isla E = {n € N;n je delitelné ¢islom 2}.

Zo strednej skoly poznate zakladné operacie s mnozinami — prienik, zjednotenie a rozdiel
mnozin — pripomenme si vSak ich definicie. Pouzijeme pri nich prave typ zapisu, ktory sme
pred chvilou spominali.

Definicia 2.2.3. Zjednotenie dvoch mnozin A a B je mnozina

AUB = {x;x € AVz € B}.

Prienik dvoch mnozin A a B je mnozina

ANB={x € A;x € B}.

Rozdiel dvoch mnozin A a B je mnozina

ANB={x€ A;xz ¢ B}

Operécie s mnozinami zndzortiujeme pomocou Vennovyjch diagramouv (obr. [2.1).

AUB

Obr. 2.1: Operécie s mnozinami

Kedze mnoziny ¢asto definujeme pomocou nejakého vyroku, ktory maji spliat vietky
prvky mnoziny, daji sa operdcie s mnozinami chapat aj ako iny sposob vyjadrovania o vy-
rokoch. Aj identity s mnozinami mézeme overovat tak, ze pracujeme s vyrokmi typu x € A.
Iny spdsob je pouzit Vennove diagramy — v tom pripade je potrebné nakreslit si mnoziny
vo vSeobecnej (alebo tiez generickej polohe) — tak, aby sme na diagrame mali body pre kazda
mozni kombindciu pravdivostnych hodnot vyrokov z € A, x € B atd.

Casto budeme pouzivat aj zjednotenie a prienik nekoneéného poctu mnozin. Ak {A;;4 € I}
je nejaky systém mnozin (oindexovany prvkami mnoziny I), tak pouzivame oznacenia

4 = {23 € D e A}
iel

i€l
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16 Mnoziny a zobrazenia

Obr. 2.2: Genericka poloha

(Pri prieniku navyse pozadujeme, aby I # 0; prienik prazdneho systému mnoZin nedefinu-

o0
jeme.) V pripade, Ze indexovd mnozina je I = {1,2,...}, budeme pouzivat oznacenie |J A,
n=1

o0
resp. [ Ap.
n=1
Bude pre nas dolezité este jedna operacia s mnozinami — kartezidnsky sacin.

Definicia 2.2.4. Ak A, B st mnoziny, tak ich kartezidansky sicin je mnozina vsetkych
usporiadanych dvojic (a,b) takych, ze a € A a b € B. Oznacujeme ho

Ax B={(a,b);a € A,b e B}.

Hoci pojem usporiadand dvojica sme nedefinovali, malo by byt intuitivne jasné, ¢o sa nim
mysli. Slovicko usporiadand je v nézve preto, ze zalezi na poradi. Usporiadant dvojicu prvkov
a a b budeme oznacovat (a,b).

Napriklad

{07 1} X {07 1} = {(070)7 (Oa 1)7 (17 O)a (17 1)}

a dvojice (0,1) a (1,0) povazujeme za rozne. (Oproti tomu, mnoziny {0,1} a {1,0} st rovnaké
— pretoze pri mnozindch zélezi len na tom, ktoré prvky tam patria.)

2.2.2 Zobrazenia

Pod zobrazenim z mnoziny X do mnoziny Y rozumieme akykolvek predpis, ktory kazdému
prvku mnoziny X priradi jediny prvok mnoziny Y. Formalne mo6zeme zobrazenie zadefinovat
nasledovne:

Definicia 2.2.5. Zobrazenie f: X — Y z mnoziny X do mnoziny Y je podmnozina f
mnoziny X X Y takd, ze ku kazdému z € X existuje prave jedno y € Y s vlastnostou
(z,y) € f.

Mnozinu X budeme tiez nazyvat definicny obor zobrazenia f a mnozina Y je obor hodndt
zobrazenia f.

Namiesto zdpisu (z,y) € f budeme pouzivat zapis y = f(x).

Podmienka, ze ku kazdému = € X existuje prave jedno y € Y, je presne formalizaciou
toho, ¢o chdpeme pod priradenim (jediného) prvku y = f(z) kazdému prvku z € X.

Poznamenajme, Ze (podobne ako pri mnohych dalsich oznaceniach) pri pouziti inej li-
teratuiry je Casto nutné skontrolovat, ¢i sa zhoduji pouzité definicie. (V pripadoch, ked sa
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budeme hovorif o pojmoch a oznaceniach, ktoré sa casto zvykni v matematickej literattre
ligit, na to vzdy upozornime.)

V tomto pripade je vhodné spomentt, ze [KGGS| pouZiva namiesto y = f(z) zapisy = « f.
(V suvislosti so zobrazeniami sa v [KGGS| vyskytuju aj dalsie odlisnosti, ku ktorym sa o chvilu
dostaneme.)

Priklad 2.2.6. Uvedieme niekolko prikladov zobrazeni.
fll N—)N, fl(n) =2n+1
fg: N — N, fg(n) =2n

n+1, akn je parne
fglN—)N, f3(n): . .
n—1, akn je neparne

h: R — R, h(x) = 22

Definicia 2.2.7. Hovorime, Ze dve zobrazenia f: X — Y ag: Z — W sa rovnaji, ak X = Z,
Y =W a f(x) = g(z) pre kazdé = € X. (Inymi slovami, ak sa rovnaji ich defini¢né obory,
obory hodndt a obe zobrazenia nadobidaji v kazdom bode rovnaki hodnotu.) Rovnost
zobrazeni oznacujeme f = g.

Priklad 2.2.8. Dve zobrazenia sa mozu rovnat aj ked st zapisané inym zapisom. Napriklad
zobrazenia k,l: R — R uréené predpismi k(x) = sin® x + cos? z a I(z) = 1 sa rovnaji.

O celkom zaujimavom vyvoji pojmu zobrazenia v histérii teérie mnozin sa viac mozete
dozvediet napriklad v tivodnej kapitole knihy [BS].

V tejto kapitole eSte zavedieme dalsie dolezité pojmy, ako su skladanie zobrazeni, bijek-
tivne, injektivne a surjektivne zobrazenia.

Definicia 2.2.9 (Skladanie zobrazeni). Ak f: X — Y, ¢g: Y — Z st zobrazenia, tak zloZenim
zobrazeni f a g nazyvame zobrazenie go f: X — Z také, ze pre kazdé x € X plati

go f(x) = g(f(x)).

Zobrazenia mozeme skladat iba vtedy, ked obor hodno6t prvého zobrazenia je rovnaky ako

defini¢ny obor druhého zobrazenia.
A" ¢
_—
N
B

Ak si predstavime zobrazenia ako §ipku smerujticu od x ku f(z), tak skladanie zobrazeni
znamend, Ze z x prejdeme najprv po Sipke f a potom po sipke g, ¢ize sa dostaneme do g(f(x)).
Tato predstava o skladani zobrazeni je znazornena na obrazku

Napriklad pre funkcie g a h z prikladu dostaneme hog(z) = sin? z a goh(zr) = sin x2.
Vidime, ze pre zobrazenia g, h: A — A vo vSeobecnosti neplati goh =hog.

POZOR!!! V niektorej literature (napriklad v [KGGS]) nédjdete skladanie zobrazeni defi-
nované v opac¢nom poradi (t.j. go f(z) = f(g(x))), my ho budeme pouzivat tak, ako sme ho
zaviedli v definicii m (Na prvy pohlad vyzerd zapis go f(z) = f(g(x)) nelogicky; moZeme
ho chépat tak, ze piSeme zobrazenia v takom poradi, ako sa skladaji. Ak by ste sa pozreli
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18 Mnoziny a zobrazenia

zo — og(f(x))

Obr. 2.3: Skladanie zobrazeni

do [KGGS], zistili by ste, Ze namiesto f(x) pouzivajd autori zapis xf. Pri takomto oznacéeni
je skutocne logickejsi zapis z(go f) = (xg)f)lﬂ
Teraz dokazeme velmi dolezitt vlastnost skladania zobrazeni.

Tvrdenie 2.2.10 (Asociativnost skladania zobrazeni). Nech f: X =Y, g: Y = Z, h: Z —
W si zobrazenia, potom

(hog)of=ho(gof).

Dokaz. Obe zobrazenia, ktoré porovnavame, si zobrazenia z mnoziny X do mnoziny W.
Maju teda rovnaké definiéné obory i obory hodnot.

Zostava nam teda overit, ¢i nadobudaji rovnaké hodnoty. To zistime jednoduchym vy-
poctom:

((hog)o f)(x) = (heog)(f(x)) =
(ho(gof))(x) =h((ge f)(x))

I

>
—
=
=

8
~—
~—
~

O

V dalsich castiach tejto prednasky budu dost dolezité typy zobrazeni, ktoré teraz zadefi-
nujeme.

Definicia 2.2.11. Nech f: X — Y je zobrazenie. Hovorime, Ze f je injektivne (prosté)
zobrazenie (alebo tiez injekcia), ak pre vSetky x,y € X také, ze x # y plati f(z) # f(y).
Hovorime, ze f je surjekcia (surjektivne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kazdé y € Y
existuje také, x € X, 7Ze f(x) =y.
Hovorime, Ze f je bijekcia (bijektivne zobrazenie), ak f je stiCasne injekcia aj surjekcia.

Ekvivalentna definicia injekcie by bola, ak by sme namiesto

v#y = f(z) # f(y)

uvazovali podmienku
f@)=[fly) =z=y.

(Lebo vyroky P = @Q a =@ = —P st ekvivalentné, pozri priklad [2.1.11})
Definiciu surjektivneho zobrazenia by sme mohli preformulovat tak, ze kazd4 hodnota y
z oboru hodn6t Y sa nadobuda v aspon jednom bode defini¢ného oboru.

4Pravdepodobne si budete musiet zvyknit na to, Ze na roznych prednaskach sa stretnete s rozliénymi
sposobmi oznacenia; napriklad pri skladani zobrazeni ale aj pri dalsich inych veciach. Ja som zvolil pouzivanie
poradia skladania tak, aby bolo rovnaké s definiciou skladania zobrazeni, ktori pouzivate na prednaske
z matematickej analyzy v prvom roc¢niku — teda aby ste nemali problém s pouzivanim 2 rozli¢nych oznaceni
pocas toho istého roc¢nika.
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7Z grafu zobrazenia f: R — R mézeme jednoducho vyc¢itat, ¢i ide o injekciu alebo surjekciu.
Staci sa pozriet na vodorovné priamky — rovnobezné s osou x. Zobrazenie je injektivne,
ak kazda takdto priamka pretina graf funkcie najviac raz (pozri Obr. . Zobrazenie je
surjektivne, ak kazda takato priamka pretina graf funkcie aspon raz. Zobrazenie je bijektivne,
ak kazda takato priamka pretina graf funkcie prave raz.

[(x1) = f(x2)

T1 i)

f(z) =sinz

Obr. 2.4: Ak vodorovna priamka pretne graf v 2 bodoch, zobrazenie nie je injektivne

Priklad 2.2.12. Zobrazenie f(z) = sinz, f: R — R nie je ani surjektivne ani injektivne.
(Napriklad f(0) = f(7) = f(27) = 0, preto f nie je injektivne. Hodnota 2 € R sa nenadobtida
v ziadnom bode.)

Ak v8ak zmenime obor hodnot g(x) = sinz, g: R — (—1,1), dostaneme uZz surjektivne
zobrazenie.

Zobrazenie h(z) = \/x, h: (0,00) — R je injektivne. Opét, ak by sme zmenili obor hodnét,
dostaneme surjektivne zobrazenie j(x) = v/z, j: (0,00) — (0,00). Zobrazenie j je bijekcia
(je injektivne aj surjektivne.)

Inym prikladom bijektivneho zobrazenia je k: (=3, 3) — R, k(z) = tgx.

Opét si mbézeme pomoct predstavou zobrazeni ako $ipok. Zobrazenie je injekcia, ak ne-
nastane situdcia zndzornend na lavom obrazku v ked sa viaceré sipky stretnt v jednom
bode. O surjekciu ide vtedy, ak do kazdého bodu ide aspon jedna sipka, ¢ize nenastane situ-
acia zndzornend na prostrednom obrazku. V pripade bijekcie ide z kazdého prvku x jedina
Sipka do jediného bodu y, teda bijekcia urcuje jedno-jednoznac¢né priradenie medzi prvkami.

X Y X Y X Y

Obr. 2.5: Tlustréacia injekcie, surjekcie a bijekcie

Tvrdenie 2.2.13. ZloZenie dvoch injekcii je injekcia, zloZenie dvoch surjekcii je surjekcia,
zloZenie dvoch bijekcii je bijekcia.
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20 Mnoziny a zobrazenia

Dokaz. Dané zobrazenia oznacme f: X =Y, g: Y — Z.
Najprv predpokladajme, ze f aj g su injekcie. Nech dalej z,y € X maju ta vlastnost, ze

(go f)x) = (g0 f)y)

Tuato rovnost mézeme prepisat ako

Opét pouzitim definicie injekcie, ale tentokrat pre zobrazenie f, dostaneme
T =y.

Dokézali sme implikdciu (go f)(z) = (go f)(y) = = =y, teda g o f je skutocne injekcia.

Teraz nech f aj g su surjekcie. Mame dokézat, ze ku kazdému z € Z existuje zp € X
také, ze g(f(xzo)) = 2. Z toho, Ze g je surjekcia, vieme, Ze existuje yo € Y také, ze g(yo) = z.
Podobne (pretoze f je surjekcia), k tomuto yo vieme najst zo také, ze f(z¢) = yo. Spojenim
tychto dvoch rovnosti ale dostaneme

g(f(x0)) = 9(y0) = 2,

teda sme skutoc¢ne nasli xg, ktoré sa zobrazenim g o f zobrazi na z.
Poslednd ¢ast tvrdenia (ktora hovori o skladani bijekcif) lahko vyplyva z prvych dvoch
Casti. O

Ak cheete lepsie porozumiet predchddzajicemu ddkazu (alebo sa pokisate dokédzat si toto
tvrdenie samostatne), opat moéze byt uzitocné pomdct si kreslenim sipok.

Definicia 2.2.14. Zobrazenie idx: X — X také, ze idx (z) = = pre kazdé x € X sa nazyva
identické zobrazenie (identita).

Vsimnime si, ze pre fubovolné zobrazenie f: X — Y plati
foidx =f a idy o f = f.
Definicia 2.2.15. Nech f: X - Y a g: Y — X st zobrazenia. Ak plati
gof=idx
fog=idy
tak hovorime, ze zobrazenie g je inverzné zobrazenie k f. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu
f oznacujeme f~1.

Ak k nejakému zobrazeniu existuje inverzné zobrazenie, tak takéto zobrazenie je jediné
(ﬁloha. Vdaka tejto jednoznacnosti ma zmysel zaviest oznacenie pre inverzné zobrazenie
— znak f~! skutoéne oznacuje len jediné konkrétne zobrazenie.

Vztahy definujice inverzné zobrazenie mozeme ekvivalentne prepisat aj tak, ze pre kazdé
x € X a pre kazdé y € Y plati

T f@) ==
fU W) =

3
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zenia:FIGINV} Obr. 2.6: Inverzné zobrazenie

V zmysle nasej intuicie o zobrazeni ako systéme sipok vychadzajuicich z kazdého prvku z,
zodpovedd inverzné zobrazenie Sipkam iddcim opaénym smerom (obr. .

Aby takéto zobrazenie existovalo, do kazdého prvku y musi {st aspon jedna Sipka (aby
sme sa mali kam vréitit) a do ziadneho prvku y nesmie {st viac ako jedna Sipka (aby sme
dostali zobrazenie, t.j. len jediny prvok, do ktorého sa vraciame.) Tento fakt je sformulovany

v nasledujicom tvrdeni.
{zobrazenia:TVRBIJINV}
Tvrdenie 2.2.16. Inverzné zobrazenie k f existuje prave vtedy, ked f je bijekcia.

Dokaz. Predpokladajme, ze existuje inverzné zobrazenie k zobrazeniu f: X — Y, ozna¢me
ho g. Z definicie inverzného zobrazenia dostaneme

f(@1) = flae2) = g(f(21)) = 9(f(x2)) = goflz1) =go f(za) = x1 =22,

¢o znamena, ze f je prosté.
Este potrebujeme ukazat, ze ku kazdému y € Y existuje g € X s vlastnostou f(zg) = y.
Stadi zvolit xg = g(y), pretoze (opdt podla definicie inverzného zobrazenia)

f(xo) = f(9(y) = y.

Predpokladajme, ze f: X — Y je bijekcia, chceme dokazat, Ze existuje inverzné
zobrazenie g: Y — X. Majme Tubovolné y € Y. Pretoze f je surjekcia, existuje aspon jedno
x € X také, ze f(x) = y. Pretoze f je injekcia, existuje najviac jedno také x — celkove
teda dostavame, zZe existuje prave jedno x s touto vlastnostou. Zobrazenie g teda mozeme
definovat tak, ze g(y) je prave ten prvok z, pre ktory plati f(x) = y. Inak povedané, g je
urcené podmienkou

gy) =z & f(z)=y.

Ak zobrazenie g definujeme takymto spésobom dostaneme

9(f(x)) =z

(lebo g(f(x)) je prave ten prvok, ktory sa zobrazi na f(z), ¢o je presne prvok z) a

flaw) =y
(lebo ¢(y) sa, podla definicie zobrazenia g, zobraz{ na y.) O

Ukéazeme si este jeden dokaz jednej implikacie z predchadzajiceho tvrdenia. (Je to v pod-
state ten isty dokaz, inak formulovany.) Inverzné zobrazenie tu dostaneme tak, Ze vymenime
poradie vo vsSetkych usporiadanych dvojiciach patriacich do f. Toto zodpovedd predstave
o tom, ze otdCame jednotlivé Sipky (zodpovedd to vymene poradia) a takisto geometrickej
predstave, ktorti poznate este zo strednej skoly, ked ste inverzné zobrazenie ziskali symetric-
kym zobrazenim grafu funkcie podla osi y = x.
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22 Mnoziny a zobrazenia

Ing dokaz implikdcie [<]. Predpokladdme, ze f: X — Y je bijekcia, chceme ukazat, Ze exis-
tuje inverzné zobrazenie g: ¥ — X.
Polozme

g:={,x);(x,y) € f} ={(y,x);y = f(x),r € X} = {(f(x),2);x € X}.

Ocividne je g podmnozinou kartezianskeho suc¢inu Y x X. Najprv si uvedomme, Ze g je
skutoc¢ne zobrazenie z Y do X.

Pretoze f je stcCasne injekcia a surjekcia, pre kazdé y € Y existuje prave jedno x € X
také, ze y = f(x), resp. (z,y) € f.

Mame teda zobrazenie g: Y — X. Priamo z jeho definicie vyplyva platnost ekvivalencie

9(y) ==z & y = f(z),

z ktorej rovnakym sposobom ako v predchddzajicom dokaze dostaneme, Ze g je inverzné
zobrazenie k zobrazeniu f. O

Tvrdenie 2.2.17. Nech f: X =Y a g: Y — Z su bijekcie. Potom

(fHt =
(gof)t=flog!
Vsimnime si, ze v predpokladoch méme, ze f aj g st bijekcie. Teda z tvrdenia

vieme, Ze existuji inverzné zobrazenia f~! a g~!. (Vdaka tomu mézeme o nich hovorit; ak
by neexistovali, tak uvedené tvrdenie by vobec nemalo zmysel.)

Dékaz. Pouzitim definicie inverzného zobrazenia pre zobrazenie f méame f~'o f = idx a
fo f~t =idy. To ale presne hovori, ze f je inverzné zobrazenie k f~1.
Podobne vidime, ze

(fTtog™ol(gof)=Ffto(g7tog)of=ftoidyof=[f""of=idx.

Analogickym sposobom overfme, ze (go f) o (f~1og™!) = idz. Tym sme vlastne overili obe
podmienky z definicie inverzného zobrazenie k g o f. O

Désledok 2.2.18. Ak f je bijekcia, tak aj f~' je bijekcia.
2.2.3 Vzor a obraz mnoziny*
Definicia 2.2.19. Nech f: X — Y je zobrazenie, A C X, B C Y. Mnozinu
flA] ={f(a);a € A}
nazyvame obrazom mnoziny A v zobrazeni f. Mnozinu
f7H(B) = {z € X; f(z) € B}

nazyvame vzorom mnoziny B v zobrazeni f.
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Cvicenia

Uloha 2.2.1. Dokézte: Ak go f je surjekcia, tak aj ¢ je surjekcia. Plati aj opacnd implikdcia?
Musi byt f surjekcia?

Uloha 2.2.2. Dokézte: Ak go f je injekcia, tak f je injekcia.

Uloha 2.2.3. Dokézte: Ak go f je bijekcia, tak f je injekcia a g je surjekcia.

Uloha 2.2.4. Nech f: X — Y je zobrazenie a X # () (t.j. X je neprdzdna mnozina). Potom:
a) f je injekcia prave vtedy, ked existuje g také, ze go f = idx.

b) f je surjekcia prave vtedy, ked existuje h také, ze f o h = idy.

¢) K zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie prave vtedy, ked f je bijekcia. (Tym sme

znovu dokéazali tvrdenie [2.2.16])

Uloha 2.2.5. Nech f: X - Y, ¢g: Y — X, h: Y — X st zobrazenia. Ak ¢ aj h st inverzné
zobrazenia k f, tak g = h.

Uloha 2.2.6. Nech M, N st koneéné mnoziny, M ma m prvkov a N mé n prvkov. Kolko
existuje zobrazeni mnoziny M do mnoziny N7

Uloha 2.2.7. Nech A je konend mnozina a f: A — A je zobrazenie. Dokézte:
a) Ak f je injekcia, tak f je bijekcia.
b) Ak f je surjekcia, tak f je bijekcia.

Uloha 2.2.8. Dokézte: Zobrazenie f: X — Y je surjekcia prave vtedy, ked pre kazdd mno-
zinu Z a vSetky zobrazenia g, h: Y — Z plati: Ak go f =ho f, tak g = h.

Uloha 2.2.9. Dokézte: Zobrazenie f: X — Y je injekcia prave vtedy, ked pre kazdd mnozinu
Z a vSetky zobrazenia g,h: Z — X plati: Ak fog= foh, tak g = h.

Uloha 2.2.10". Dokéite: f[AU B] = f[A]JU f[B], f""(AUB) = f~Y(A)U f~1(B).

Uloha 2.2.11". Ktoré z nasledujicich tvrdeni platia a ktoré neplatia? Zdévodnite.

a) f[AN B] = f[A] N f[B]

b) fIANB] C flA]N [[B]

c) fIANB] D flA]N f[B]

d) f7HANB) = f~HA) N f7H(B)
e) fH(ANB) C fH(A) N f1(B)
f) f7HANB) D fH(A) N fH(B)
g) flf{(B)] =B

h) f[f~H(B)] c B

DA =A

DA Cc A

k) go fIA] = g[f[A]l

Uloha 2.2.12%. Ak X je mnozina, tak P(X) budeme oznacovat mnozinu vietkych jej pod-
mnozin. Nech f: X — Y je zobrazenie a g: P(X) — P(Y) je zobrazenie definované tak, ze
g(A) = f[A] pre Iubovolni podmnozinu A C X. Dokézte, Ze f je prosté prave vtedy, ked g
je prosté.

2.3 Permutacie

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat istym typom zobrazeni, ktory budeme v dalsich
castiach vyuzivat.
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Definicia 2.3.1. Ak M je kone¢na mnozina, tak bijekciu ¢: M — M budeme nazyvat
permutdciouw mnoziny M.

My sa budeme zaoberat (pre zjednodusenie) len permutéciami mnoziny {1,2...,n}, kde
n je prirodzené ¢islo. (Kazdd koneénd mnozinu M vieme oéislovat ¢islami od 1 po n, kde n
je poCet prvkov mnoziny M.)

Zo strednej skoly (z kombinatoriky) poznate termin permuticia v zmysle preusporiadanie
nejakej (konecnej) mnoziny. Je to v istom zmysle, to isté, ¢o definujeme tu — zobrazenie

z mnoziny {1,2,...,n} vlastne uréuje nejaké poradie prvkov tejto mnoziny, ¢ize skutocne
zodpovedd nejakému jej preusporiadaniu.
Nie je tazké si uvedomit, Ze pocet permutacii mnoziny {1,...,n} je prdve n! =n - (n —

1)-(n—2)---2-1. Mdme totiz prave n moznosti, ako moézeme vybrat prvok ¢(1). Pri vybere
prvku ¢(2) vSak uz nemézeme pouzit ten isty prvok ako v prvom pripade (inak by zobrazenie
¢ nebolo injektivne), teda ndm zostéva prave (n — 1) moznosti. Pre vyber obrazu dalSieho
prvku je uz iba (n — 2) moZnosti, atd.

Permutéciu ¢: {1,...,n} = {1,...,n} budeme zapisovat v tvare

(sa(ll) sa(22) . wzbn)) )

¢ize pod kazdé ¢islo 1,2, ..., n zapiSeme jeho obraz v permutécii (.

Napriklad permutdciu na mnozine {1,2,3}, pre ktort ¢(1) = 1, ¢(2) = 3 a ¢(3) = 2
zapiSeme ako (12 3), identickd permutéciu zapiSeme ako (1% 3). (Budeme ju tiez oznacovat
id, kedze ide o identické zobrazenie.)

Niekedy sa kvoli strucnosti pouziva oznacenie, kde sa vynechd prvy riadok obsahujtci
¢isla 1,2,...,n. (Napriklad [BS] pouziva iba jednoriadkové oznacenie. VéaéSina knih s touto
tématikou pouziva jednoriadkovy aj dvojriadkovy zapis — podla toho, ktory sa préve hodi.)
My sa budeme pridrziavat oznacenia, ktoré sme zaviedli, z toho dévodu, ze spominané zjed-
nodusenie by sa mohlo pliest s oznacenim pre cykly, o ktorych sa viac dozviete neskor.

Dalsou vyhodou dvojriadkového zépisu je, ze ho mézeme pouzit pre Iubovolni mnozinu —
jednoriadkovy zapis mézeme pouzit ak mame na mnozine M nejaké prirodzené usporiadanie,
vdaka ktorému vieme prvy riadok jednoznacne doplnit.

7 tvrdenia vyplyva, Ze zloZenim dvoch permutéacii opat dostaneme permutaciu. Pri
skladani permutdcif (a takisto pri skladani zobrazen{) budeme ¢asto vynechévat znak o, teda
piSeme 71 namiesto o T.

A mapriklad ¢ = (339), 7 = (139), tak o = (133), 7o = (423). Vidime, 7e
skladanie permutacii vo vSeobecnosti nie je komutativne.

Skladanie permutacii ¢7 si moézeme predstavit tak, ze Tavii permutdciu napiseme pod
pravi a preusporiadame stipce dolnej permutécie tak, aby jednotlivé &sla sihlasili.

=}
1
2

) T=(}
o= H

)

Permutéacie ¢ a 7 st znazornené na obrazku

To isté mozeme inak vyjadrit tak, ze cisla, ktoré si v dolnom riadku v zapise Tavej per-
mutécie, napiseme do dolného riadku vyslednej permutacie v takom poradi, aké udava prava
permutécia (tretie, druhé, prvé). Cize ¢islo 3, ktoré je na prvom mieste v permutécii 7 udava,
Ze na prvom mieste vo 7 permutdcii bude tretie ¢islo z ¢, ¢ize 1, 2 na druhom mieste v 7
urcuje, ze na druhom mieste bude to, ¢o je na druhom mieste vo ¢, t.j. 2 a posledna jednotka
urcuje, ze na trefom mieste ma byt 2.

Pozor!!l V [KGGS] je skladanie zobrazeni (a teda aj skladanie permutécii) definované
v opacnom poradi, ako sme ho definovali my.

3
D= =3y

WNNN
=
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AN

20— »03

Obr. 2.7: Permutéacie 7 a ¢

Inverzné zobrazenie k permutéacii je permutacia. Vypocitat ju mbézeme jednoducho takym
spésobom, ze vymenime riadky a preusporiadame stlpce do pozadovaného tvaru. Z ¢ =

(323%) tak dostaneme
el =023 =(113).

Ak ¢ je permutécia, tak namiesto ¢ o ¢ budeme pisat p? a podobne namiesto @ o...o0
—_———
n-krat
pouzivame ™.
Matematicky spravnejsie by bolo povedaft, ze ¢™ definujeme matematickou indukciou:
1° ¢ = id, o' = ¢
920 Son+1 — (POQDn

Priklad 2.3.2. Uvazujme permutdciu ¢ = (}333) mnoziny {1,2,3,4}. Pokisme sa vypo-
¢itat permutdciu 50
Lahko zistime, ze

Dalsimi vypoctami by sme zistili, Ze sa stdle budi opakovat tieto 3 permutacie. (MdZeme
to dokédzat matematickou indukciou.) Z toho dostaneme % = 316+2 = 2 = (1234),
(Vlastne sme vyuzili vztah o™ = (™)™, ktorého dokaz sme ponechali ako cvicenie v tlohe

9.3.4)
Cvicenia
Uloha 2.3.1. Uvazujme o permutéciach na mnozine M = {1,2,3,4,5}. Ak4 je inverznd per-

mutdcia ku: (12342), (13323), (32 43)7 Urlc)g)te4aj skuflzu s:lpravnostl t.j. po vypocitani
53),(13353), (38133)]

o=t overte, ¢ o lp = oot =id. [( 12354) (25134

5
Uloha 2.3.2. M = {1,2,3,4}. Vypoditajte: (1234)(1234)(1234). Uréte inverznt per-
mutaciu k vysledku.

34
145
123
142

Uloha 2.3.3. Comu sa rovna ¢'2°, ak ¢ = (123 4)?

m

Uloha 2.3.4. Matematickou indukciou dokézte, ze "™ = " 0 o™, "™ = (p™)
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Kapitola 3
Grupy a polia

Nasim cielom je dostat sa k definicii vektorového priestoru a linedrneho zobrazenia. Ich do-
lezitost je v tom, ze st vhodnym aparatom na popis linedrnych javov.

Predtym nas ale ¢aka eSte velmi dlha cesta, na ktorej sa vSak naucime velmi vela uzi-
to¢nych veci. Na definiciu vektorovych priestorov pouzijeme pojem pola. Na definiciu pola
pouzijeme pojem grupy. A navySe, predtym nez sa dostaneme k definicii grupy, potrebujeme
uviest niektoré zakladné poznatky o binarnych operaciach.

Tato dlhé cesta k definicii vektorového priestoru je cenou za to, ze chceme vektorové
priestory definovat v ¢o najvécsej obecnosti — budeme pracovat s vektorovymi priestormi nad
lubovolnym polom. Keby sme sa rozhodli pracovat iba s vektorovymi priestormi nad polom
realnych ¢isel, mohli by sme si tiito ndmahu usetrit — len by sme struc¢ne zopakovali vlastnosti
redlnych ¢éisel a hned by sme zadefinovali vektorovy priestor. (V niektorych ucebniciach sa
takto aj naozaj postupuje.)

Vyhoda tohoto postupu je v tom, ze dostaneme vieobecnejsie vysledky. Dalsi, vobec nie
zanedbatelny, prinos je, ze sa naucite mnohé uzitocné veci a zvyknete si na axiomaticky
pristup k definovaniu novych pojmov a dokazovaniu ich vlastnosti.

3.1 Binarne operacie

Hlavnym cielom tejto kapitoly je zadefinovat grupy a polia. Hoci najcastejsie budeme pracovat
s redlnymi a komplexnymi ¢islami, je uzitocné uvedomit si, ze tvrdenia, ktoré dokdzeme budu
platit pre ITubovolné pole. Aby sme vsak vobec mohli zaviest pojmy grupa a pole, potrebujeme
najprv vediet, ¢o st to bindrne operacie.

Definicia 3.1.1. Bindrna operdcia * na mnozine A je zobrazenie z mnoziny A x A do A.
Namiesto *(a,b) budeme pouzivat oznacenie a x b, tento zépis budeme niekedy skracovat
ako ab.

Opét, podobne ako pri zobrazeniach, mézeme binarnu operaciu chapat ako predpis, ktory
vsak v tomto pripade priradi dvom prvkom z mnoziny A priradi nejaky prvok z tej istej
mnoziny. Takisto zapis a % b resp. ab zodpoveda tomu, na ¢o sme zvyknuti pri binarnych
operaciach, s ktorymi sme sa stretli doteraz, ako je sCitovanie a nasobenie.

Tiez si vSimnime, Ze v definicii vystupuji usporiadané dvojice (prvky mnoziny X x Y),
teda vysledok operécie a * b a b * a nemusi predstavovat ten isty prvok.

Priklad 3.1.2. Operéacie + a - st binarne operacie na mnozine R redlnych ¢isel.
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Operdcia - je bindrna operdcia na mnozine R \ {0}, pretoze nulu nemézeme dostat ako
suéin dvoch nenulovych ¢isel. Naopak, + nie je bindrna operéacia na R~ {0}, lebo —1+1 = 0,
teda dvom ¢islam z mnoziny R~ {0} operdcia + priradi ¢islo, ktoré do tejto mnoziny nepatri.

Operédcie + aj - st bindrne operdcie na mnoZine R*. Na mnozine R~ predstavuje +
bindrnu operaciu, - vSak uz nie je bindrna operacia na tejto mnozine.

Priklad 3.1.3. Ako dalsi priklad definujme opericiu @ na mnozine Z5 = {0, 1,2, 3,4} takto:
a @b takto: a ® b = (a + b) mod 5. Operdcia mod tu predstavuje zvysok (v tomto pripade
po deleni piatimi). Napriklad 192 =3,2¢%3 =0, 3® 3 =1 (¢isla najprv s¢itame a potom
urobime zvySok po delenf 5).

Podobne mozeme definovat bindrnu operdciu ® ako a ® b = (a.b) mod 5.

Bindrnu operéciu na koneénej mnozine mézeme tiez urcit tabulkou: (do riadku a a stipca
b pisSeme vysledok operacie a @ b.)

B~ w o ~ o
— O B W NN
O = O Wl W
W N = O |
B w o = ol
(=N e NoNolo] Fo)
W =N OIN
[N U = Y
— N W o O

=W~ Ol

= w N = OO
O W=

Podobné operacia by sa dala definovat aj pre Tubovolné prirodzené ¢islo n > 2. S mno-
Zinami Z, = {0,1,...,n — 1} a bindrnymi operdciami & a ©® (Cize sCitovanie a ndsobenie
modulo n) sa v priebehu tejto predndsky stretnete este dost casto.

Priklad 3.1.4. Binarna operacia nemusi byt vzdy dana predpisom — ak ide o kone¢nii mno-
Zinu mdze byt zadand tabulkou. (Dalo by sa povedat, Ze tabulka bindrnej operédcie vlastne
do istej miery zodpoveda zobrazeniu definovanému réznymi predpismi pre rozne pripady. Tu
vSak st jednotlivé casti definiéného oboru len jednoprvkové.)

Napriklad mézeme definovat takdto bindrnu operaciu A na mnozine {0, 1, 2}:

A

S O OO
— N NN

N = = =

0
1
2

Priklad 3.1.5. Ako posledny priklad binarnej operécie, ktorej vlastnosti budeme vysetrovat,
definujme bindrnu operéaciu

aldb=a
na mnozine N.

Teraz sa budeme zaoberat niektorymi zakladnymi vlastnostami bindrnych operacii. Aby
sme si ich lepsie ozrejmili, pre kazdd z nich overime, ¢i tito vlastnost maji bindrne operacia
+ a - na mnozine R, ® na mnozine Zs, operacia A z prikladu [3.1.4] a operédcia < z prikladu
0. 1.0l

Vlastnosti, ktoré budeme definovat budi komutativnost, asociativnost, existencia (lavého
a pravého) neutrélneho prvku a existencia inverzného prvku. Pri overovani, ¢i uvedené bindrne
operacie maju tuto vlastnost, postupne vyplnime nasledujiicu tabulku
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28 Binarne operacie

LN|PN|K|A|IP

(R, +)
(Ra )
(Zs,®)
(N, <)

Definicia 3.1.6. Nech * je binarna operacia na mnozine M. Hovorime, ze e € M je lavy
neutrdlny prvok operécie *, ak pre vsetky m € M plati

exm=m.
Podobne, e je pravy neutrdlny prvok, ak
mxe=m

pre kazdé m € M.
Ak e je stacasne lavy aj pravy neutrdlny prvok opericie x, hovorime, Ze e je neutrdlny
prook.

Zo strednej skoly vieme, ze 0 +m = m + 0 = m, 1.m = m.1 = m. To znamend, ze 0 je
neutralny prvok pre operaciu + a 1 je neutralny prvok pre operaciu - na mnozine R. Pretoze
rovnost 0 +m = m + 0 = m zostane v platnosti aj ked zo vSetkych prvkov urobime zvysok
po deleni 5, 0 je aj neutrdlnym prvkom operacie & na mnozine Zs.

Prv nez sa pozrieme na operaciu A, skiisme si ozrejmit ako sa prejavi existencia neut-
ralneho prvku na tabulke bindrnej operacie. Rovnost e * m = m znamend, Ze v riadku e sa
vyskytnd rovnakd prvky ako v hlavicke tabulky. To isté, ale pre stipce, vyplyva z rovnosti
mxe = m. Skutoéne, mozeme si viimnit v tabulke operacie @ na Zs, ze v riadku 0 a v stipci
0 sa opakuju prvky 0,1,2,3,4. Ak sa v pripade operacie A pozrieme na riadky, vidime, ze 0
a 1 s Tavé neutralne prvky. Ked skontrolujeme stipce7 zistime, Ze tdto operdcia nema pravy
neutralny prvok. Teda tato operacia neméa neutrdlny prvok. Priamo z definicie operacie <
vidno, ze v tomto pripade je kazdy prvok pravym neutrdlnym prvkom, ale lavy neutralny
prvok neméame ani jeden.

LN|PN|K|A|IP
(R,+) | 0 0
(Ra) 1 1
(Zs,®) | 0 0
(237A) 0,1 X
(N, <) X v

Teraz si dokdzeme, zZe bindrna opericia nemoéze mat viac ako jeden neutrdlny prvok.
Sposob dokazu je typicky pre pripad, ked chceme dokazat, ze nejaky objekt je danou vlast-
nostou jednoznacne urceny. Pri dokaze tvrdeni takéhoto typu sa velmi ¢asto postupuje tak,
ze uvazujeme dva objekty, ktoré maji ttto vlastnost a snazime sa dokazaft, ze sa rovnaju.

Tvrdenie 3.1.7. Nech x je bindrna operdcia na mnozine M. Ak ey je jej lavi neutrdlny a
eo je jej pravy neutrdlny prvok, tak e; = es.

Specidlne, ak md bindrna operdcia x na mnoZine M neutrdlny prvok, tak tento neutrdlny
prvok je jeding.
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KAPITOLA 3. GRUPY A POLIA 29

Dokaz. Ak e, e; su lavy a pravy neutrdlny prvok operacie *, tak

¢! (2)
€] = €1 x €y = €9,

pri¢om rovnost (1) plati vdaka tomu, Ze e je pravy neutralny prvok a rovnost (2) plati vdaka
tomu, Ze e; je lTavy neutrdlny prvok. O

Z toho Specidlne vyplyva, ze ak mame viacero lavych neutralnych prvkov, ziadny prvok
nie je pravym neutrdlnym prvkom. Na priklade opericie <1 sme videli, Ze jednostrannych
neutralnych prvkov méze byt aj nekonecne vela.

Definicia 3.1.8. Binarna operacia * na mnozine M je komutativna, ak pre vSetky =,y € M
plati
THRY =Y *T.

Komutativnost vlastne znamend, ze mézeme dvojice prvkov vymienat. VacSina operacii,
s ktorymi budeme pracovat, je komutativna.
Opét operacia + a - na R st komutativne. V pripade operacie @ si stac¢i uvedomit, ze
rovnost « + y = y + x sa zachovd, aj ked urobime zvysok modulo 5, teda dostaneme
(x + y) mod 5 = (y + ) mod 5,
rDy=y>dx.

Operacia A nie je komutativna. Staci si vS§imnit, ze

0A2 # 2A0,
2 £ 0.
Podobne sa da overit, ze operacia <1 na mnozine N nie je komutativna.
LN | PN |K|A]|IP
(R,+) | 0 0 | v
(R,-) 1 1 | v
(Zs,®) | 0 0 | v
(Zs, ) | 0,1 | x | x
(N, <) X v | x

Opét je uzitoéné si vSimnit, ako sa komutativnost prejavi na tabulke bindrnej operécie.
Ak je binarna operacia komutativna, musi byt tabulka symetrickd podla hlavnej diagonaly
(pretoZe prvky x * y a y * = si na diagondlne symetrickych poziciach).

Definicia 3.1.9. Binarna operacia * na mnozine M je asociativna, ak pre vSetky x,y,z € M
plati
(x*xy)*z=xx*(y*z).

Uzatvorkovanie v predchadzajicej rovnosti znamend, ktori operaciu robime ako prvi.
Formalne sa mézeme na asociativny zdkon pozerat ako na ,prehadzovanie zatvoriek .

z

)

(z*xy ) *
IR

x *% (y *
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Obr. 3.1: Komutativnost a tabulka bindrnej operacie

Niekedy, v zlozitejsich vyrazoch, aby sme znazornili, kde presne sme pouzili asociativny
zékon, podc¢iarkneme na lavej strane rovnosti tie zatvorky, ktoré ,prehadzujeme®.

Vlastnost asociativnosti vlastne hovori to, ze nezalezi na uzatvorkovani, inak povedané
zapis x *y * z predstavuje ten isty prvok, bez ohladu na to, aké uzatvorkovanie zvolime. Preto
zatvorky mozeme vynechévat.

Hoci vlastnost asociativnosti tak, ako sme ju definovali, hovori len o tom, zZe zatvorky
mozeme vynechat, ak ide o sicin 3 prvkov, nie je fazké si uvedomit, ze to plati aj pre viac
prvkov. K tomuto faktu sa este vratime na konci tejto podkapitoly.

O operaciach 4+ a - vieme, ze st asociativne. Pre operdciu & moézeme pouzit podobni
uvahu ako pri komutativnosti. Ked si vSimneme, ze

2A(0A2) = 2A2 =1,
(2A0)A2 = 0A2 = 2,

vidime, Ze operacia A nie je asociativna
Operacia < je asociativna, lebo pre lubovolné a, b, ¢, € N plati

a<d(b<c)=a<b=a
(a<b)<c=a<c=a

Mbzeme teda doplnit dalsi stipec nagej tabulky.

LN| PN | K|A|IP
(R,+) | 0 0 | v |V
(R, ") 1 1 | vV |V
(Zs,®) | 0 0 | v |V
(Z3,N) | 0,1 | x | x| x
(N, <) X v | x|V

Teraz nasleduje definicia inverzného prvku. O inverznom prvku mé zmysel hovorit iba
vtedy, ak m4a bindrna operacia neutralny prvok. Opéat mé zmysel hovorit o lavom a pravom
inverznom prvku.

Definicia 3.1.10. Nech * je bindrna operacia na mnozine M. Nech a € M a nech e je
neutralny prvok operacie x. Prvok b € M je inverzny k prvku a, ak plati

axb=bxa=ce.

30
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V pripade, ze plati axb = e, b nazyvame pravy inverzny prvok k a. Ak bxa = e, tak b je lavy
inverzny prvok k a.

Priklad 3.1.11. Pre operaciu + plati
a+ (—a)=0=(—a)+a,

teda Tubovolny prvok a € R mé inverzny prvok a je to prvok —a. (Ako sme spomenuli pred
chvilou, pretoze tato operécia je komutativna, staci vlastne overovat len jednu z uvedenych
rovnosti.)

Podobne pre komutativnu operaciu - bude inverznym prvkom ku a # 0 prvok é, lebo

a-—=1.
a
Cislo 0 nemé v tejto operécii inverzny prvok, lebo 0.b = 0 pre lubovolné b € R.

V pripade mnoziny Zs a operacie @ plati 0G0 =164 = 2 & 3 = 0, teda ku kazdému
prvku sme nasli inverzny prvok. (Vsimnime si, Ze inverzny prvok k a je préve zvysok &isla
—a po deleni 5. Vedeli by ste tento fakt zdovodnit?)

Pre operaciu A neméa zmysel hovorit o inverznom prvku, lebo tato operacia nema ani
neutralny prvok. Teraz uz teda mdzeme konec¢ne vyplnit celit nasu tabulku.

LN|PN|K|A]|IP

(R, +) 0 |V |V ]|V
(R,-) 1 1 |V | v ] x

(Zs,®) 0 |V |V ]|V
(Z3,N) |01 | x | x| x| x
(N,<) | x vV x|V | x

Tvrdenie 3.1.12. Nech * je asociativna operdcia na mnoZine M a x md neutrdlny prvok e.
Ak existuje inverzny prvok k a, tak je jednoznacne urceny.

Doékaz. Predpokladajme, ze b; a by st inverzné prvky ku a. Postupnymi tpravami nasledu-
jucej rovnosti (ktord vyplyva z asociativnosti) dostaneme

by * (axby) = (by xa) x by
by xe=exby
by = by

O

Pretoze pre asociativnu operaciu je inverzny prvok jednoznacéne urcéeny prvkom a, mézeme
prefi zaviest oznacenie. Budeme ho oznacovat a~!.

V tabulke bindrnej operacie vieme inverzny prvok néjst tak, ze v riadku a vyhladame
stipec, kde sa vyskytuje neutralny prvok. To isté urobime v stipci a — ndjdeme riadok, v kto-
rom je neutrdlny prvok. Ak sa ndjdeny riadok a stipec zhodujd, tak sme nagli inverzny prvok
k a.

3.1.1 Zovseobecneny asociativny zakon*

Ako sme slabili, vratime sa na chvilu este k asociativnemu zdkonu. Pojde ndm o to, aby sme
si uvedomili, ze pre asociativnu operaciu moézeme skutoCne vynechavat zatvorky, aj ked vo
vyraze vystupuje viac prvkov ako 3.
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32 Binarne operacie

Najprv si to ukdzeme pre 4 prvky a potom podame aj forméalny dokaz, ze to plati pre
lubovolny pocet prvkov.

Na zaciatok sa pokuste najst vSetky mozné uzatvorkovania vyrazu aobocod. V nasledujicej
tlohe si mozete overit, ¢i ste skutoéne nasli vsetky.

Poktste sa potom pomocou asociativneho zdkona odvodit, ze vSetky tieto vyjadrenia sa
rovnaji. (Moznosti ako to dokazovat je velmi vela, jednu najdete v nasledujiicej tilohe.)

Priklad 3.1.13. Dokézte, ze ak o je bindrna operdcia na mnozine A a o je asociativna, tak
lubovolné uzatvorkovanie vyrazu a o b o c o d predstavuje ten isty prvok.
Véetky mozné uzatvorkovania SL'E|

(5) (ao(boc))od
Su to skutocne vsetky mozné uzatvorkovania — najprv sme uviedli tie, kde sa ako posledna
operacia vykond vyndsobenie prvkom a zlava, vyraz (3) predstavuje jediné uzatvorkovanie,
kde st prvky rozdelené na dve dvojice a vyrazy (4) a (5) si tie uzétvorkovania, kde sa ako
posledné vykona vynasobenie prvkom d.

Podla asociativneho zakona plati

(boc)od=bo(cod).
Ak vynasobime tuto rovnost zlava prvkom a, dostaneme
o((boc)od)=ao(bo(cod)),

¢o je vlastne rovnost (1) = (2).

Podobne, ak pouzijeme asociativnost pre prvky a, b, ¢ a vzniknutu rovnost vynasobime
sprava prvkom d, dostaneme (4) = (5).

Dvojnésobnym pouZitim asociativneho zdkona (podéiarknutim st zvyraznené zatvorky,
ktoré sme v prislusnej rovnosti ,prehodili“) dostaneme

ao(bo(cod)) =(aob)o(cod)=((aob)oc)od,
¢o je vlastne rovnost (2) = (3) = (4).
Spojenim vsetkych tychto rovnosti dostaneme, ze vsetky uvedené vyrazy sa rovnaju.

Predchadzajuci priklad by vas sndd mohol presvedcif o tom, Ze nieco podobné plati aj
pre uzatvorkovanie Tubovolného poctu prvkov. Ale vobec nie je jasné, ako by sa takéto nieco
dalo dokézat. To si ukdZeme v nasledujicom (nepovinnom) dokaze.

Tvrdenie 3.1.14 (ZovSeobecneny asociativny zakon). Nech - je asociativna bindrna operdcia
na mnozine A. Potom sicin ay * as * - -+ x a, nezdavisi od spoésobu uzdtvorkovania.

Doékaz. Tvrdenie budeme dokazovat tplnou indukciou vzhladom na n. Pri dékaze budeme
postupovat tak, ze si vyberieme jedno uzatvorkovanie, konkrétne a;*(az*(asx*. .. (ap_1%ay,))),
a budeme sa snazit dokézaf, ze vSetky ostatné mozné uzatvorkovania predstavuju ten isty
prvok.

1V pripade, ze vam vysiel iny pocet alebo iné uzatvorkovania, skiste si ozrejmit ¢o presne rozumieme pod
uzatvorkovanim — je to taky zapis, ktory jednoznacne urcuje poradie vykonanych operécii. Pritom poradie
prvkov a, b, ¢, d nesmieme prehadzovat.
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1° Pre n = 2 méme jediné mozné uzatvorkovanie, preto tvrdenie plati.

2° Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre Tubovolny pocet prvkov mensi ako n.

Ak méame nejako uzatvorkovany vyraz ai*as*...*a,, si dve moznosti ako moze vyzerat.
Bud ma4 tvar

ay x (ag xag * ... % ap)

nejako uzitvorkované

alebo

(a1 *...%ag) * (A1 * ... % ay),

kde opéat prva a druhd zatvorka mozu byt uzatvorkované lubovolnym sposobom.
V prvom pripade, podla indukéného predpokladu

gk ag* - % an = ag* (az* -+ (Ap_1 * ap)).

(Inymi slovami, lubovolné uzatvorkovanie n—1 prvkov as, ag, . . . , ap, sa rovnd prvku uréenému
nami zvolenym usporiadanim.) Vyndsobenim tejto rovnosti zlava prvkom a; dostaneme

ay x(agxag*---*a,) =ay * (az * (ag * - * (an_1 * a,))).

Zostava nam este druhy pripad. V tomto pripade najprv pouzijeme induk¢ny predpoklad
pre obe zatvorky

(ap - xag) * (aper % *xap) = (a1 * (ag *x - xag)) * (Agr1 * (Qpro * - * ap)).

Vyuzitim asociativnosti dostaneme

(a1 % (ag*---*xag)) * (agt1 * (agpox - xap)) = a1 * ((ag* -+ xag) * (apt1 * (Ao * - *ay))),

¢im sme upravili dany vyraz na tvar suc¢inu prvku a; a nejako uzatvorkovanych ostatnych
prvkov (¢o je presne prvy pripad, ktory sme uz vyriesili).

Teraz teda opat staci pouzif indukény predpoklad na prvky v zatvorke a dostaneme
pozadovany tvar

ay * ((ag * - xag) * (a1 * (Qgpo * - *ay))) = ay * (ag * (ag * -+ * (ap—1 * ay))).

O

Poznamka* 3.1.15. Ako zaujimavost mozeme spomenut, ze pocet uzétvorkovani n + 1
symbolov urcuje n-té Catalanove ¢islo

- 1 (271)
n+1\n

Dokaz tohoto faktu nie je jednoduchy. Pri niektorych odvodeniach uvedenej formuly sa po-
uziva rovnost

Cny1 = 2": CiCns,
i=0

mozete sa skusit zamysliet nad tym, ¢i by ste ju vedeli odvodif. Stvisi tato rovnost s nejakym
sposobom (algoritmom) na vymenovanie vsetkych moznych uzatvorkovani?
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Cvicenia

Uloha 3.1.1. Vypiste vietky mozné bindrne operdcie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st
asociativne, komutativne, maji neutralny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj
inverzny?

Uloha 3.1.2. Na Z; = {0,1,2,3,4,5,6} definujme opericie & a ® podobne ako pre Zs
v priklade (Teda ako obvyklé scitovanie a ndsobenie, ibaZe po urobeni tejto operécie
urobime zvySok po deleni 7, ¢im dostaneme prvok zo Z7.) Zistite, ¢i st tieto operécie asocia-
tivne, komutativne, ¢i existuje neutralny prvok a ¢i ma kazdy prvok inverzny. Vedeli by ste
to v pripade operacie @ najst inverzny prvok aj bez toho, ze by ste skusali jednotlivé prvky?

Uloha 3.1.3. N3jdite bindrnu operéciu,
a) pre ktord aspon jeden prvok mé viacero Tavych inverznych prvkov,
b) ktord je asociativna a aspon jeden prvok mé viacero Iavych inverznych prvkov.

Uloha 3.1.4. Na R definujme opericiu « *y = x + y + z2y. Overte, 7ze kazdé € R ma
vzhladom na tito bindrnu operéciu jediny pravy, ale existuju redlne ¢isla, ktoré nemaja lavy
inverzny prvok.

Uloha 3.1.5*. Ak viete, Ze ide o tabulku asociativnej bindrnej operécie, dopliite chybajice
vysledky (ak sa to d4).

3.2 Grupy

V tejto Casti sa konecne dostavame k definicii grupy. Pre nas sice grupy poslizia len ako po-
mocny aparat — na to, aby sme mohli jednoduchsie zadefinovat pojem pola a dokazat niektoré
vlastnosti poli — od svojho vzniku sa tedria grip stala samostatnou, velmi rozsiahlou mate-
matickou disciplinou, zasahujticou do najrozlicnejsich oblasti matematiky. Viac sa o grupach
dozviete neskér. Podobne aj o poliach sa v priebehu vasho stidia dozviete aj dalsie zaujimavé
fakty, na tejto prednaske uvedieme len tie, ktoré budeme potrebovat pri praci s vektorovymi
priestormi.

Definicia 3.2.1. Dvojica (G, ), kde G je mnozina a * je bindrna opericia na G, sa nazyva
grupa, ak

(i) operécia * je asociativna,
(ii) operécia * ma neutrdlny prvok, (neutrdlny prvok budeme spravidla oznadovat e)

(7ii) ku kazdému prvku g € G existuje inverzny prvok vzhladom na operaciu *. (Tento
inverzny prvok budeme oznacovat g=1.)

Poznamka 3.2.2. Pretoze pozadujeme existenciu neutralneho prvku e € G, z definicie grupy
automaticky vyplyva, Ze mnozina G je neprazdna, G # (.

Priklad 3.2.3. Na ziklade tabulky, ktord sme vyplnili v priklade [3.1.11| vidime, ze (R, +)
aj (Zs, ®) si grupy.
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KAPITOLA 3. GRUPY A POLIA 35

Naopak, (R,-) nie je grupa, pretoze 0 nemd inverzny prvok. V tomto pripade mozZeme
situdciu zachranit, ak zmenime mnozinu, na ktorej budeme tiito bindrnu operaciu uvazovat.
Tvrdime, ze (R ~\ {0}, ) je grupa.

O tom, Ze - je bindrna opericia aj na mnozine R \ {0} sme uz hovorili v priklade
Neutréalny prvok je 1, toto ¢islo patri do mnoziny R ~\ {0}. Takisto asociativnost sa neporusi
pri prechode ku mensej mnozine. Pretoze sme vynechali nulu, kazdy prvok a € R~ {0}, uz
teraz mé inverzny prvok é, ktory tiez patri do mnoziny R ~ {0}.

Definicia 3.2.4. Grupa (G, %) sa nazyva komutativna, ak operécia * na G je komutativna.
(Tiez sa pouziva termin abelovskd grupa.)

Nie kazda grupa je komutativna. Prikladom nekomutativnej grupy je grupa S,, vSetkych
permutdcii n-prvkovej mnoziny pre n > 3 (tiloha (3.2.2)).

Veta 3.2.5 (Zdkony o krateni). Ak (G, *) je grupa, tak pre lubovolné a,b,c € G plati

axb=axc = b=c

bxa=cxa = b=c

Inak povedané, zakony o krateni hovoria, ze v grupe mézeme krétit Tubovolnym prvkom
zlava aj sprava.

Dékaz. 7 rovnosti a * b = a * ¢ dostaneme vynasobenim prvkom a~' zlava

alx(axb)=a"tx(axc)
(et xa)xb=(a"'xa)*c
exb=exc

b=c

(V jednotlivych krokoch sme vyuzili asociativnost, definiciu inverzného a neutralneho prvku.)
Implikdcia b * a = ¢ * a = b = c sa dokéZe analogicky, ibaze prvkom a~! budeme nésobit
sprava. O

Zakony o krateni mozeme zapisat aj v ekvivalentnej podobe (obmenend implikécia, pozri

priklad |2.1.11]):

b+#c = axb#£axc
b+#c = bxa#c*a

Skusme si premysliet, ako sa prejavia zakony o krateni v tabulke bindrnej operacie. Prvky
tvaru a*b, kde b € G, st prave prvky v riadku a. Zakon o krateni v tvare b # ¢ = a*b # a*c
teda znamend, ze v roznych stipcoch riadku a sa objavia rozne vysledky operécie *. Inak
povedané, v ziadnom riadku sa nesmie viackrat vyskytnuaf ten isty prvok. Podobne, zakon
o kraten{ zlava hovori, ze v ziadnom stlpci sa nezopakuje nijaky prvok viackrat.

Veta 3.2.6. Nech (G, x) je grupa. Potom pre lubovolné a,b € G plati

(aH™t=a

(axb) P =b"txat
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Dékaz. Najprv pouzijeme dvakrat definiciu inverzného prvku. Inverzny prvok a~! musi spliiat
rovnost

(@) txat =e.
Definicia inverzného prvku pre a nam dava

axa !l =e.

Porovnanim tychto 2 rovnosti dostaneme

(a_l)_1 xa ' =axa!

a zo zakona o krateni vyplyva
(e =a.

Aj na dokaz druhej rovnosti chceme vyuzit zadkony o krateni. Z definicie inverzného prvku
mame
(axb) P x(axb) =e.
Aby sme mohli vyuzit zdkon o krateni bolo by dobre, keby sme nejako upravili vyraz (b=! x

a~ ') % (a * b), tak sa pokisme upravit ho (budeme pouzivat asociativny zakon a definiciu
inverzného a neutralneho prvku).

gb_l*a_l)*(a*b):b_l*(a_l*(a*b)):b_l*((a_l*a)*b):b_l*(e*b):b_l*bze

Zistili sme teda, 7e (a * b)~1 x (a*b) = (b~ *xa~!) x (a * b) a zo zdkona o krateni potom
vyplyva
(axb) ™t =b"txat.

O

V predchadzajicom dokaze sme podrobne rozpisovali kazdé pouzitie asociativneho za-
kona. Pretoze sme uz v pouzivani asociativneho zakona ostrielani, mozeme si pracu zjedno-
dusit vynechdvanim zdtvoriek (ktoré si vieme na patriénych miestach domysliet) a uvedentt
Upravu zapisat strucnejsie ako

b lxa txaxb=b"lxexb=b"'xb=c.

Poznamka 3.2.7. Grupy, s ktorymi ste sa doteraz najcastejsie stretli, st asi (R,+) a (R~
{0},-). Aj pre grupy vo v8eobecnosti sa velmi ¢asto zvykne grupova operacia ¢asto oznacovat
+ alebo -. Vtedy hovorime o aditivnom (pomocou znamienka +) alebo multiplikativnom
(pomocou -) zépise grupovej opericie.

Pri aditivnom zapise sa zvykne inverzny prvok zapisovat ako —a, pri multiplikativnom
ako a~! alebo aj % Takisto neutrdlny prvok sa v zavislosti od pouzitej symboliky niekedy
oznacuje ako 0 alebo 1.

Rozdiel medzi tymito dvoma druhmi zdpisu sa napriklad prejavi aj vtedy, ak chceme
zapisat n-ndsobné pouzitie operdcie na prvok a (pozri dlohu . Pri aditivnom zéapise sa
spravidla pouziva symbol n x a, pri multiplikativnom a™.

My budeme pouzivat oznacenia tak, ako sme ich zaviedli v tejto kapitole. Teda ked bu-
deme pracovat s grupou vo vSeobecnosti, budeme neutralny prvok oznacovat e a inverzny
prvok a~!. V pripade konkrétnych grip a hlavne v pripade poli a vektorovych priestorov,
kde sa priamo v definicii vyskytne bindrna operacia oznacovana ako + vsak uprednostnime
aditivny zdpis. (V oboch spominanych definiciach na to vyslovne upozornime). Takisto bu-
deme pouzivat aditivny zapis pre grupu (Z,,®) a mnohé dalsie grupy, kde je prirodzené
oznacit grupovi opericiu znakom +. (Napriklad v tlohe kde sa zaoberame scéitovanim
funkcii, je prirodzené oznacovat neutralny prvok znakom 0.)
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KAPITOLA 3. GRUPY A POLIA 37

Cvicenia

Uloha 3.2.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych
pripadoch je tato grupa komutativna?

a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym ndsobenim)

b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym ndsobenim)

C) (R N {0}’ ')’ d) (C7 +)7 e) (Cv ')7 f) ((C \ {O}a )

g) (R?,+) (so s¢itovanim definovanym po zlozkdch)

h) R s operdciou *, axb=a+b—1

i) R~ {—1} s operdciou *, axb=ab+a+b

j) Mnozina vSetkych parnych celych ¢isel vzhladom na séitovanie.

k) Mnozina vSetkych neparnych celych éisel vzhladom na s¢itovanie.
1) (Zs, ®)

—

Uloha 3.2.2. Tvoria vietky permutdcie na koneénej mnozine M s operaciou skladania zo-
brazeni grupu? Je tiato grupa komutativna? Urobte tabulku grupovej operacie v pripade
M ={1,2,3}.

Uloha 3.2.3. Je (R, %), kde axb = ab+a+b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory
prvok a z mnoziny R tak, aby (R \ {a}, *) bola grupa?

Uloha 3.2.4. Nech G je mnozina vsSetkych funkeii fo5: R — R, ktoré st tvaru f,,(z) =
ax + b pre nejaké redlne c¢isla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operaciou skladania
zobrazeni grupu? Je mnozina {f,;a,b € R,a # 0} s operdciou skladania zobrazeni grupa?
Dostaneme grupu, ak vezmeme len také a,b € R, ze a = 17 V tych pripadoch, ked dostaneme
grupu, je tato grupa komutativna?

Uloha 3.2.5. Nech G = {z € C: |z| = 1}. Je G s operaciou - (nasobenie komplexnych ¢isel)
grupa? Oznatme C,, = {z € C: 2" = 1}. Je (C,, ) grupa?

Uloha 3.2.6*. Budeme uvazovat o nasledujicich operdciach s mnozinami:

AUB = {z;x € AV z € B} (zjednotenie)

ANB = {x;z € ANz € B} (prienik)

A\ B ={x;x € ANz ¢ B} (rozdiel)

A+ B ={zr;2 € As € B} (symetrickd diferencia - ekvivalentne ju mézeme definovat ako
A+B=(A\B)U(B\A))

Ak X je lubovolnd mnozina, P(X) oznad¢ime mnozinu vSetkych jej podmnozin. Potom U, N,
\, = sd bindrne operédcie na P(X). Je P(X) s niektorou z tychto operécii grupa?

Uloha 3.2.7. Oznacme:

My, ={f:Z — Z; f je bijekcia}

My = {f € My; f(n) = n pre vSetky celé ¢isla n aZz na konecny pocet}

M; = {f € My; f(n) = n len pre koneény podet n}.

Ktoré z mnozin M7, Ms, M3 tvoria grupu spolu s operaciou skladania zobrazeni?

Uloha 3.2.8. Nech G je mnozina vietkych zobrazeni f: R — R. Na tejto mnozine definujeme
operéciu @ tak, ze (f @ g)(z) = f(x) + g(z). Je G s touto opericiou grupa? Ak definujeme
(fog)(x) = f(z) - g(zx), bude (G,®) grupa? Ktoré funkcie treba vynechat, aby sme dostali
grupu?

Uloha 3.2.9. Nech M # () je mnozina a (G,0) je grupa. Nech H je mnozina vsSetkych
zobrazeni f: M — G. Definujme na H bindrnu operdciu * tak, ze (f x g)(z) = f(x) o g(x).
Je (H,x*) grupa?
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Uloha 3.2.10. Na mnozine R" (teda na mnozine vSetkych usporiadanych n-tic redlnych
¢isel) definujeme bindrnu operdciu 4+ ako (z1,...,2,) + (Y1, -, Un) = (@14 Y1, o, Tn + Yn)-
Je R™ s touto operaciou grupa? (Pouzili sme symbol + v dvoch rdznych vyznamoch — raz
ako operdciu na R", ktort definujeme, a raz ako dobre zname séitovanie na mnozine R.
Keby sme chceli byt dosledni, zaviedli by sme novy symbol pre operaciu na R™, napriklad
(@1, 2n)®(W1, - -y Un) = (T14+Y1, - -+, Tn+Yn ). K tomuto problému — pouzivanie rovnakého
symbolu v roznych vyznamoch — sa eSte vratime.)

Uloha 3.2.11. Ak (G,0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(x) = a oz je bijekcia.

Uloha 3.2.12. Nech (G, 0) je grupa. Dokézte, Ze zobrazenie f: G — G definované ako
f(x) = 271 je bijekcia.

Uloha 3.2.13*. Nech G je neprazdna mnozina a o je asociativna bindrna operéacia na G.
Potom G je grupa prave vtedy, ked pre Iubovolné a,b € G maji rovnice

aox=1>

yoa=1»b

rieSenie v G (inymi slovami, pre lubovolné a,b € G existuju z,y € G, ktoré spltiaju tieto dve
rovnosti.)

Uloha 3.2.14*. Nech G je koneCnd mnozina a o je bindrna operacia na G taka, ze plati
asociativny zdkon a zdkony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

Uloha 3.2.15*. Dokézte, 7e v konecnej grupe, ktord mé parny pocet prvkov, existuje prvok
rozny od neutrdlneho prvku taky, ze a o a = e.

Uloha 3.2.16. Nech (G,*) je grupa a a € G. Potom pre Iubovolné n € N definujeme
matematickou indukciou prvok a™ nasledovne:
a’ =e
a™tt = a" xa.
(Je to presne to, ¢o by sme intuitivne chépali pod zépisom a*a*...xa.)
n-krat

Tato definiciu mdézeme rozsirit aj na zaporné Cisla tak, ze pre n € N polozime a™" =
(a=H)™. Tym je a™ definované pre Tubovolné a € G a n € Z. (VSimnite si, Ze to koresponduje
s ozna¢enim a !, ktoré pouzivame pre inverzny prvok.)

Dokazte, ze pre lubovolné a,b € G a m,n € Z plati:
a) ™t = g™ x a,
c) ak axb=>bx*a, tak a”™ xb" = (a*x b)",

Uloha 3.2.17. Nech koneénd mnozina G = {e,ay,...,a,} tvori s operdciou * komutativnu

grupu a e je jej neutrdlny prvok. Dokdzte, Ze (ay * ag * - - - * a,)? = e.

Uloha 3.2.18. Nech * je bindrna operdcia na mnozine A, taka, ze pre kazdé a, b, ¢ € A plati
ax* (bxc) = (a*c)*ba* mi neutrdlny prvok. Dokézte, ze operdcia * je komutativna a
asociativna.

Uloha 3.2.19. Nech (G, o) je grupa. Dokazte, Ze ak z o x = x, tak = = e.
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KAPITOLA 3. GRUPY A POLIA 39

Uloha 3.2.20. Zistite, ¢ (RT x R,O), kde pre kazdé (a,b), (c,d) € RT x R definujeme
(a,b)d(c,d) = (2ac, b+ d), je grupa.

Uloha 3.2.21. Nech G = R x (R~ {0}). Definujme na tejto mnozine binarnu operéciu *
predpisom (a,b) * (¢,d) = (a + be, bd). Je to skutocne bindrna operécia? Je (G, *) grupa? Je
to komutativna grupa?

[ [alblc[d]

Uloha 3.2.22. Dopliite nasledujicu tabulku d |tak aby ste dostali grupu.

oo e

Uloha 3.2.23. Ak pre kazdy prvok z grupy (G, 0) plati x oz = e, tak tato grupa je komu-
tativna.

Uloha 3.2.24. Je mnozina Q s operaciou < definovanou ako a <b = ab — a grupa? Je tato
operacia komutativna? M4 lavy neutralny prvok? Ma pravy neutralny prvok?

Uloha 3.2.25. Nech # je asociativna bindrna operacia na mnozine M, ktord mé neutralny
prvok e. Ak pre nejaké x € M plati z xx = x a ku x existuje lavy inverzny prvok, tak x = e.

Uloha 3.2.26*. Nech * je bindrna operdcia na mnozine G, ktord
a) je asociativna,
b) mé lavy neutrdlny prvok t.j. existuje prvok e € G taky, ze (Vo € Glexx = x
¢) pre kazdy prvok x € G existuje y € G také, Zze y x v = e (kde e oznacuje prvok z Casti b)
£,
VMreG)(FyeGy*z=e

(struéne mozeme povedat, ze ku kazdému prvku existuje lavy inverzny prvok vzhladom na

e).

Dokazte, ze potom (G, %) je grupa.

Uloha 3.2.27. Nech G je koneéna grupa, |G| = n. Neutralny prvok tejto grupy oznaéme e
a jej prvky oznacme ako ay,...,a, (t.j. G ={a1,...,an}).

a) Ukazte, Ze pre lubovolné a € G plati G = {aay,...,aa,}.

b) Predpokladajme, ze G je navySe aj komutativna grupa. Ukazte, Ze pre lubovolné a € G
plati a™ = e.

(Pozndmka: Takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativnej grupy — v tom pripade ale treba
pouzit iny argument. D4 sa to odvodit napriklad ako dosledok Lagrangeovej vety.)

3.3 Polia

V tejto podkapitole zadefinujeme polia. Zakladnymi prikladmi poli st redlne ¢isla, racionédlne
¢isla a komplexné ¢isla. Vacsina vlastnosti, o ktorych budeme hovorit, vam preto bude dobre
znama.

Vyhoda toho, ze sa budeme mnohé uzito¢né vlastnosti tychto zndmych ¢iselnych oborov
dokazat pomocou niekolkych jednoduchych zakladnych axiém spociva v tom, ze aj pre iné
¢selné mnoziny, ktoré splitaju axiémy z definicie pola, budeme moct automaticky pouzit
vSetky vysledky, ktoré si dokdzeme o poliach vo vSeobecnosti.

Definicia 3.3.1. Nech F' je mnozina, + a - si bindrne operacie na F'. Hovorime, Ze trojica
(F,+,") je pole, ak
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(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutrdlny prvok budeme oznacovat 0;
(i) (F ~ {0},-) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme oznacovat 1;
(iii) pre lubovolné a, b, c € F plati

a(b+c) = ab+ ac,
(a+b)e=ac+ be.

(Tuato vlastnost nazyvame distributivnost.)

Pre inverzny prvok v grupe (F,+) budeme pouzivat oznaCenie —a, t.j. pre tito grupu
pouzivame aditivny zépis. Prvok —a nazyvame opacny prvok k prvku a.

Pre grupu (F~\.{0}, -) budeme pouzivat multiplikativny zapis, teda inverzny prvok k prvku
a # 0 pola F vzhladom na opericiu - budeme znagéit a~!. Ak pouZijeme termin inverzny prook
v stvislosti s polom a nespecifikujeme bindrnu operéciu, mysli sa tym prave prvok a~!.

Namiesto b + (—c¢) budeme pouzivat struénejsi zapis b — c.

O operdciach + a - v poli F' budeme niekedy hovorit ako o s¢itovani a ndsobeni (stcte a
sucine), presne tak ako je to v najzékladnejsich prikladoch poli.

Aby bolo jasné, ktorad operacia sa vykona najskor, mali by sme pouzivat zapis ako napri-
klad (a-b)+ (c-d). Budeme pouzivat rovnaki konvenciu, akd je zauzivana pre redlne ¢isla —
operacia - ma vyssiu prioritu ako operacia +, teda predchadzajici zapis mozeme strucnejsie
zapisat ako ab + cd.

Priklad 3.3.2. (Q,+,-), (R,+,-) a (C,+,-) st polia. Vlastnosti (i) a sme overili v ¢asti
o grupéch (resp. v cviceniach za Tiou), zo strednej skoly vieme, Ze pre tieto ¢iselné obory plati
aj distributivnost.

Pole by sme mohli ekvivalentne definovat aj nasledujicim sposobom. (Vsimnite si, Ze
pojem grupy nam umoznil tito definiciu zapisat ovela strucnejsie.)

Definicia 3.3.3. Pole je mnozina F, na ktorej st definované 2 bindrne operécie + a - spliia-
juce:

(i

pre vsetky a,b,c € F plati a+ (b+¢) = (a+b) + ¢,

(ii) pre vSetky a,b € F plati a +b = b+ a,

ku kazdému a € F existuje b € F tak, ze a+b =0,

)
)
(iii) existuje prvok 0 € F taky, ze pre kazdé a € F sa a + 0 = a,
(iv)
)

(v) pre vetky a,b,c € Fplatia-(b-¢) = (a-b) - ¢,

(vi) pre vSetky a,b€ F platia-b=1">-aq,

)
(vii) existuje prvok 1 € F taky, ze 1 #0 a pre kazdé a € Fsaa-1=a,
(viii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, ze a-b=1,

(ix) pre vSetky a,b,c€ Fsaa-(b+c)=a-b+a-c.
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Overenie ekvivalentnosti tychto 2 definicii ponechdvame ako cvicenie (ﬁloha. Mozno
vam pri tom pomdzu niektoré zo zakladnych vlastnosti pola, ktoré odvodime v nasledujicom
tvrdeni. (My budeme pouzivat definiciu Samozrejme, akondhle viete dokazat ekviva-
lentnost oboch definicii, moézete pouzivat ktorikolvek z nich.)

Tvrdenie 3.3.4. Nech (F,+,-) je pole. Potom pre a,b,c € F plati

)
)
)

(iv) (—a)-b=—a-b,
) (=a)-(=b)=a-b,
)a-b=0=a=0Vb=0,
Ya-b=a-cha#0=b=c,

(vii) a-a=a=a=0Va=1.

Dokaz. Rovnost
0+0=0

vynasobime zlava prvkom a. Po pouziti distributivneho zdkona dostaneme

a.0=a.(04+0) =a.0+a.0
a.0=20

(V poslednej tiprave sme vyuzili zdkon o krateni — moézeme ho pouzit vdaka tomu, 7Ze (F,+)
je grupa.)

Rovnost 0.a = 0 sa ukdze takmer rovnako. (Prvkom a budeme néasobit sprava.)

Ak a aj b st rozne od nuly, tak tvrdenie vyplyva z komutativnosti grupy (F ~ {0}, ).
Pripad, Ze niektoré z nich je nulové, je vyrieseny v ().

Ak a # 0, tak tato rovnost vyplyva z toho, Ze 1 je neutrdlny prvok grupy (F ~ {0}, ).
Pre a = 0 mdme 1.0 =0 = 0.1 z (i)

(iv) Pouzitim distributivnosti a definicie opa¢ného prvku dostaneme

b+ (—a)b=(at(—a)b=0b20.
Teda (—a).b je skutoéne opaény prvok k a.b, ¢ize naozaj plati
(—a).b=—(a.b).
Dvojnasobnym pouzitim rovnosti dostaneme
(—a).(=b) = —a.(=b) = —(—a.b) = a.b.

(V poslednej rovnosti sme pouzili fakt, ze —(—a) = a, ¢o je vlastne tvrdenie (a=1)~!

z vety prepisané do aditivneho zapisu.)

41

{pole:
{pole:
{pole:
{pole:
{pole:
{pole:

{pole:

1.1a}
itONE}
1.2}
1.3}
1.4}
1.5}

1.6}



42 Polia

Fakt, Ze - je bindrna operdcia na mnozine F ~\ {0} (ktory je v definicii ukryty
v tom, ze (F' ~\ {0},-) je grupa) vlastne hovori, Ze

a#0ANb#0=ab#0.

7Z tejto implikacie dostaneme tvrdenie ako obmenent implikéciu.
Z rovnosti ab = ac dostaneme

a(b—c)=ab—ac=0.

Pretoze a # 0, z vyplyvab—c=0ab=c.
(viil) Rovnost a.a = a mdZeme upravit na tvar

a-a—a-1=0
ala—1)=0

Na zdklade (vi) potom dostaneme a = 0 alebo a = 1. O

Zistit, Ze racionalne, redlne a komplexné &sla spliiaji vlastnosti pola bolo pomerne jed-
noduché. Dalsim zékladnym prikladom pola bude pre nas pole (Zp,®,®), kde p je prvocislo.
Teraz sa preto budeme venovat definicii operacii & a ® na mnozine Z,, a dokdzeme, ze ak n
je prvocislo, tak to je skutoc¢ne pole.

Definicia 3.3.5. Nech n € N, n > 2. Mnozinu Z,, definujeme ako Z, := {0,1,...,n — 1}.
(Teda mnozina Z,, obsahuje vsetky mozné zvysky po deleni ¢islom n.)
Na mnozine Z,, zavedieme operacie @ a ® predpisom

a®b=(a+b)modn,
a ® b= (ab) mod n,

kde operdcia mod oznacuje zvysok po deleni ¢islom n. (Pozri aj vetu o deleni so zvySkom —

veta v dodatku [A])

Delenie so zvyskom poznate zo strednej Skoly, na pripomenutie si uvedme zopar prikladov.

Priklad 3.3.6. V tomto priklade budeme pocitat v Z;.

204=6

3@ 6 =2, pretoZe 3+ 6 =9 a zvySok 9 po deleni 7je2 (9=1-7+2).

203=6

204=1,lebo2-4=8a8=1-7+1 (Tym sme vlastne zistili, Ze 4 je inverzny prvok
k 2 vpoli Zys; ¢ize 27 =4 a4t =2)

306 =4, pretoze 3-6=18a18=2-7+4

Pokusme sa vyratat aj nejaky zlozitejsi vyraz ako napriklad
30402)p560306)=3060502=403=0.

Vsimnime si, zZe ten isty vysledok by sme dostali, keby sme najprv pouzili obvyklé scito-
vanie aj nasobenie a az na zaver urobili zvysok modulo 7.
3-4+2)+5-(3+6)=3-6+5-9=18445=63=9-7+0
Nie je to ndhoda — takto to funguje vzdy. Viac sa o tom modzete docitat v dodatku 77.

Ak budete mat na paméti tito zakonitost, moéze vam to niekedy pomoct pri vypoctoch
operécii v Z,,. Vyuzijeme ju aj v nasledujicom dékaze (povinnom pre tych, ktorf si trifaji na
A-cko; jedind naroc¢nejsia cast je tam dokaz existencie inverzného prvku — overenie ostatnych
podmienok by mal zvladnut kazdy).

Budeme potrebovat pripomentt aj pojem prvocisla, ktory poznéte zo strednej skoly.
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Definicia 3.3.7. Cislo n € N, n > 1, nazjvame zloZenym c¢islom, ak n = m.k pre nejaké
m,k € Ntaké, ze 1 <m, k <n.

Ak n € N, n > 1, nie je zloZené, tak ho nazyvame prvocislo.

Cislo 1 nepovazujeme ani za prvoéislo ani za zlozené &slo.

Inymi slovami, ¢islo n je prvocislo, ak nie je delitelné zZiadnymi inymi prirodzenymi ¢islami
okrem 1 a n. Napriklad 9 je zlozené ¢islo, lebo 9 je ndsobkom 3, ale 7 je prvocislo (¢islo 7 nie
je delitelné nijakym mensim ¢éislom okrem 1).

V dokaze nasledujucej vety budeme potrebovat tito dolezitt vlastnost prvocisel:

plmn=p|lmvpln,

t.j. ak je stcin dvoch ¢isel delitelny prvoéislom p, musi p delit jedno z tychto éisel. (Tuto
vlastnost nebudeme dokazovat, mali by ste ju poznat zo strednej Skoly.)

Veta 3.3.8. Ak p je prvocislo, tak (Z,,®,®) je pole.

Dékaz. Overime podmienky z definicie m
(Z,,®) je komutativna grupa
Lahko vidno, Ze @ je binadrna opericia na mnozine Z,.
Asociativnost: Pre Iubovolné a,b, c € Z,, plati

(a+b)+c=a+(b+¢)
((a+b)+c¢)modp=(a+ (b+c)) modp
(((a 4+ b) mod p) + ¢) mod p = (a + ((b + ¢) mod p)) mod p
(a®b)@c=ad (bdc)

(Pri poslednej dprave sme vyuzili, Ze nezdleZ{ na tom, Ze zvySok po delen{ ¢islom p urobime
po kazdej operécii, alebo najprv urobime obvyklé séitovanie/nésobenie a az z takto z{skaného
vysledku urobime zvySok po deleni ¢islom p.)

Komutativnost:
a+b=b+a
(a+b)mod p = (b+ a) modp
a®b=bDa
Neutrdlny prvok je 0.
a+0=a
(a+0)modp=amodp=a
a®0=a

Inverzngy prvok k a je (—a) mod p, ¢ize zvysok ¢isla —a po deleni p. Skutocéne
a® (—a) modp = (a+ ((—a) mod p)) mod p = (a + (—a)) mod p = 0 mod p = 0.

Vsimnite si, ze sme zatial nikde nevyuzili predpoklad, ze p je prvocislo. Tato prva cast
tvrdenia teda plati aj pre zlozené ¢isla. Spominany predpoklad vsak budeme potrebovat
v nasledujtcej casti dokazu.

(Z, ~ {0}, ®) je komutativna grupa
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Pri dékaze asociativnosti, komutativnosti a existencie neutralneho prvku budeme postu-
povat takmer rovnako ako v predchadzajticej casti. V tomto pripade vsak budeme musiet dat
pozor aj na to, ¢i © je skuto¢ne bindrna operdcia na mnozine Z, \ {0}.

Bindrna operdcia: Chceme ukazat, ze ak a,b € Z, ~ {0}, tak a ©® b # 0. Ak by platilo
a®b= (a.b) mod p =0, znamen4 to, ze p | a.b (zvysok ¢isla a.b po deleni p je 0). Kedze p je

prvocislo, tak musi platit p | a alebo p | b. Lenze v mnozine Z, \ {0} = {1,2,...,p — 1} nie
je ziadny nésobok p.
Asociativnost:
a.(b.c) = (a.b).c

a
(a.b).c) mod p
(a.b mod p).c) mod p

(a.(b.c)) modp =
(a.(b.c) mod p) mod p =
a®(boe) =

~ o~~~

a®b)Oc
Komutativnost:
a.b=b.a
(a.b) mod p = (b.a) mod p
a®b=b0a
Neutrdlny prvok je 1:
a-1=a

(a-1)modp=amodp=a
a®l=a

Ezistencia inverzného prvku. Nech a # 0. Chceme vediet, ¢i existuje b € Z, také, zZe
a ® b= 1. Najprv si vSimnime, Ze pre k,l € Z, plati implikécia

a®k=a0l = k=1

(inak povedané, mozeme kréatit nenulovym ¢islom.)

Ak (a-k)modp = (a-1) modp, ¢ize ak aj al ddvaji rovnaky zvysok po deleni p, tak plati
p|a-(k—1). Pretoze p je prvocislo, nemé vlastnych delitelov, a teda musi delit bud a alebo
k — 1. Pritom a # 0 a iné ndsobky &isla p v Z,, uz nie su. Teda p | k — I. Pretoze k,l € Z,,
ich rozdiel je z mnoziny {—(p — 1), —(p — 2),...,0,1,...,p — 2,p — 1}. V tejto mnozine je
jedinym nésobkom ¢isla p opét nula, preto k —1=0a k = 1.

Implikécia, ktort sme préve dokédzali, ale znamend, ze a © k, kde k € Z,, nadobuda
p roznych hodnoét. (Nemdze nadobudnit rovnakd hodnotu pre dve rozne &isla k # k'.) Pre
vhodné ¢islo k € Z,, sa teda objavi kazd4 hodnota zo Z,, Specialne aj 1, ¢o sme chceli dokézaf.

Distributivnost:

a.(b+c¢) = ab+ ac,
(a.(b+ ¢)) mod p = (ab + ac) mod p,
a®bdc)=ad®bPadec.

O

Mbzeme si vSimnut, ze prvociselnost ¢isla p sme vyuzivali iba v dvoch castiach dokazu:
© je bindrna opericia na Z, \ {0} a ku kazdému nenulovému prvku existuje inverzny.
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Vsimnite si tiez, ze sme v najdolezitejSej c¢asti dokazu najprv dokézali zdkon o krateni a
z neho sme odvodili existenciu inverzného prvku. Tento postup stvisi s postupom, ktory sa
da pouzit v tlohe *,

Tiez si mézeme vSimnut, ze dokaz je len existenény — ukézali sme existenciu inverznych
prvkov, ale v dokaze sme neuviedli nijaky algoritmus, ako ich hladat. Zatial teda budeme
postupovat tak, Ze jednoducho vyskusame vSetky moznosti (priklad [3.3.11)), ¢o nie je az také
hrozné, ked mé pole, ktoré skiimame, malo prvkov. Ind moznost, ako hladat inverzny prvok,
by bolo pouzitie malej Fermatovej vety (priklad . Neskér, na predmete Algebra 2, sa
dozviete o Euklidovom algoritme na hladanie najvac¢sieho spolo¢ného delitela. Ten sa takisto
da pouzit na tento ucel.

Ak n je zlozené, (Z,,®,®) nie je pole.

Pozrime sa najprv na Z,4 s ndsobenim modulo 4.

Priklad 3.3.9. (Z4,®, ®) nie je pole.

w N~ oG
O O o oo
W N~ Ol
N O N O
— N W oW

7 tabulky si m6zeme vSimnit, ze neplati viacero vlastnosti pola:
e ku prvku 2 neexistuje inverzny prvok vzhladom na operéciu ©@;

o plati 201 =20 3, teda v Z4 ~ {0} neplati zdkon o krateni, ¢ize (Z4 \ {0}, ®) nie je
grupa;

e rovnost 2® 2 = 0 ukazuje, ze v Z4 neplati tvrdenie [3.3.4)(viil).

Prave poslednd zo spomenutych vlastnosti sa d4 pomerne jednoducho zovseobecnif na
Iubovolné zlozené ¢islo.

Priklad 3.3.10. Ak n je zloZené ¢islo, tak (Z,,®,®) nie je pole.

Ak n je zlozené, znamend to, ze n = m.k pre nejaké celé Cisla m, k s vlastnostou 1 <
m, k < n. Specidlne to znamena, ze m,k € Z, ~ {0}. Ak na obe strany rovnosti n = m.k
pouzijeme operaciu zvysok po deleni n, dostaneme

0=mOok,

pricom m # 0 a k # 0. Teda aj v tomto pripade sme zistili, Ze neplati tvrdenie [3.3.4{jvii) a
(Zy,,®,®) nemdze byt pole.

Oznacenie @ a ® koresponduje s nasou dohodou, ze v poli budeme pouzivat aditivny zapis
pre operdciu + a pre operdciu - multiplikativny zapis. (Jediny rozdiel je, Ze kvoli odliSeniu
tychto operacif ich ddvame do krizku.) V stlade s touto dohodou budeme oznacovat inverzny
prvok k prvku a vzhladom na operaciu @ ako —a a inverzny prvok vzhladom na ® ako a=!.

V nasledujicom priklade sa budeme zaoberaf prave inverznymi prvkami vzhladom na
operacie @ a ® v poli Z,,. (Pre jednoduchost si vyberieme p = 7.)

Priklad 3.3.11. Na zaklade dohody o oznacovani opac¢ného prvku v Z7 plati —1 = 6,
—2=5-3=4,-4=3,-5=2,—6=1, —0=0. (Teda inverzny prvok k a € Z; je 7 — a.)
V predchadzajicom zapise —1 neznamena celé ¢islo —1 ale opaény prvok k prvku 1 € Zy.
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Vyuzivanie opa¢nych prvkov moze niekedy zjednodusit vypocty s operdciami & a ©.

Naprikad v Z7 mame
306=30(-1)=-3=4.
(Sti¢in 3.(—1) sa vyrdta lahsie ako 3.6. Je to len ilustra¢ny priklad — vyraznejsie zjednodusenie
to prinesie az vtedy, ked pocitame viacero operécii a vychadzaju tam vicsie ¢isla.) Iny priklad:
(2603)©0(203)=506=(-2)®(-1) =261 = 2. (Vyuzili sme Tvrdenie [3.3.4[v]). Pretoze
sme uz dokézali, ze Z7 je pole, mézeme pri vypoctoch pouzivat cokolvek, ¢o sme dokazali
o poliach vo vSeobecnosti.)

Videli sme, ze najst opacny prvok v Zr je jednoduché. S inverznym prvkom je to o nieco
komplikovanejsie. Zatial jediny spdsob, ako to moézeme urobif je vyskusat vsetky moznosti.
Skisme napriklad vypoécitat 37! v Z;. Kandidati na inverzny prvok su 1,2,3,4,5,6. Vypodi-
tame:

1©3=3
203=6
303 =2
403=5
503=1

Na piaty pokus sa ndm podarilo ndjst prvok, ktory dava v stcin s trojkou rovny 1. Teda
prave tento prvok je inverzny k 3:
371 =5.

Ak by sme boli o nieco pozornejsi, mohli sme prestat uz po druhom kroku. V miom sme
totiz dostali:
203=6=-1
z ¢oho vyplyva
1=-(203)=(-2)®3, dize 37! = —2 = 5. (Takto to funguje aj vo vseobecnosti — vidy
ndm staci vyskisat iba prvi polovicu moznost{, urcite sa tam vyskytne bud 1 alebo —1.)

Definicia 3.3.12. Ak n je celé Cislo a a, b st prvky pola F, tak definujeme n x a takto:
0xa=0,

(n+1) x a=n X a+ a (zatial sme to indukciou definovali pre prirodzené ¢isla),

Ak n > 0 tak definujeme (—n) x a = —(n x a) (tym sme rozsirili definiciu aj na zdporné
¢isla).

Podobne definujeme pre a # 0:

a® =1,

a"tl =qa".q,

a = (a")"! (n > 0).

Teda tvrdenie by sme mohli zapisat aj v tvare a> = a = a =1V a = 0.
(Namiesto a.a budeme stru¢nejie pisat a2, pozri definiciu [3.3.12])
Predchadzajica definicia je prikladom definicie matematickou indukciou (pozndmka|2.1.5)).

Menej formalne to mdézeme vyjadrit akon xa=a+a+---+aaad*=a-a----- a.
n-krat n-krat

Nulu sme z definicie a™ vynechali preto, ze by bol problém definovat 0% pre z < 0. Pre
prirodzené ¢isla je vyraz 0™ zmysluplny.

Niektoré zakladné vlastnosti tychto dvoch operacii najdete v tlohe (Viaceré z nich
pouzijeme v nasledujicom priklade.)

Priklad 3.3.13. Vypoéitajme a® pre prvky a € Z.
0°=0

16 =1

26 — (23)2 — 12 =1
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= (3P =22=1
46:( 3)6—36—1
50 =(-2)0=20=1

6= (-1)°¢=1=1

To, Ze pre vietky a # 0 sme dostali a® = 1 nie je ndhoda. Pre Iubovolné prvoéislo v poli
Z, plati a?~' = 1 (pre nenulové a € Z,). Toto tvrdenie je zndme ako mald Fermatova veta,
stretnete sa s nim este viackrat. Teoreticko-Giselny dokaz mozete najst napriklad v [Cl [SI3].
Névod na iny dékaz tejto vety (vyuzivajici algebraické idey) ndjdete v tlohe alebo
IKGGS| 174/9*].

Z rovnosti a?~! = 1 §pecidlne vyplyva, ze v Z, plati a=! = a?72.

Cvicenia
Uloha 3.3.1. Dokézte ekvivalenciu definicie m a m

Uloha 3.3.2. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym s¢itovanim a nisobenim
pole?
a) F={a+ib;ae R,beR b >0}
b) F={a+ib;a € Q,be Q}
c) F={a+ibjacZ,beZ}
d) F= {a+b\/5ae<@ beQ}
e) F = {a—&—f@baé@ beQ}
f) F= {a—|—\/§,a b,c e Q}
g“) F = {a+b\/§—|—cx/§+ dv6;a,b,c,d € Q} (Hint: Mozno pomdze prepisat si tito mnozinu
do tvaru F = {a +bV/3;a,b € F'}, kde F' = {a + b\/2;a,b € Q}.)
h*) F = {a+bvV2+cV3;a,b,c € Q}
i) F={a+bV5a€Q,beQ}

Uloha 3.3.3. V poli Zs vyratajte 271 @4, (—2)®4,2"'©®3a -463"".
) (_1)5

, by, st prvky pola F. V tlohach f) az j)

Uloha 3.3.4. V Zs vyratajte 2%, (271, 20 (471)3?, (402713 ® @372

Uloha 3.3.5. Nech m, n st celé &sla, a, b, by, ...
predpokladame, ze a # 0. Dokéiteﬂ
a)mxa+nxa=(m+mn)xa
bymxa+mxb=mx (a+Db)
¢)mx(nxa)=(mn)xa
d)a-(nxb)=nx(a-b)
(m x a)(n x b) = (mn) X

e) (a-b)
fimx (mxa) ™ t=a"

)

)

2Podilohy by mali byt usporiadané tak, ze ak v dékaze niektorej z nich potrebujeme nejaké pomocné
tvrdenie, mdme ho uz dokdzané v niektorej z predchadzajucich casti tejto tlohy. Ak by sa Vam zdalo, ze
poradie nie je spravne, ozvite sa mi. Mozeme sa spolu pozrief na to, ¢i som sa pomylil alebo ¢i je dovodom
odlisného poradia to, Ze sa to d4 dokazovat aj inak.
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48 Polia

Uloha 3.3.6. V Iubovolnom poli F plati:

a+b=a+c=b=c
(a+b)(c+d) =ac+ ad+ be+ bd
—(—a)=a
—-0=0
—(a+0b) =(=a)+ (-b)
(a —b)e=ac—bc
1#£0
a-a=1<a=1Va=-1
A= <sa=bVa=-b
a-(by+...4by)=a-by+...+a-b,

Uloha 3.3.7. Na mnozine R* vSetkych kladnych redlnych cisel zadefinujme operdcie & a ©
tak, zZe x @y = zv.y a z Oy = a¥. Ktoré z axiém pola spliia (RT, P, ®)?

Uloha 3.3.8. Nech F je pole a a € F. Definujeme zobrazenie f,: F — F tak, ze f,(b) = a+b.
Je f, bijekcia? Ak 4no, ako vyzera zobrazenie f, *? Comu sa rovna f, o f,?
Dalej definujeme g,: F — F pre a # 0 tak, Ze g,(b) = a - b. Je to bijekcia?

Uloha 3.3.9. Nech na mnozine M = {0,1} st operdcie + a - dané tabulkami

+]0 1 -0 1
0ojo 1 0[0 0
1|1 0 1 1

Ukézte, ze (M, +) a (M\{0}, ) st komutativne grupy a zZe plati distributivny zdkon (a+b)c =
ac+ be. Je (M, +,-) pole?

Uloha 3.3.10. Zistite, & (R, 4+, %), kde + je obvyklé séitovanie redlnych ¢éisel a pre kazdé
a,b € R ax*xb= —2ab, je pole.

Uloha 3.3.11. Na R x R definujeme operécie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - ( = (ac,bd),

b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d) a (a,b) - ( ) (ac — bd, ad + be).

¢) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (c, d) = (ac — bd, ad + be — bd)
d) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (bd — ac, ad + bc)

Je potom (R x R, +,-) pole?

Uloha 3.3.12*. Pre ktoré prvky a pola Z; m4 rieSenie rovnica z> = a? Kolko je takych
prvkov v poli Zg9?

Uloha 3.3.13*. Dokézte, ze:

a) V Tubovolnom poli plati (a+b)™ = am—i—(T) xa™ b+ (g‘) xa™ 2b2 4. .+ (mrﬁl)abm_l—i—bm.
(Stcet na pravej strane sa zvykne oznacovat takto: Y, (%) x a™ Fb*.)

b) V poli Z, plati: (a @ b)? = af & bP.

Uloha 3.3.14*. Pomocou tlohy [3.3.13| dokazte matematickou indukciou vzhladom na a, 7e
v Z, plati rovnost a? = a (pre Iubovolné a € Z,). (Toto je vlastne ind formuldcia malej
Fermatovej vety.)

Uloha 3.3.15. Nech F je koneéné pole a plati |F| = n. Ukézte, Ze potom pre kazdy prvok
a € F~ {0} plati a1 = 1. (Tymto sme sticasne ziskali aj iné odvodenie malej Fermatovej
vety.)
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Kapitola 4

Vektorové priestory

4.1 Vektorovy priestor

Na strednej skole ste sa uz stretli s pojmom vektoru. Pracovali ste hlavne s vektormi v rovine
a v trojrozmernom priestore. Tieto vektory budu tvorit Specidlny pripad toho, ¢o budeme
nazyvat vektorovy priestor.

N4&s pristup bude opét axiomaticky, ¢o ndm umozni pouzivat dokdzané vysledky okrem
tychto vektorov aj na mnohé iné pripady. Okrem toho vSeobecnost nasich tvah bude vacsia
i vdaka tomu, ze budeme pracovat nad lubovolnym polom.

{vpr:DEF}
Definicia 4.1.1. Nech F je pole a V # ) je mnozina. Nech + je bindrna operéacia na V a
kazdej dvojici ¢ € F', a@ € V je priradeny prvok ¢-a € V, pricom plati pre lubovolné ¢,d € F'
aa,peV: {vpr:1}
(i) (V,4) je komutativna grupa, {vpr:2}
(it) c-(@+B)=c-d+c- B, {vpr:3}
(iit) (c+d)-d=c-ad+d-a, {vpr:4}
(w) (c-d)-ad=c-(d-a), {vpr:5}

(v) 1-a=a.
Potom hovorime, ze V' je vektorovy priestor nad polom F.

Namiesto ¢ - @ budeme ¢asto pouzivat strucnejsi zapis ca.

Prvky mnoziny V' budeme nazyvat vektory a spravidla ich budeme oznacovat gréckymi
pismenami a sipkou. Pre prvky pola F' budeme niekedy pouzivat termin skaldry.

Vsimnite si, Ze hoci pre nédsobenie v poli F' aj pre nasobenie vektoru skalarom pouzivame
rovnaky symbol, z toho, medzi akymi objektami sa tento symbol vyskytuje je jasné, ktora
z tychto dvoch moznosti mdme na mysli. (Dalo by sa povedat, Ze vlastnost z definicie
- hovor{ o kompatibilite tychto dvoch operécii.)

Neutralny prvok komutativnej grupy (V, +) budeme oznacovat 0 a nazyvat nulovy vektor.

Inverzny prvok v grupe (V +) budeme oznacovat —& a nazyvame opacny vektor k vektoru
a. Vektor o — ﬂ =a+ (- B) sa nazyva rozdiel vektorov & a 3.

Priklad 4.1.2. Vektory v rovine so s¢itovanim a nédsobenim ako ho poznéte zo strednej
skoly, tvoria vektorovy priestor nad polom R (obr. {4.1)).
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50 Vektorovy priestor

QL
=)

Obr. 4.1: Operacie s vektormi v rovine

Priklad 4.1.3. Nech n € N a V = R", teda V pozostava z usporiadanych n-tic redlnych
Cisel, kde n je nejaké prirodzené cislo. Potom R™ je vektorovy priestor nad polom R.
Sc¢itovanie vektorov a nasobenie skaldrom definujeme po zlozkéich, ¢im sa mysli

($17$27~-~7$n)+(ylay2-~-ayn) :($1+y1?x2+y2"'7xn+yn)

(teda séitame prislusné siiradnice oboch n-tic)
(1,29, .., &n) = (cx1,cTo. .., CTy)

(kazdu stradnicu vyndsobime skaldrom c).

Scitovanie a ndsobenie pouzité na jednotlivych suradniciach je uz obvyklé s¢itovanie a
nésobenie redlnych ¢éisel (¢, x aj yx sa redlne cisla). E|

Aby sme ukézali, ze takto skutocne dostaneme vektorovy priestor, treba overit podmienky
z definicie Princip overenia je v podstate rovnaky u vsetkych podmienok z tejto defini-
cie: aby sme overili rovnost dvoch n-tic, sta¢i overit rovnost na lubovolnej siradnici. Ked uz
pracujeme s niektorou konkrétnou sturadnicou, dostaneme rovnost v poli R, ktorej platnost
vyplyva z toho, ze R spliia definiciu pola.

Vlastnost (i) sme uz overovali v tlohe Pretoze dokazy ostatnych vlastnosti si
skutocne velmi podobné, overme pre ilustraciu len vlastnost z definicie vektorového
priestoru. Majme teda Iubovolny vektor & = (z1,...,z,) € R™ a skaldry ¢,d € F. Potom

(c+d)ya=((c+d)z1,...,(c+d)zy,) = (cx1 + dx1, ..., cxyp + dx,) = cd + da.

(Rovnost medzi siradnicovymi vyjadreniami plat{ vdaka tomu, Ze c,d, z; st prvky pola R,
teda rovnost (¢ + d)x; = cx; + dx; vyplyva z distributivneho zdkona.)

V pripade n = 2 dostaneme vektorovy priestor R?, ¢o je vlastne vektorovy priestor z pred-
chadzajiceho prikladu v pripade, Ze vektory v rovine zapiSeme pomocou sturadnic.

Priklad 4.1.4. Nech V = {f: R — R}, teda V je mnozina vSetkych zobrazeni z R do R.
Ttto mnozinu budeme obvykle oznacovat ako RE.
Pre f,g € V a ¢ € R zadefinujeme scitovanie a nasobenie nasledovne:

(f +9)(x) := f(x) + g(z),
(c- @) :=c- f(z),

1V&imnite si, ze symbol 4+ pouzivame v dvoch vyznamoch: na lavej strane rovnosti oznacuje operaciu na
mnozine R™ a na pravej strane rovnosti operaciu na R. Podobne aj - sa tu vyskytuje v dvoch rozlicnych
vyznamoch. Keby sme chceli byt velmi désledni, mali by sme pre operacie s n-ticami zaviest iné oznacenie.
S podobnou situdciou sme sa uz stretli aj v pripade nasobenia v poli a vo vektorovom priestore nad tymto
polom. Kvéli strucnosti a jednoduchosti oznacenia budeme casto pouzivat zapisy takéhoto typu. Treba si na
to zvyknut.
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KAPITOLA 4. VEKTOROVE PRIESTORY o1

kde =z € R. (Na vysvetlenie: v uvedenych rovnostiach si na lavej strane opericie, ktoré
definujeme. Na pravej strane rovnosti ide uz o obvyklé s¢itovanie a ndsobenie realnych ¢isel —
vieme, ze f(z),g(z) € R. Tym, Ze sme zadefinovali funkénti hodnotu v kazdom bode z € R,
st zobrazenia f + g,c- f: R — R jednoznacne urcené. Symboly + a - tu vystupuju opat
v dvoch roznych vyznamoch — podobne ako v predchddzajicom priklade.)

Inak mozeme predchddzajicu definiciu preformulovat tak, Ze v kazdom bode sc¢itame
funkéné hodnoty resp. prendsobime funként hodnotu konstantou.

S tymito operdciami tvorf mnozina R® vektorovy priestor. Dokaz tohoto faktu je do istej
miery podobny ako pre priestor R™. V tomto pripade pri dokaze vlastnosti vektorového pries-
toru overujeme rovnost funkcii, ¢im sa dostaneme k rovnosti funkcii po dosadeni Iubovolného
z € R a ked uz pracujeme s funkénymi hodnotami, si to prvky pola R, ¢ize mozeme vyuzit

vlastnosti pola (tloha [4.1.4)).

f+yg

3f

Obr. 4.2: Operécie v priestore R¥

(V tomto pripade sme nepouzili oznac¢enie pomocou gréckych pismen, ale oznacenie, kto-
ré obvykle pouzivame pre funkcie. Tento priklad by mal ilustrovat, ze prvkami vektorového
priestoru skutoéne mozu byt najrozliénejsie objekty.)

Poznamka 4.1.5. Podobnym spésobom ako pre redlne ¢isla by sme mohli definovat vekto-
rové priestory F™ a F™ nad Tubovolnym polom F (pre akékolvek prirodzené &islo n € N; resp.
pre akikolvek mnozinu M). Overenie, Ze st to naozaj vektorové priestory by bolo takmer
rovnaké ako v pripade F' = R. (VSimnite si, Ze sme nepouzili Ziadnu vlastnost, ktord by bola
Specifickd pre R a neplatila v Tubovolnom poli.) S priestorom F™ sa eSte stretneme neskor.

Podobne ako v pripade poli budi nasledovat niektoré zakladné vlastnosti, ktoré sa daja
lahko odvodit priamo z definicie vektorového priestoru.

o1

{vpr:VECTRR}

{vpr:POZNFN}



52 Vektorovy priestor

{vpr:VT1}
Veta 4.1.6. Nech V je vektorovy priestor nad polom F,c€ F adcV.

{vpr:1.1}

(a) 0-a@=0,
{vpr:1.2}

(b) C 6: 6’
{vpr:1.3}
{vpr:1.4} (¢) ¢-@ =0 prive vtedy, ked ¢ =0 alebo & =0,

(d) (—¢)-@=—c-a.

Dékaz. @ Ked rovnost 0 = 0 + 0 vynasobime vektorom &, dostaneme

0-da=0+0a20.a40-a

(Vyuzili sme aj vlastnost z definicie vektorového priestoru.) Zo zdkona o kraten{ (v grupe
(v, —|—)) dostaneme 0 - & = 0.

Budeme postupovat velmi podobne, tentokrat skalirom ¢ € F' vynasobime rovnost
0= 0 + 0 a pouzijeme vlastnost 1.' z definicie vektorového priestoru. Dostaneme

—

c-0= (OJrO)!c 0+c-0,
z ¢oho vyplyva (opit na zéklade zédkona o krateni v grupe (V,+)), ze ¢- 0 = 0.

Nech ¢- @ = 0 a ¢ # 0. Potom existuje k prvku ¢ inverzny prvok ¢~!. Vyndsobenim
uvedenej rovnosti prvkom ¢! zlava dostaneme

c e d)=c¢1-0.

Lavia stranu mozeme upravit ako

cYe-a) \Z (cltep@a=1-a=2a
Pre prava stranu mame
0235
podla prvej casti tejto vety. Dostali sme teda rovnost & = 0.
@ Jednoduchou tpravou dostaneme
_ @ @

c-d+(—c)d = (c—ec)d=0-a= 0.

Cvicenia

Uloha 4.1.1. Nech & = (1,3,6), g = (2,1,5), ¥ = (4,-3,3). Vypocitajte 7 — 35 — 27,
2@ — 33 + 7 vo vektorovom priestore R3. [(-7,24,21), (0,0,0)]

Uloha 4.1.2. Ukéite, Ze F je vektorovy priestor nad F.

{vprcvic:POSTUP}
Uloha 4.1.3. Nech V je mnozina vsetkych postupnosti redlnych ¢isel. Pre postupnosti a =

(an)Sey a b = (by)52, definujeme a + b = (an, + b,)52; a c.a = (c.a,)5%,. Overte, ze V' s
tymito operaciami tvori vektorovy priestor nad polom R.
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Uloha 4.1.4. Nech M je neprazdna mnozina, F je pole. Potom mnozina vietkych zobrazeni
f: M — F so séitovanim a nasobenim definovanym po bodoch (pozri priklad tvori
vektorovy priestor nad polom F. (Ak sa Vam zdé tdto tloha prili§ zlozitd, rieste ju iba pre
F=M=R)

Skiste si tiez uvedomit, Ze tymto spdsobom sme sti¢asne overili, Ze priestory F™ (priklad
a poznamka , FF (priklad a poznamka a postupnosti prvkov z F
(tdloha tvoria vektorové priestory. (Postupnosti moézeme chépat ako zobrazenia z N do
F. Usporiadané n-tice mézeme chépat ako zobrazenia z {1,2,...,n} do F.)

Uloha 4.1.5. Nech F je Iubovolné pole a nech @ je Iubovolny prvok. Nech V = {d}. Na
V' zavedieme operdciu séitovania ako @ + & = & a ndsobenie skaldrom c.& = & (pre kazdé
c € F). Dokézte, ze V je vektorovy priestor nad polom F'.

Uloha 4.1.6. Overte, 7e Zy X Zy so séitovanim a nésobenim skaldrom definovanym po
zlozkach tvori vektorovy priestor nad polom Zs.

Uloha 4.1.7. Nech F je pole, V. = F™. Definujeme (z1,...
Yiy e oy Tn +Yn), ¢(T1,...,2n) = (cT1,...,CTy) PrE ¢, T1,. ..
vektorovy priestor nad polom F'.

7x7l) + (yh'"ayn) - (-7:1 +
sy Ty Y1y Yn GF POtOmVje

Uloha 4.1.8. Kolko prvkov mé vektorovy priestor (Zz)"? Comu sa v tomto priestore rovné
a+a+a?
Uloha 4.1.9. Overte, 7e vietky zobrazenia f: (0,1) — R so séitovanim a ndsobenim skalé-

rom definovanym po bodoch tvoria vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 4.1.10. Overte, Ze R je vektorovy priestor nad Q, C je vektorovy priestor nad R, C
je vektorovy priestor nad Q. Je C vektorovy priestor nad Z?

Uloha 4.1.11. Nech V/ je vektorovy priestor nad polom F', ¢, ¢y .
Dokézte, Ze potom plati ¢(d; +...&,) = cdy + ... + ¢y, (¢ +
Comu sa rovnd (c1 + ...+ cx) (@1 +...4p)7

.cp €F

, A, 0, ..., 0, €V.
tep)ad=c

a+...+cko7.

Uloha 4.1.12. Dokézte, 7e vo vektorovom priestore V nad polom F' pre kazdé &, 5 eV,

cerlatl

a) o(@ - f) = cd - cff

b) ¢(— a) —ca

¢) (c—d)d =cd—da

) (~o(-d) =cd
&) ~(3+ ) = (@) + ()
fya—(B+7)=(@-p) -7

Uloha 4.1.13. Pre celé &slo n a vektor @ definujeme n x & podobnym spdésobom, ako sme
definovali n x a pre prvok a nejakého pola F'. Dokézte, Ze potom plati n x (c.@) = c.(n x &).

Uloha 4.1.14. Zistite, ¢i R x R s operdciami + a - definovanymi tak, ze (a,b) + (¢,d) =
(a + ¢,b+ d) pre Iubovolné (a,b), (¢,d) € R x R a r - (a,b) = (ra,2rb) pre lubovolné r € R,
je vektorovy priestor nad R.

Uloha 4.1.15. Zistite, ¢ (RT,®,®) je vektorovy priestor nad R, ak definujeme z &y = zy,
coOx=aprez,y € RY ceR.
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54 Podpriestory

4.2 Podpriestory

Definicia 4.2.1. Ak V je vektorovy priestor nad polom F, S # () a S C V, tak S nazveme
podpriestorom (alebo tiez vektorovym podpriestorom) priestoru V, ak

(i) pre Iubovolné @, 3 € S plati @+ 3 € S,
(7i) pre lubovolné & € S a ¢ € F plati cd € S.

Inymi slovami, podpriestor vektorového priestoru V je taka podmnozina S, ktord je uzav-
retd vzhladom scitovanie aj vzhladom na nasobenie skalarom.

Poznamka 4.2.2. Vsimnime si, ze kazdy podpriestor S priestoru V' musi obsahovat nulovy
vektor 0. Vyplyva to z toho, Ze S # (), teda obsahuje asponi jeden vektor a. Z uzavretosti na
nasobenie skaldrom vyplyva, Ze musi obsahovat aj vektor 0 = 0.4.

Priklad 4.2.3. Priamku v rovine, ktora prechadza pociatkom suradnicovej stustavy, mozeme
chapat ako mnozinu vektorov (obrdzok [4.3]). T4to mnoZina tvori jej vektorovy podpriestor.

A

Obr. 4.3: Priamka v rovine ako priklad vektorového podpriestoru

Priklad 4.2.4. Nech V = R3 afl
S={(z,y,2) eR*x+y+2z=0}

Potom S je podpriestor priestoru V. Overime podmienky z definicie podpriestoru.
Ak d = (z,y,2) €S apf=(,y, 2), znamens to, ze

z+y+2=0,
¥ +y +72=0.

Sc¢itanim tychto 2 rovnic dostaneme
(@+2)+@+y)+(z+2) =0,

preto aj vektor &Jrg = (z42',y+y/, 24 2') spliia podmienku, pomocou ktorej sme definovali
podmnozinu S.

2Hoci v tomto priklade ndm staéi overit definiciu, nie je na skodu uvedomit si aj to, ¢o predstavujii
vektory zo zadaného podpriestoru geometricky. Zo strednej skoly by ste mali vediet, Ze pre lubovolné realne
¢isla a, b, c,d € R také, ze (a,b,c) # 0, mnozina bodov z R3 vyhovujtica rovnici az + by + cz = d je rovina.
Navyse viete, ze (a,b,c) je normdlovy vektor tejto roviny. Teda v nasom pripade mdme rovinu kolmu na
vektor (1,1, 1) prechddzajicu poéiatkom stradnicovej stistavy.
Podobne ak by sme pracovali v R?, tak mnozina bodov v rovine vyhovujtcich rovnici az+by = ¢ (kde a,b € R
sd nejaké redlne ¢isla a (a,b) # 0), je priamka, ktorej normélovy vektor je (a,b).
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Ak x + y + z = 0, tak prendsobenim konstantou ¢ dostaneme
cx +cy+cz =0,
teda c@ = (cx,cy,cz) € S.

Priklad 4.2.5. Ak V je Iubovolny vektorovy priestor, tak S = {6} je podpriestor priestoru
V.

Skutocne, jediny mozny sucet, ktory mozeme dostat z prvkov Sje 040 = 0, a tato
mnozina je uzavretd aj vzhladom na ndsobenie skaldrom, ¢0 = 0.

Lahko sa d& overit aj to, ze V' je podpriestor V| t.j. kazdy vektorovy priestor je podpries-
torom samého seba.

Poznamka 4.2.6. Ak S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom F', tak aj S
je vektorovy priestor nad F (s operdciami rovnako definovanymi ako v priestore V, inak
povedané, ,zdedenymi“ z V).

To nam déava dalsiu moznost, ako overit, Zze nejakd mnozina je vektorovy priestor nad
F. V pripade, Ze ide o podmnozinu nejakého iného vektorového priestoru (pre ktory sme uz
overili vsetky vlastnosti), stac¢i ndm len overit podmienky z definicie podpriestoru.

Pri vysvetleni, preco to plati, si mézeme uvedomit aj o nieco vseobecnejsie pravidla, ktoré
funguju pri overovani axiém nejakého tvaru. Chceme overit, ¢i S je vektorovy priestor — pri
tom mame overit viacero vlastnosti.

Ako prvé vlastnosti madme podmienky, Ze + je bindrna operdcia na S a nédsobenie ma
prvku ¢ € F a vektoru & € S priradit opét prvok z S. To zabezpecia podmienky ,
z definicie vektorového podpriestoru.

Dalsou podmienkou je, Ze (V, +) je komutativna grupa. Poziadavku asociativnosti mézeme
zapisat v tvare

(v, 5,7 € S) @+ B)+7=a+ (B +7).

Teda je to vyrok, ktory hovori, ze pre vSetky prvky z S ma platit nejakd rovnost. Pretoze
ale uz vieme, ze tato vlastnost plati pre lubovolné prvky z vécésej mnoziny V', tym skor musi
platit pre Iubovolné prvky z jej podmnoziny S.

Analogicky argument samozrejme funguje aj pre kazdu vlastnost, ktordt moézeme zapisat
len pomocou vseobecného kvantifikatora a nejakej rovnosti. Vdaka tomu pre S nemusime
overovat ani vlastnosti (i ) z definicie vektorového priestoru (definicia a komu-
tativnost operacie +.

Ked overujeme existenciu neutrdlneho a inverzného prvku v (S,+), sme v trochu inej
situdcii. Existenciu neutralneho prvku mdézeme zapisat v tvare

(Fge S) (VvaeS)e+d=a,

tentokrat v nasej podmienke vystupuje okrem vseobecného kvantifikatora aj existencény kvan-
tifikator. Z poznamky vieme, ze 0 patri do S. Vieme, 7e 0 je neutralny prvok vo (V,+).
Teda spliia podmienku

(VaeS)0+ad=

O podmienkach takéhoto tvaru sme sa pred chvilou uz presvedcili, Ze sa dedia na podmnoziny.
Stcasne vieme, ze 0 € S. Preto 0 je neutrdlny prvok aj v (S, +).
Existenciu inverzného prvku mézeme zapisat podmienkou

(VaeS) (3FeS)a+ =0,

%)
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ktord hovori, ze ku kazdému vektoru @ ma existovat inverzny prvok na scitovanie. Vieme
v8ak, ze & m4 inverzny prvok —a vo (V,+). Podobnym spdsobom, akym sme dokdzali jed-
noznac¢nost neutralneho prvku v tvrdeni by sme vedeli dokazat, Ze aj inverzny prvok
v S musi byt ten isty, ako inverzny prvok vo V. Teda jediné, ¢o potrebujeme zistit, je ¢i aj
vektor —a@ patri do S. To vsak vyplyva z toho, ze —@ = (—1).&, teda podla podmienky
patri do S.

Tvrdenie 4.2.7 (Kritérium vektorového podpriestoru). Nech V' je vektorovy priestor nad
polom F'a S CV, S # (). Potom S je podpriestor V prdve vtedy, ked pre lubovolné c,d € F
ad,B eV plati

afes =  ca+dfes. (4.1)

Dokaz. Ako sme uz niekolkokrat spomenuli, ekvivalenciu 2 vyrokov mdézeme dokézat tak, ze
dokazeme implikacie oboma smermi.

To, Ze S je neprazdna, overovat nemusime, pretoze tdto podmienka sa vyskytuje v oboch
pripadoch.

Ak 62,5 € S, tak podla plati cad € S a dg € S. Z toho na zéaklade dostaneme
cd+df e S.

Ak mnozina S spliia podmienku , tak dosadenim ¢ = d = 1 dostaneme, ze S
spi. Ak zvolime d = 0, dostaneme podmienku . O

Dalsia vlastnost, ktord bude pre nas uzito¢na, je fakt, ze prienik dvoch podpriestorov
vektorového priestoru je opéf podpriestor.

Veta 4.2.8. Ak S a T su podpriestory vektorového priestoru V', tak aj S N'T je podpriestor
V.

Dékaz. Pretoze 0 Sajle T, plati 0 € SNT, ¢ze SNT # 0.
Overfme podmienku (4.1). Ak &, 5 € SNT, tak plati c@ + df € S (lebo S je podpriestor
V) a stcasne c@ + dfS € T (lebo T je podpriestor V). To znamend, ze c& + dg € SNT. O

Tvrdenia takéhoto typu sa jednoduchym sposobom daji rozsirit z dvoch objektov na
TubovoIny koneény pocet. (Pokuste sa to overit podrobne.)

Dosledok 4.2.9. Nech n € N. Ak S1,Sa,...,S, si podpriestory priestoru V, tak aj (), S;
je podpriestor priestoru V.

Velmi podobnym spoésobom, ako sme dokédzali vetu[d.2.8] sa da overit, ze podobné tvrdenie
plati aj pre nekonecéne vela podpriestorov.

Veta 4.2.10. Nech I # 0 je lubovolnd neprizdna mnoZina a S; je podpriestor priestoru V
pre kazdé i € I. Potom aj (),c; Si je podpriestor priestoru V.

Dékaz”. Oznaéme S = Nics Si- Staci si uvedomit, Ze vektor ¥ € S prave vtedy, ked pre

vsetky i € I plati 4 € S;. Na zdklade toho dostaneme

afeS = (Viehafes = (Vielci+dfeS; = ca+dies.

Podla tvrdenia [£.2.7 je teda S vektorovy podpriestor priestoru V. O
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Cvicenia
Uloha 4.2.1. Podrobne dokézte dosledok m

Uloha 4.2.2. Dokézte, 7e mnozina vietkych funkeif f: R — R, ktoré st tvaru a + bcos z +

csinz pre nejaké a, b, ¢ € R tvoria vektorovy podpriestor priestoru vsetkych redlnych funkcii
R
rcvic:PODPRY} ’
Uloha 4.2.3. Ktoré z tychto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?

a) M = {(z1,22,23) € R* x; € Z}

b) M = {(x1,2z2,73) € R3 ,xl—O}

c) M= {(ml,xg,xg)ER3;m1:O\/x2=O}

d) M = {(.131,332, 3) S Rg;gl‘l +4x9 = 1}

)M {(Il,JZQ, 3)€R3;7$17$2:0}

f) M = {(1’171'2, 3) S R3;1'1 + T2 = £C3}

g) M = {(21,22,23) € R |21] = |22}

h)M {(.Tl,xg,.%‘g,)ER X1 +.’II2—|—LIT3>O}
M

{($1)$2ax3) S R ,2.I‘1 = —T2 = x3}
= {(z1,22,73) € R 21 + 2o + 23 = 0}.

Uloha 4.2.4. Ktoré z tychto podmnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru redlnych
funkcif RR?
a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)
b) nezdporné funkcie
¢) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)
d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vo € (0,1)) f(z) = f(1 — x)

)

)

{pprcvic:PPRFCIE}

e) ohranicené funkcie f: R — R

f) spojité funkcie f: R - R

h) funkcie f: R — R také, Ze existuje koneénd ml;ngo flx)

i*) funkcie f: R — R také, Ze existuje konefna alebo nekoneénd tlggo f(z).
. ’ {pprcvic:POLYN}
Uloha 4.2.5. Overte, ¢i

a) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami,

b) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami stupna najviac n,

¢) mnozina vSetkych polyndémov parneho stupiia,

d) mnozina vSetkych polynémov stupitia préave n

st vektorové priestory. Sc¢itovanie a nasobenie skalirom definujeme rovnako ako pre redlne

funkcie.

Uloha 4.2.6. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V nad polom F. Ukézte, 7e

S UT je podpriestor priestoru V prave vtedy, ked S C T alebo T C S.
{pprcvic:ULOEKVIVPPR}

Uloha 4.2.7. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a S #* (Z)Je podmnozina V. Ukazte,
7e S je podpriestor V' prave vtedy, ked pre lubovolné ¢ € F a &, B € S plati ca + 6 es.

4.3 Linearna kombinécia, linearna nezavislost

4.3.1 Linearna kombinacia a linearny obal
{1lnze:DEFLK}

Definicia 4.3.1. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Hovorime, ze vektor & je
linedrnou kombindciou vektorov &y, ds, ..., d,, ak existuja skalary ci,cs,...,c, € F také,
ze

= 1071 + 303 + -+ + ¢ 0.
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Skalary cq,ca, ..., c, nazyvame koeficienty linedrnej kombindcie.

Priklad 4.3.2. (1,0) 4+ (0,1) = (1,1), teda vektor (1,1) je linedrna kombindcia vektorov
(1,0) a (0,1) v RZ.

2-(1,0,0) +3-(0,1,0) = (2,3,0), teda vektor (2,3,0) je linedrna kombinacia vektorov
(1,0,0) a (0,1,0) v R,

Tvrdenie 4.3.3. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak &y,ds,...,0, € V, tak
mnozina
M ={c1d) + cada+ -+ cpdp;c; € Fprei=1,2...,n}

je podpriestor vektorového priestoru V.

Tento podpriestor nazyvame linedrny obal vektorov dy,ds,...,d, alebo podpriestor ge-
nerovany vektormi dy, ds,...,d,. Oznacujeme ho
M =:[d4,ds,...,4].
Ak plati [, d8a,...,d8,] = V, hovorime, Ze vektory d&i,ds,...,d, generuju vektorovy
priestor V.
Definicia mnozZiny [@1, @, . .., d&y] vlastne hovori, Ze [@1, da, .. ., &@,] je mnozina vsetkych
linearnych kombinécii vektorov dy, ds, ..., dy.

Doékaz. Aby sme dokézali, ze M je podpriestor vektorového priestoru V', sta¢i nam overit, ze
tato mnozina je uzavretd na scitovanie a skalarne nasobky.
Ak mame dva vektory

€101 + cadia + -+ + cpdiy

a =
B = di1@1 + da@s + - + dpdin

tak aj vektor & + E: €101 4 colla + -+ - + @y + d10y + doda + -+ - + dpdy, = (c1 +dp)d1 +
(ca +d2)ay + -+ (¢n + dyp)d, mé tvar, aky pozadujeme v definicii mnoziny M. Takisto pre
¢ € F dostaneme

cd = c(e1@y + coda + -+ + cpdy) = cc1dy + ceady + + -+ + cepdy,

Cize aj vektor cd patri do M. O

Priklad 4.3.4. Pre vektorovy priestor R? plati R® = [(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)].

Skutoéne, lubovolny vektor (z,y, z) € R3 sa d4 vyjadrit ako linedrna kombindcia z(1, 0, 0)-+
y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Podobne sa da dokézat, ze [(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)] = R™.

Na vygenerovanie podpriestoru S = {(z,y, z) € R*; +y+2 = 0} dokonca stacia 2 vektory.
Vsimnime si, ze rovnica x +y+ 2z = 0 je ekvivalentna s rovnicou z = —z —y, teda podpriestor
S moézeme zapisat aj v tvare S = {(z,y, —z — y); x,y € R}. Teraz uz vidime, ze kazdy vektor
z S sa da zapisat ako linedrna kombindcia (x,y,—x —y) = x(1,0,—1) + y(0,1, —1) a plati
§=1[(1,0,-1),(0,1,-1)].

Vsimnime si, ze kazdy podpriestor, ktory obsahuje vektory a1, da, . . ., @, musi obsahovat
aj vSetky ich linedrne kombindcie (pretoze ich vieme dostat opakovanim sé¢itovania a ndsobe-
nia skaldrom a na tieto 2 operdcie si podpriestory uzavreté). Teda podpriestory st uzavreté
vzhladom na linedrne kombinécie vektorov. Toto tvrdenie sformalizujeme a dokéZeme v na-
sledujticej leme.
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Lema 4.3.5. Ak dy,ds,...,d, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom
F, aj ich lubovolnd linedrna kombindcia c10q + cads + - -+ + ¢, @y patri do podpriestoru S.

Doékaz. Chceme ukazat, ze IubovoIné linedrna kombindcia ¢y + cadlp + - - - + ¢y, patri do
S. Budeme postupovat indukciou vzhladom na k.

1° Pre k = 1 prakticky niet ¢o dokazovat. (Dokazovany vyrok pre k = 1 je & € S =
ca € S.)

Pre k = 2 dostaneme tvrdenie d1,ds € S = c¢1d; + cads € S, ktoré vyplyva z kritéria
vektorového podpriestoru (tvrdenie [4.2.7)).

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre linedrnu kombinaciu k vektorov. DokézZeme, ze
plati aj pre (k + 1) vektorov.

181 + cda + -+ + cpp18r1 = (c101 + c2lla + -+ - + k) + Cry10k41 €S

es

Podla indukéného predpokladu linedrna kombindcia k vektorov (prva zatvorka) patri do S a
po pripoc¢itani vektora cg41dk41 (ktory tiez patri do S) dostaneme opét vektor z S. O

Tato lema vlastne hovori, Ze podpriestor je uzavrety vzhladom na tvorbu linearnych kom-
binacii. Tito podmienku by sme mohli pridat ako dalsiu ekvivalentnii podmienku hovoriacu,
kedy je neprédzdna podmnozina vektorového priestoru podpriestorom. (Zatial mame dve ta-
kéto podmienky — definiciu podpriestoru a kritérium vektorového podpriestoru.)

Veta 4.3.6. Ak d1,ds,...,0, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru V' nad polom
F, tak [&1;&27~'~7&n] Q S.

Dokaz. Vyplyva z predchadzajicej lemy. O

Poznamka 4.3.7. Predchddzajica veta hovori, Ze podpriestor [d1, da, ..., d,] je najmensi
podpriestor priestoru V', ktory obsahuje vektory a1, ds, ..., dy.

Pod slovom najmensi tu rozumieme, ze ak S je taky podpriestor V', ze &1, ds, ..., d, € S,
tak [d1,d2,...,d,) € S. (Casto sa pouziva aj termin najmensi vzhladom na inkliziu.)

Tento podpriestor je prienikom vSetkych podpriestorov V', ktoré obsahuju vektory @y, da, . . .

PretoZe prienik podpriestorov je opét podpriestor (veta|4.2.10) dostaneme takto podpriestor
priestoru V. Pretoze sme urobili prienik vsSetkych podpriestorov, je takto ziskany prienik
najmensi podpriestor vzhladom na inklaziu, ktory obsahuje a1, da, ..., d,.

Veta 4.3.8. Nech di,ds,...,d, €V, E e V, kde V je vektorovy priestor nad polom F.
Potom (3 je linedrnou kombindciou vektorov dy, s, ..., d, prdave vtedy, ked

[&17&27“-’&1@] = [&17&%---7&7175]'

Dokaz. Chceme ukdazat rovnost 2 mnozin — to mézeme dokazovat tak, ze dokazeme obe
inkltzie. Pritom inkltzia [@,ds,...,d&,] C [d@1,ds,. .., 0, 8] je zrejma. Opacnd inklizia

vyplyva z toho, Ze ak mdme nejaky vektor ¥ € [d1,dla, . .., @y, 8], Co znamena, Ze
’_)7:(21621+620_22+"'+Cn62n+6ﬂ
pre nejaké c1,ca, ..., Cn, c € F aak vieme, ze § je linearna kombinacia vektorov @y, ds, . . ., an,

Cize
B =did1 + dads + -+ - +d,a,
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pre nejaké dy,ds, ..., d,, tak ipravou dostaneme
v = crdr+caliat - e dntedidytedodo+t - Fedndy, = (c1+cdy)d1+(catced2)dr+. . A (ep+edy,)dn,

¢o znamena, ze
v e [0&1,0[2,. .. ,an}.
(Struéne: Linedrna kombinécia linedrnych kombindcii je opéf linedrna kombindcia.)
Podla predpokladu 8 € [d1,ds,...,d,], teda B je linedrna kombindcia vektorov
A1, 02,...,0n. ]

4.3.2 Linearna nezavislost
V tejto podkapitole zadefinujeme pojem, ktory bude pre nas v dalsom studiu velmi dolezity.

Definicia 4.3.9. Nech V je vektorovy priestor nad polom F'. Vektory @y, ..., &, si linedrne
zdvislé, ak existuji cy,...,c, € F, ktoré nie si vSetky nulové a plati

101+ -+ e a, = 0.

(Strucne: 0 je nenulovou linedrnou kombindciou vektorov a, ..., dy.)
V opacnom pripade hovorime, ze vektory @, ..., d, linedrne nezdvislé.

Priklad 4.3.10. Najprv sa pozrime na niektoré Specidlne pripady. Ak n = 1, teda ak mame
len jediny vektor @, tento vektor tvori linedrne zévisli mnozinu prave vtedy, ked & = 0
(vyplyva to z vety (c))-

Ak n = 2, ¢ize mame 2 vektory & a 5 , tak st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich
je ndsobkom druhého, ¢ize @ = ¢/ alebo 3 = c@ pre nejaké ¢ € F' (tloha .

Vektory (0,1), (1,0), (1,1) € R? st linedrne zavislé, lebo 1-(0,1)+1-(0,1)—1-(1,1) = (0,0).
(Nulovy vektor v R? je (0,0).)

Ekvivalentne mozeme linedrnu nezavislost definovat tak, ze vektory dy, ..., &, si linedrne
nezavislé prave vtedy, ked plati implikacia

{lnze:EQLNZE} 101 + cdip + -+ + C7t&n = 6 = co=cp=...=c¢, =0. (42)
Téato formulécia linedrnej nezavislosti bude pre nas ¢asto vyhodnejsia pri overovani, ¢i nejaké
vektory st linedrne nezavislé.

Priklad 4.3.11. Vektory (1,0), (0,1) vo vektorovom priestore R? st linedrne nezavislé. Sku-
toCne, z rovnosti ¢1(1,0) 4+ ¢2(0,1) = (c1,¢2) = (0,0) vyplyva ¢; = ¢5 = 0.

Poznamka 4.3.12. Aby sme si ozrejmili, Ze uvedené dve definicie linearnej nezavislosti st
skutoc¢ne ekvivalentné, potrebujeme si najprv pripomenit, ako sa neguju vyroky s kvantifi-
kétormi ]

Pre negacie vyrokov s kvantifikdtormi platia dve jednoduché pravidl4 (pozri :

-[(Ve)P(x)] & (Fz)(=P(2)),
S[Gx)P(@)] e (Vo) (=P(2).

3Ako sme si uz kedysi povedali, kvantifikitory si len spésobom na zépis istého druhu vyrokov. Tu sice
odvodime ekvivalenciu tychto 2 definicii pomocou forméalnych pravidiel pre pracu s kvantifikdtormi, je to vsak
presne to isté, ¢co dostaneme aj logickou tivahou, kvantifikdtory ndm poslizia len na strucnejsi, jednoduchsi
a prehladnejsi zapis tychto tvah.
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(Teda existenény kvantifikitor sa meni na vSeobecny a obratene a vyrok pod kvantifikdtorom
sa zneguje.)

My by sme radi overili, ¢i je skutocCne negaciou definicie linedrne zavislych vekto-
rov. Pokisme sa teda najprv prepisat definiciu linedrne zévislych vektorov. (Sndd jedinym
drobnym problémom je, ako zapisat, ze aspon jeden zo skaldrov ¢i,...,¢, € F je nenulovy.)

Spominani definiciu by sme mohli zapisat takto

(Feryooyen € F)lerdn + -+ ¢ =0A(c1 0V e Z0V... Ve, #0)].

Teraz uz pouzitim pravidiel o negovani vyrokov s kvantifikitormi a de Morganovych
zékonov dostaneme

(Ver,..yen € F)lerdy + -+ ¢l 20V (1 =0Aca=0A... A, =0)].

Ked si uvedomime, ze =P V @ je vlastne iny zépis implikdcie P = @ (inak povedané,
(=PV Q)& (P = Q) je tautoldgia, pozri tlohu [2.1.1)) vidime, Ze sme dostali

(Vn e N)(Vep, .. yen € )@+ +epd@n=0=>c1=co=...=¢, =0),
¢ize implikaciu (4.2)).
Nasledujice vysledky budu pre nds velmi uzito¢né v nasledujicej podkapitole.

Veta 4.3.13. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech n je prirodzené cislo, n > 2
adi,...,a, € V. Vektory dy,...,ad, si linedrne zdvislé prave vtedy, ked niektory z nich je
linedrnou kombindciou ostatnych.

Dékaz. Ak su vektory a, ..., d, linedrne zavislé, znamen4 to, ze plati rovnost
101+ +eca, =0

pre nejaké ¢y, ...,c, € F, ktoré nie st vSetky nulové. Zvolme si niektory nenulovy index ¢; #
0. Pretoze ¢; # 0, existuje inverzny prvok c; !, Upravou predchadzajiicej rovnosti dostaneme

—Ci0y =C10 + -+ G101+ Cip1 (g1 T CpQln

_, 1. = -1 = —1 A, Sle,d
—d; =c¢; terdy 4+t C; Cim1041 + C; Ci+10G+1 4+ o+ C; Cplin
1 -

- — —1 - -1 - 1. =
o =—C €101 —...—C Ci10;_1 —C Cip1Q®41 — ... —C; CpQp

Teda d; je linedrna kombindcia ostatnych vektorov.
Bez ujmy na Véeobecnostiﬁ nech vektor, ktory je linedrnou kombinéciou ostatnych,
je vektor @;. To znamena, ze
0 = cplip + -+ - + cpQn,

Cize

—1-d1 +cds + -+ +c,a, =0.
Zistili sme, ze 0 sa d4 ziskat ako linedrna kombinacia vektorov as, ..., d,, pricom hned prvy
koeficient —1 je nenulovy. O

1Frizu ,bez ujmy na vSeobecnosti“ najdete v matematickych textoch dost ¢asto. Mysli sa tym, Ze po-
uzijeme dodatocny argument, ktory moze o nieco zjednodusit zapis dokazu alebo dokaz, ale je zrejmé, ze
analogicky dokaz by platil aj bez tohoto predpokladu. Napriklad v tomto pripade ndm vyber vektora di
umozni jednoduchsi zapis a navySe vSeobecni situdciu vieme previest na tento pripad vhodnym precislova-
nim vektorov. Ind moznost by bola postupovat podobnym postupom ako v predchadzajicej casti dokazu,
znamenalo by to vSak o nieco komplikovanejsi zapis.
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Veta 4.3.14. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech dq,...,0, € V st vektory
také, ze ay # 0. Vektory ay,...,d, st linedrne zdvislé prave vtedy, ked niektory z mich je
linedrnou kombindciou predchddzajicich.

Doékaz. Implikacia vyplyva z predchadzajtcej vety.
Implikaciu dokézeme velmi podobnym spdsobom ako v predchadzajicom dokaze.
Ak vektory &y, ...,d, st linedrne zavislé, znamend to podla (4.2)), Ze

cld’l+~-~+cn62n:0

pre nejaké ¢y, ..., ¢, € F, pricom aspon jedno ¢;, i € {1,2,...,n} je nenulové.
Nech k € {1,2,...,n} je posledny index z tejto mnoziny, pre ktory je ¢ nenulové. (Taky
index existuje, pretoZze mnozina {1,2,...,n} je konetnd. NavySe, plat{ k > 2, pretoze @; # 0.)

Potom predchadzajicu rovnicu mdzeme prepisat do tvaru
101 + colip + -+ - + =0
a upravou dostaneme
CRO = —C101 — Co0p — + -+ — Cp—10K_1.

Pretoze ¢, # 0, existuje inverzny prvok c,;l. Ked predchadzajicu rovnost prenasobime c,zl
dostaneme

- S S -1 -

qp = _Ck C100p — Ck CoQg — =+ — Ck Ck—10k—1,

teda @y je skutocne linedrnou kombindciou predchadzajicich vektorov. O

Nasledujica veta bude kltcova pri definovani dimenzie vektorového priestoru v nasledu-
jucej kapitole.

Veta 4.3.15 (Steinitzova veta o vymene). Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak
V =ld1,...,d4,] (vektorovy priestor V' je generovany vektormi &, ...,0,) a f1,...,0s €V
st linedrne nezdvislé vektory, tak

(i) s <m,

(ii) z vektorov as,...,0, sa dd vybrat n — s vektorov, ktoré spolu s vektormi 51, . ,ﬁs
generuji V.

V pripade, ze vam nie je uplne jasné, ¢o hovori tato veta, mozete sa pozriet na priklad
[433:16] pripadne si vyskusat urobit dalsie podobné priklady sami.

Dékaz. Matematickou indukciou vzhladom na s.

1° Najprv uvazujme pripad, ze s = 1. Vektor 31 je linedrne nezavisly, teda nenulovy.
Pretoze 31 € V, je vektor 31 linedrna kombindcia vektorov @i,...,d&,. To znamend, zZe
vektory 51,&1, ...,0, su linedrne zavislé. Preto niektory z nich je linedrnou kombindciou
predchadzajicich. Pritom to nemoze byt vektor 51, lebo 51 #+ 0.

Ak @; je linedrna kombindcia predchadzajicich vektorov, tak podla vety vV =
[@1,...,0n] = [B1,01,...,0n] = [B1,01,. ..y @ie1,@ig1,- .-, Opl.

Pretoze V = [d, ..., d,] obsahuje aspoii jeden nenulovy vektor B, plati V {0}an>1.

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre ¢islo s. Budeme sa snazit dokazaf, ze plati aj
pre s + 1.
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Méme teda danych s+1 linedrne nez:ivislych vektorov 51, ceey BS+1 € V. Podla indukéného
predpokladu vieme vektory 51, . ,ﬁé doplnit n — s vektormi spomedzi vektorov ay, ...
tak, aby generovali cely priestor. Dale_] plati s < n.

Predpokladajme, ze by platllo s = n. To by znamenalo, Ze (podla indukéného predpo-
kladu) sa daju vektory ﬁl, cee BS doplnit n — s = 0 vektormi, ¢ize V = [51, e ,55] Pretoze
EsH € [51, ey ES], vektor B;H je linedrna kombinécia vektorov 61, . ,ﬂs, ¢o je spor s tym,
ze vektory ,81, LB

,0n

, Bs+1 su linedrne nezavislé. Musi teda platit s < n, cize
s+1<n.

Bez ujmy na vsSeobecnosti mézeme predpokladat, ze vektory, ktorymi mézeme doplnit

B1,-..,08s st vektory a1, ..., dn_s. (Takdto situdciu vieme dosiahnut vhodnym prec¢islovanim
vektorov @y, ...,a,.) Plati teda Bsy1 € V = [B1,...,Bs, 01, o, Cps)-
Z toho vyplyva, ze vektory Si,...,Bs+1,01,--.,0n—s SU linedrne zavislé, c¢ize niektory

z nich je linedrnou kombindciou predchadzajicich Vektorov Nemoze to vsak byt madny z vek-

torov ﬁl, ey ,88+1, lebo tieto vektory st linedrne nezavislé. Musi to byt niektory z &y, . . ., @, s,
bez ujmy na vSeobecnosti nech je to @,_s. Z vety [£.3.8 potom dostaneme
V= [Bla cee 7ﬁs+170_217 ey C_fn,‘s} = [617 e 768+1; 0_217 cee 70_['n7(s+1)]'
O

7 ddékazu moézeme vidiet, preco sa predchadzajica veta nazyva veta o vymene. V induké-
nom kroku sme vymenili jeden z vektorov &7, ..., d, za vektor B:HL

Vsimnime si, ze na konci predchddzajiceho ddkazu moéze nastat aj situdcia n = s + 1,
vtedy zapis di,...,d,_(s+1) predstavuje 0 vektorov. Mozno trochu neobvykly zépis — ale
d4 sa lahko si uvedomit, ze pripad n = s + 1 by fungoval v podstate rovnako. (Nie st tam
problémy s tym, Ze by sme uvazovali linearny obal prazdnej mnoziny vektorov — st tam totiz
aj vektory f1,...,Bst1.)

Podobne podmienka n > 2 vo vete 4.3.13|a podmienka @; # 0 vo vete [4.3.14] slizia prave
nato, aby sme sa vyhli pripadu, ze v dokaze (alebo uz priamo v tvrdeni vety) sa vyskytne

linedrny obal prazdnej mnoziny vektorov (ten sme totiz nedefinovali). MoZete si rozmysliet, Ze
keby sme definitoricky polozili [#] = {0}, teda linearny obal prazdnej mnoziny by bol nulovy
vektorovy priestor, presli by dokazy tychto viet aj po vynechani spominanych podmienok.

Cielom nasledujiceho prikladu, ktorym uzavrieme tito podkapitolu, je ilustrovat (na
konkrétnych prikladoch), ¢o hovori Steinitzova veta o vymene.

Priklad 4.3.16. Budeme pracovat vo vektorovom priestore V = R3 nad polom R.

a) Zvolme &1 = (1,0,0), & = (0,1,0) ads = (0,0,1). Plati V' = [d1, da, &3] (pozri priklad
. Dalej nech 51 =(1,1,0) a 52 = (1,0, 1). Tieto dva vektory st linedrne nezavislé, lebo
ani jeden z nich nie je ndsobok toho druhého

Podla vety |4 moézeme k vektorom ,671, Eg pridat niektory z vektorov @y, ds, ds tak,
aby sme dostali tropcu vektorov, ktora generuje V. Vyskusajme pridat naprlklad d7. Chceme

overi, ¢i plati V = [51752, a/1]. Na to ndm staci ukdzat, ze &y, da, ds € [ﬁl,ﬁg, a).
Skuto¢ne méame

a1 = ay,
dy = (1,1,0) — (1,0,0) = ) — d,
a3 = (1,0,1) — (1,0,0) = s — d,
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64 Linedrna kombinacia, linedrna nezavislost

¢ize vSetky tieto vektory vieme ziskat ako linedrne kombinacie 51, Eg a a1. To znamen4, Ze
V' = [d1,dy, ds] C [B1, Ba, A1].

Mozete sa presvedcit o tom, ze v tomto pripade by sme dokonca dostali cely priestor aj
vtedy, ak by sme namiesto @; pouzili vektor s ¢ vektor @3. Takéto nieco vsak Steinitzova
veta netvrdi — t4 zarucuje len to, Ze aspon jeden z tychto troch vektorov musi fungovat.
Sktsme si teda ukazat este nejaky priklad, kde nie je tplne jedno, ktory vektor si vyberieme
na doplnenie.

b) Nech opét me 041 = (1 0,0), @2 = (0,1,0) a a3 = (0,0,1), ale tentokrét B = (1,1,0),
52 =(0,1,0). Vektory ﬁl a 52 st linedrne nezavislé.

Ak k vektorom 51,2 priddme jeden z vektorov @, tak nedostaneme cely priestor V.
7 rovnosti

ap=p1— B

da = P
totiz vidime, Ze vektory & 2 st linearne kombinacie vektorov ﬁl a 52. Teda podla vety |4.3.8
(81, B2] = [B1,B2,d1] = [B1,B2,0s] a lahko sa d& presvedéit o tom, Ze tento podpriestor

neobsahuje vektor ds. (Vsetky vektory z tohoto podpriestoru maju tretiu siradnicu nulovi.)
Ak vsak priddme vektor @z, tak uz dostaneme cely priestor V = [, 82, &3]. Plati totiz

—

— P2

Q1

=S
Il

=

=J]
N
I
2L S S

Q
w
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w

c¢ize kazdy z vektorov & o 3 vieme dostat ako linedrnu kombinéaciu g1, 2 a ds.
Cvicenia

Uloha 4.3.1. Dokézte, 7e vektory @i,...,a, € V, kde n > 2 a @, # 0, st linedrne zavislé
prave vtedy, ked niektory z nich je linedrnou kombinaciou nasledujucich.

Uloha 4. 3.2. Nech qa, ,6 7 st lubovolné vektory z vektorového priestoru V' nad polom R.
Potom [d, §,9] = [+ §,d — §,7].

Uloha 4.3.3. Nech M = {(x,y,2) € R%2z + 3y + 5z = 0}. Ukdzte, ze M je vektorovy
podpriestor R? a néjdite vektory, ktoré ho generuju.

Uloha 4.3.4. P, oznaéme mnozinu vietkych polynémov stupiia najviac n s redlnymi ko-
eficientami. P,, je podpriestor vektorového priestoru vsetkych zobrazeni f: R — R. Plati
P,=[1,z,...,2"]?

Uloha 4.3.5. Zistite, & dané vektory st linedrne zavislé v prislusnom vektorovom priestore:
a) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5) v R?,

b) (1,2,3), (1,3 2) (2,1,5), (1,127,3) v R3,

c) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z}

d) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3.

Uloha 4.3.6. Zistite, ¢i st nasledujice funkcie linedrne zévislé vo vektorovom priestore
vSetkych funkcii z R do R:

a)z+1, 22, 23,

b) 1, z + a, 2% + bx + ¢ (a, b, c mdzu byt Iubovolné redlne &isla),
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¢*) 1, cosx, cos?(%),
d) z, z(x — 1), x(z — 1)(x — 2),
e) 1, cosz, cos 2z.

Uloha 4.3.7. Ak a, 6’ , ¥ su linearne nezavislé vo vektorovom priestore V' nad polom R, tak
aj @+ B, @+ 7, B+ 7 st linedrne nezdvislé. (Platilo by to aj vo vektorovom priestore nad
polom Z»?)

Uloha 4.3.8. Mnozina {@} je linedrne nezévisla prave vtedy, ked & # 0. Dva vektory @&, 5

su linedrne zdvislé prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom druhého (t.j. existuje ¢ € F'
tak, ze c.d@ = /3), alebo jeden z nich je 0.

Ak vektory @, 8 su linedrne nezavislé, tak @, 3,7 st linedrne zavislé prave vtedy, ked v je
linedrna kombinacia vektorov &, 5.

Uloha 4.3.9*. Overte, ze R je vektorovy priestor nad polom Q. Dokézte, e v tomto priestore
st 1, v2 a /3 linedrne nezavislé.

Uloha 4.3.10. Ukézte, Ze vo vektorovom priestore R nad Q (z predoslej tilohy) st linedrne
nezavislé vektory 1 +3v/2 a 2 — /2.

Uloha 4.3.11*. St 1, v/2, v/3, V6 linedrne nezévislé vo vektorovom priestore R nad polom
Q? (Hint: Ulohu méze o nieco zjednodusit, ak sa pozriete na 1 a /3 ako prvky priestoru R

nad polom Q(v/2) = {a + bv/3;a,b € Q}.)

Uloha 4.3.12. Nech @, 5, ~ st lubovolné vektory. Zistite, ¢i st tieto systémy vektorov line-
arne Zé,ViSlé:ﬁ = = . . .
a) d,B,d+f,7,b) a,p,0,¢) d,d 5,7, d) d+S+75,d+B,d+7,6+7.

Uloha 4.3.13. Nijdite 4 vektory v R? tak, aby kazdé dva z nich boli linedrne nezavislé.

Uloha 4.3.14. Nech vektory @i, ..., &, st linedrne nezavislé vektory v nejakom vektorovom
priestore nad polom R. St aj vektory @y, @y +2ds, .. ., 041 +2ds+. . .+ nd, linedrne nezavislé?

4.4 Baza a dimenzia

V tejto podkapitole zadefinujeme pojmy baza a dimenzia vektorového priestoru. Pri doka-
zoch zakladnych vysledkoch o nich bude pre nas zakladnym prostriedkom Steinitzova veta
0 vymene.

Definicia 4.4.1. Nech V je vektorovy priestor. Hovorime, ze V je konecnorozmerny ak
existuje takd koneénd mnozina vektorov {as,...,ay}, ze plati [a1,...,d,] = V.

Inymi slovami: kone¢norozmerny vektorovy priestor je priestor, ktory je generovany neja-
kou koneénou mnozinou vektorov.

Definicia 4.4.2. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Mnozinu vektorov {dy, ..., d,}
nazyvame bdzou priestoru V, ak

(i) vektory &, ...,d, su linedrne nezavislé,
(i) V =[d1,...,4,)

(Strucne: Béza je takd mnozina linedrne nezdvislych vektorov, ktord generuje cely priestor.)
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Priklad 4.4.3. Priestor V = {0} nema bazu (pretoze v iiom neexistuji Zadne linedrne
nezévislé vektory). Je v8ak kone¢norozmerny, kedze V = [0].

Priklad 4.4.4. Nech F je pole. Ako F™ budeme oznacovat vektorovy priestor vsetkych uspo-
riadanych n-tic prvkov pola F. S¢itovanie a nasobenie skalarom definujeme po suradniciach
(podobne ako v priklade pre F = R).

Ako &; oznacime vektor, ktory ma na vsetkych siradniciach 0, iba na i-tej siradnici 1,
teda

gl = (1707 '70)7
52 = (0717 '70)7
€, =1(0,...,0,1).

Vektory €1, €3, .. ., &, tvoria bazu vektorového priestoru F™. Thato bazu nazyvame standardnd
biza F™.

Overme, 7e t4to mnozina vektorov spliia podmienky z definicie m

Ak ¢1(1,0,...,0) + ¢2(0,1,...,0) + ... + ¢,(0,...,0,1) = (e1,¢2,...,¢n) = (0,0,...,0),
tak plati ¢y = co = ... = ¢, =0, teda vektory €7,é5,...,&, st naozaj linedrne nezavislé.

Ak méme lubovolny vektor (z1,xa,...,x,) € F™, di sa ziskat ako linedrna kombindcia
(1,29, ..., 2,) = 21(1,0,...,0) + 22(0,1,...,0)+ ...+ 2,(0,...,0,1) = 2181 + T2+ -+
Tnépn. Teda vektory €7,é5,. .., &, skutoéne generuju cely priestor F™.

Velmi podobnym postupom ako sme pouzili v tomto priklade by sme vedeli zdévodnit, ze
FM je nekoneénorozmerny priestor pre lubovolné pole F' a nekonecni mnozinu M.

Ako neskor ukazeme, vsetky konecnorozmerné vektorové priestory nad polom F' sd v istom
zmysle podobné ako priestory F™.

Veta 4.4.5. Lubovolné dve bdzy konecnorozmerného vektorového priestoru V. maji rovnaky
pocet prvkov.

Dékaz. Nech {ay,....an} a {B,...
Pretoze V = [a4,...,d,] a vektory Sy, ...
o vymene plati

,,6_"5} st dve bazy toho istého vektorového priestoru V.
, Bs st linearne nezavislé, podla Steinitzovej vety

s <n.

Analogicky moézeme dokézat opac¢ni nerovnost n < s. Tieto dve nerovnosti spolu davaja
rovnost n = s. O

Veta 4.4.6. Nech V' je konecnorozmerny vektorovy priestor. Ak El, . ,55 €V su linedrne

nezavislé, tak sa daju doplnit na bdzu priestoru V.

Dokaz. Ak V je konec¢norozmerny, tak podla definicie existuju vektory a&y,...,d, také, ze
V =|[ay,...,dy]. Na zdklade Steinitzovej vety mdzeme vektory Bi,..., B, doplnit niektorymi
z tychto vektorov tak, aby generovali cely priestor. Nech k je najmensi mozny pocet vektorov,
ktorymi ich mdZzeme takto doplnit. (Steinitzova veta hovori, Ze sa to ur¢ite dd n — s vektormi,
nevylucuje vsak, ze niekedy moze stacit aj mensi pocet.) Bez ujmy na vSeobecnosti, nech
V=1[6,...,0801,..

Chceme dokazat, ze vektory 51, cee ES, a1, ...,0 tvoria bazu priestoru V. Pretoze sme
ich vybrali tak, Ze generuju cely priestor, zostdva nam dokézat, ze si linedrne nezavislé.

. Gl.
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Postupujme sporom — predpokladajme, ze by boli linedrne zavislé. Potom je niektory z nich
linearnou kombindciou predchadzajicich vektorov. Bez ujmy na vseobecnosti, nech je to d.
(Nemoéze to byt ziadny z vektorov 51, ceey /6_"5, pretoze tieto vektory s linedrne nezavislé.)
Potom ale plati

V= [ﬁl?"'7683&17"‘7&k] = [ﬂlw"uﬁm&lw'wo_gkfl]a
Co je v spore s tym, ze k je najmensi mozny pocet vektorov, ktorymi sa vektory 51, cee 5_;
daji doplnit tak, aby generovali cely priestor V. O

Dosledok 4.4.7. Kazdy konecnorozmerny vektorovy priestor V # {6} md bdzu.

Poznamka 4.4.8. Ak sme nejaky pojem definovali, vobec to nemusi znamenat, ze taky
objekt aj naozaj existuje. Preto je predchadzajici désledok doélezity. (Hoci téato poznamka
znie nesmierne naivne, skutoéne sa mozno ¢asto stretnit s chybami takéhoto typu.)

Definicia 4.4.9. Dimenziou kone¢norozmerného vektorového priestoru V' nazyvame pocet
prvkov lubovolnej jeho bazy. (Pre nulovy priestor dodefinujeme d({0}) = 0.) Toto ¢islo ozna-
¢ujeme d(V).

Poznamka 4.4.10. Aby mala predchddzajtca definicia zmysel, museli sme najprv dokazat,
ze v konec¢norozmernom vektorovom priestore existuje baza a ze Iubovolné dve bazy musia
mat rovnaky pocet prvkov; teda nasa definicia nezavisi od volby bazy.

S podobnou situaciou — Ze sa nejaky objekt zadefinuje, ale bude potrebné overit spravnost
definicie — sa v matematike stretnete este velakrat.

Priklad 4.4.11. Pretoze vektory £7,&5,...,&, tvoria bazu vektorového priestoru F™, plati
d(F™) = n.
Désledok 4.4.12. Ak V je konecnorozmeny vektorovy priestor a &y, ...,a, su linedrne

nezdvislé vo V, tak n < d(V).

Priklad 4.4.13. Vektory (1,2,3),(2,3,4),(3,4,5),(4,5,6) st linearne zavislé v R3.
Pretoze vieme, ze d(R®) = 3, nemozu byt podla predchadzajiicej vety v tomto priestore
viac ako 3 linedrne nezavislé vektory.

Béazu sme definovali pomocou dvoch podmienok. Nasledujtca, velmi uzitoéna veta hovori,
ze ak uz vieme, Ze nejakd mnozina vektorov ma ,spravny“ pocet prvkov, mdzeme jednu
z tychto podmienok vynechat.

Veta 4.4.14. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor a d(V) = n. Nasledujice pod-
mienky st ekvivalentné:

(i) {dy,...,d,} je bdza priestoru V,
(ii) wvektory &y, ...,d, su linedrne nezdvislé,
(iii) V = [d1,...,0n].

Dékaz. Implikacie (i) = , = vyplyvaji priamo z definicie.

= (f): Ak méme n linedrne nezavislych vektorov @, . .., @,, podla Steinitzovej vety ich
mozeme doplnit n —n = 0 vektormi na mnozinu generujtcu cely priestor V. Teda nemusime
pridavat ziadne vektory a uz mmnozina {di,...,d,} je baza (generuje V a je aj linedrne
nezavisla).
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:> : Sporom. Ak by boli vektory aji,...,d, linedrne zavislé, dali by sa niektoré
z nich vynechat tak, aby stdle tieto vektory generovali cely priestor V. Dostali by sme k
vektorov, ktoré generuju V', pricom k < n. Sucasne by priestor V' mal n-prvkovi bazu, ktora
je tvorena linearne nezavislymi vektormi. Zo Steinitzovej vety potom vyplyva n < k. Odvodili
sme sucasnu platnost nerovnosti k < n aj n < k — spor. O

Priklad 4.4.15. S pouzitim predchddzajicej vety by sme mohli overit, ze vektory &1, ...,&,
tvoria bazu priestoru F™. Prvy sposob: Overili by sme, ze generuju cely priestor. Druhy
sposob: Su linedrne nezavislé. (Kym sme nevedeli, Ze d(V) = n, potrebovali sme overit obe
tieto vlastnosti.)

Veta 4.4.16. NechV jeﬂvektomvy’ priestor. Vektory a, ..., ay, tvoria bizu priestoru V prdve
vtedy, ked kazdy vektor B sa dd jednoznacne vyjadrit ako

5201&1 ++Cn0_2n
Dokaz. Pretoze V = [dy, ..., d,], kazdy vektor sa d& vyjadrit ako linedrna kombindcia

vektorov a1, ..., d,. Este treba overit jednoznac¢nost takéhoto vyjadrenia. Nech E = 1071 +
codepdy = di@y+- - - +d,a, st dve vyjadrenia vektoru 5. Upravou tejto rovnosti dostaneme

(Cl — dl)O_Zl + ...+ (Cn — dn)&n =0.

7Z linearnej nezavislosti vektorov @y, ..., d, vyplyva ¢;—d; =0, ¢izec; = d; prei =1,2,...,n.
Pretoze kazdy vektor z V' sa da vyjadrif pomocou vektorov @y, ..., d,, tieto vektory
generuju priestor V, ¢ize V = [ay, ..., 0p).

Dalej vieme, ze 0 sa da vyjadrit ako linedrna kombindcia vektorov @y, ..., d, jedinym
sposobom. Z rovnosti c;d@1+- - -+cp,d, = 0= 0-d1+...40-d, teda vyplyvac; = ... = ¢, = 0.
Zistili sme, ze vektory a1, ..., d, su linedrne nezavislé. O

Este si ukdzeme par uzitoénych tvrdeni o podpriestoroch kone¢norozmernych priestorov.

Veta 4.4.17. Lubovolny podpriestor S konecnorozmerného priestoru V je konecnorozmerny.
Navyse, d(S) < d(V).

Dokaz. Pretoze S CV a d(V) = n, ¢islo n udéva horné ohranicenie pre pocet linedrne neza-
vislych vektorov z S. Nech ay,...,dy je najvacsi systém linedrne nezavislych vektorov z S.
Plati k < n. Sta¢i ndm dokézat, ze &, ..., d tvori bazu priestoru S, ¢ize S = [ay, ..., dk].
Predpokladajme, Ze by existoval vektor & € S, ktory nepatri do [a,...,d]. Teda & sa
neda vyjadrit ako linedrna kombinacia vektorov @, ..., dy, ¢o znamena, ze dy,...,d, @ s
linedrne nezéavislé. To vsak je spor s predpokladom, Ze a1, ..., 0 je najvacsi systém linedrne
nezavislych vektorov v S. O

Uloha 4.4.1. Viete povedat, na ktorom mieste predchadzajiceho dokazu sme vyuzili, ze V
je konecnorozmerny?

Tvrdenie 4.4.18. Ak S je podpriestor koneénorozmerného vektorového priestoruV a d(S) =
d(V), tak S=V.

Dokaz. Ozna¢me n := d(S) = d(V). Nech ay, ..., d, je bdza S. KedZze je to n vektorov vo V|
ktoré su linedrne nezdvislé, podla vety [4.4.14 je to sicasne bdza V. Teda S = [d1,...,d,] =
V. O

Pozrime sa na konkrétnom priklade na to, aké je baza niektorych jednoduchych podpries-
torov priestoru R*.
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Priklad 4.4.19. Pripomenme, ze v priestore V = R* mame nulovy podpriestor {6}, o ktorom
vieme 7ze d({0}) = 0. Takisto vieme, ze V je podpriestor V a v tomto pripade d(V) = 4.
Pozrieme sa na nejaké dalsie, o nieco menej trividlne podpriestory.

Zacnime s podpriestorom

S ={(z,y,w,2) e Rz +y+w+2z =0}

(Nebudeme overovat, Ze je to podpriestor — nemalo by byt pre vas tazké overit definiciu alebo
kritérium vektorového podpriestoru.)

Ak si zvolime Tubovolné y,w,z € R, tak aby vektor (x,y,w,z) patril do S;, tak musi
platit ©+ = —y — w — 2. Priamo dosadenim do rovnice x 4+ y + z + w = 0 zistime, Ze kazdy
vektor tvaru (—y — w — z,y, w, z) patri so S;. Teda tento podpriestor mdzeme inak vyjadrit
ako

S ={(~y—w—z,y,w,z2);y,w,z € R}.
Po tiprave méme (—y —w — z,y,w, z) = y(-1,1,0,0) + w(-1,0,1,0) + 2(—1,0,0, 1), z ¢oho
vidime, Ze
Sy =1[(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(—1,0,0,1)].
Je lahké overit, ze vektory (—1,1,0,0), (—1,0,1,0), (—1,0,0, 1) si aj linedrne nezavislé, takze
tieto tri vektory tvoria bdzu podpriestoru S;. Dostdvame teda, ze d(S1) = 3.

Podpriestor S; sme dostali ako mnozinu rieseni jedinej rovnice z + y + z + w = 0. Aby
sme mali o trosicku komplikovanejsi priklad, skiisme pridat este jednu rovnicu a pozriet sa
na podpriestor

Sy ={(z,y,w,2) ERY 2 +y+w+2=0,2—y+w—2z=0}
Opét moézeme pouzit podobnii ivahu ako pre podpriestor S;. Predpokladajme, Ze mame
zvolené w, z € R a pozrime sa na to, ¢i si jednoznacne urcené z aj y.
Scitanim zadanych rovnic dostaneme 2z 4+ 2w = 0, z ¢oho vyplyva z = —w. Ked ich
odcitame, tak dostaneme 2y + 2z = 0, Co znamend, ze y = —z. Teda vSetky vektory z So

musia mat tvar (—w, —z,w,z) = w(—1,0,1,0) + 2(0,—1,0, 1) a kazdy vektor takéhoto tvaru
patri do Sa, o ¢om sa da Tahko presvedcit dosadenim. Zistili sme, ze

52 = {(_w7 —Zz, W, Z)a w,z € R} = [(_1a 07 170)7 (Oa _1707 1)}
Vektory (—1,0,1,0) a (0,—1,0,1) s linedrne nezavislé, teda sme nasli dvojprvkot bézu pre
Sy. Znamens to, ze d(S3) = 2.
Sktsme pridat este jednu rovnicu.

Sz = {(z,y,w,2) ERY s +y+w+z2z=0r—y+w—2=0,r—y—w+2z =0}

Z vypoctov, ktoré sme robili pre Sy, vieme, ze ak nejaky vektor vyhovuje prvym dvom
rovniciam, tak musi splnat z = —w a y = —z. Ked dosadime do tretej rovnice, dostaneme

r—y—wtHzrz=—-wt+z—w+z=-2w+22=0.

Z tejto rovnice vyplyva, ze w = z. Teda akykolvek vektor z S5 musi mat tvar (—z, —z, 2, 2).
Dosadenim sa presvedc¢ime, ze takéto vektory vyhovuju zadanym rovniciam, a teda

Ss ={(-2,—2,2,2);z € R} = [(-1,-1,1,1)].

Vidime, ze d(S3) = 1.
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Opiét pridajme este jednu rovnicu, napriklad sa skiisme pozriet na podpriestor
Sy={(z,y,w,2) e Ry z+y+w+z=0,z—y+w—2=0,2—y—w+z=0,z+y+w—2z = 0}.

Ak dosadime do poslednej rovnice x = —z, y = —z, w = 2z (uZ vieme, Ze tieto rovnosti spliiaji
rieSenia prvych troch rovnic),tak dostaneme

r+ytw—z=—2—2+z2—2=-2z=0,

z ¢oho vyplyva, ze z = 0. Preto
S4=1{(0,0,0,0)}

a d(S4) =0.

Neskor, v casti sa nauc¢ime ako efektivnejsie a jednoduchsie ratat bazu a dimenziu
podpriestorov podobnych ako v predoslej tlohe.

Poznamka 4.4.20. Na predoslej tilohe si mozeme vsimnut istt zakonitost. Zacali sme s pries-
torom dimenzie 4 a po pridani novej rovnice dimenzia vzdy klesla o jedna. To nemusi platit
vzdy — dolezité je, Ze sme priddvavli rovnicu, ktord nevyplyva z predoslych rovnic (nebola
ich linedrnou kombinéciou.)

Nie¢o podobné si vieme geometricky predstavit v R?. Jedna rovnica ndm uréi rovinu,
teda podpriestor dimenzie 2. (Budeme teraz uvazovat len linedrne rovnice s nulovou pravou
stranou, teda vzdy dostaneme rovinu prechddzajicu nulou.) Ak priddme dal$iu rovnicu, do-
staneme dalSiu rovinu. Ak je to ind rovina ako ta, ¢o vysla z prvej rovnice, tak ako prienik
dostaneme priamku — podpriestor dimenzie 1. Ak tiato priamku pretneme s dalSou rovinou,
tak by sme mali dostat jediny bod — podpriestor dimenzie 0. Nestalo by sa to iba v pripade,
Ze nova rovina by prechadzala touto priamkou. To by zodpovedalo linedrnej zavislosti rovnic,
s ktorymi pracujeme.

Takisto si to moézete rozmysliet v rovine, kde takymto rovniciam zodpovedaju priamky.

Ked sa budeme zaoberat rieSeniami ststav linedrnych rovnic, tak tito geometrickt pred-
stavu budeme vedief presnejsie vyjadrit a aj dokazat — vlastne to vyjadruje désledok

Ukazme si este jeden priklad, kde by sme na prvy pohlad neocakavali, ze ndm vedomosti
o dimenzii vektorovych priestorov mézu pomoct.

Priklad 4.4.21. Pokusme sa ukazat, Zze
F= {a+b€/§+0\3/272;a,b7c€ Q}

je pole.

Ulohy podobného typu sme riesili v ﬁlohe Vela vlastnosti sa ukaze velmi jednoducho
(mnohé sa priamo zdedia z pola redlnych ¢isel.) Jedina vlastnost, ktorej dékaz nie je tiplne
jednoduchy, je existencia inverzného prvku pre kazdé o € F ~\ {0}. Takze sa podme pozriet
na tato vlastnost.

Skiisme si ale eSte predtym uvedomit to, ze F' je vektorovy priestor nad polom Q. (To sa
overi velmi Tahko — na zdklade podobnych argumentov ako v tilohe ) Navyse tiez lahko
vidiet, ze tento vektorovy priestor je vygenerovany prvkami 1, ¥/2 a V22, teda m4 dimenziu
najviac 3.

Nech teda o = a+b¥/2+¢V/22, a # 0. Cisla 1, a, o2, o3 vietky patria do F. St to teda 4
vektory vo vektorovom priestore dimenzie najviac 3, musia teda byt linedrne zavislé. Z toho
dostavame, ze existuju racionalne ¢isla a, b, ¢, d € Q, ktoré nie st vSetky nulové a plati pre ne

a+ ba+ ca® + da® = 0.
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Ak a # 0, tak tito rovnost mézeme upravit na tvar

b d
R
a a a

¢im je dokazané, ze pre «a existuje inverzny prvok.
Ak by platilo a = 0, tak mdme rovnost a(b+ca+da?) = 0, z ktorej na zdklade nenulovosti
prvku o dostaneme
b+ ca+da® =0.

Opit, ak b # 0, vieme dostat inverzny prvok podobny spésobom ako v predoslom pripade.
Ak b = 0, tak dostaneme ca + d = 0.

Teraz uz dostavame bud « = %, ¢o znamena, ze « je raciondlne a ma inverzny prvok.
Alebo dostaneme a = b = ¢ = d = 0, lenze o tychto ¢islach sme predpokladali, ze aspon jedno

z nich je nenulové.

Mozete vyskusat, ¢i by ste vedeli priamo vypocitat inverzny prvok k danému prvku pola
F. Zistite, ze je to pomerne zdlhavy vypocet. V priklade si ukdzeme, ako sa tento
vypocet da o nieco urychlit. V budicom semestri na predmete Algebra 2 sa budeme uéit aj
o konecnych rozsireniach poli. V suvislosti s touto témou budu ¢asto uzitoéné uvahy takého
typu, ako sme robili v tomto priklade.

V tejto Casti sme sa zaoberali iba koneénorozmernymi vektorovymi priestormi. (A takisto
aj v nasledujucich castiach najdete vela vysledkov, ktoré dokdzeme iba pre koneénorozmerné
vektorové priestory.) Azda by bolo uzitoéné vidiet aj priklad vektorového priestoru, ktory
nie je konecnorozmerny.

Priklad 4.4.22. Vektorovy priestor R® vSetkych zobrazenf z R do R (priklad nie je
kone¢norozmerny.

Predpokladajme, Ze by bol kone¢norozmerny. Potom by existoval konecny pocet funkcii
g1, 9n: R — R tak, Ze [g1,...,9,] = RE. Ak sa ndm podari zostrojit n + 1 funkcif, ktoré
st v R® linedrne nezdvislé, tak pomocou Steinitzovej vety lahko dostaneme spor (n+1 < n).

Pokiisme sa teda definovat takéto funkcie. Pre k& = 0,1,...,n definujme zobrazenie
fr: R — R ako
1, akzx=k
Ji() =
0, akz#k
Tvrdime, ze fy,..., fn st linedrne nezavislé. Skutocne, ak plati rovnost cofo +c1f1 + -+ +

¢nfn =0 (kde 0 oznacuje nulovi funkciu), tak pre kazdé x € R méme

cofo(z) +ecifi(x) + -+ cpfu(x) = 0.

Specialne, musi to platit aj ked za x dosadime k = 0,1,...,n. V takom pripade vSak dosta-
vame fr(k) =1a fj(k) =0, teda z predchadzajtce rovnosti priamo dostdvame

CkZO.

Poznamka 4.4.23. Mozno vdm napadla otazka, ¢i sa da definovat baza aj pre nekonecno-
rozmerné vektorové priestory. D4 sa to, v tomto pripade sa zvykne nazyvat Hamelova bdza.
Na jej zavedenie by sme vsak potrebovali podstatne vicsie vedomosti z teérie mnozin. Do-
konca plati aj analogia vety [1.4.5] ¢ize aj lubovolné 2 Hamelove bazy maju rovnaky ,pocet®
prvkov — s tym rozdielom, Ze pre nekoneCné mnoziny najprv treba definovat novy pojem,
ktory by zodpovedal po¢tu prvkov koneénych mnozin (nazyva sa kardinalita mnoziny, viac
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sa o nej dozviete na inych predmetoch). Pre pripad, Ze by vés to zaujimalo a chceli by ste
sa k tomuto problému ¢asom vratit uvediem aj niekolko odkazov na literatiru. V [NS] je
peknym spésobom dokazané, ze Iubovolné dve Hamelove bazy toho istého priestoru musi
mat rovnaki ,velkost“ (kardinalitu). V [SS, Kapitola 10.3] autori definuji Hamelovu bézu
v Specidlnom pripade — pre redlne ¢isla ako vektorovy priestor nad polom Q (tloha* .
Nieco o Hamelovej béze (a aj nejakych je aplikdcidch) si mozete precitat aj v [SI2].

Este raz zdoraznujem, ze tito poznamku som sem vlozil len kvéli tomu, aby ste vedeli,
kde mozete hladat v pripade, Ze by ste sa k takémuto nieComu cheeli neskor vratit. (Zatial by
to pre vas bolo pomerne tazké, potrebujete na to najprv poznat zakladné fakty o kardinalite
mnozin a na dékaz existencie bézy aj nieco o Zornovej leme. )

Cvicenia
Uloha 4.4.2. Zistite, ¢ dané vektory tvoria bazu v R3:
a) (17273)7 (17_273)’ (1,27_3)

b) (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)
¢) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1).

Uloha 4.4.3. Zistite, ¢ dané vektory tvoria bazu v Z3:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
¢) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).

Uloha 4.4.4. P, oznalme priestor vSetkych polynémov stupiia najviac n. Overte, ze d(P,,) =

n+lazel,z—1,...(x —1)" je bdza tohoto priestoru.

— —

Uloha 4.4.5. Uréte dimenziu podpriestoru [@,3,7], ak & = (1,3,2,1), 8 = (4,9,5,4) a
5 =1(3,7,4,3) v R%

Uloha 4.4.6. Ak sa to d4, dopliite dané vektory na bazu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,12), (2,1,3) v R?,

b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,

c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z2.

Uloha 4.4.7. Méme dané vektory @, = (1,1,2,0), d = (0,0,3,1) v priestore Z%. Kolko
existuje moznost{ na vyber vektorov a3, d@, € Zi tak, aby tieto $tyri vektory tvorili bazu?

Uloha 4.4.8. Ak kazdy z vektorov 51, e ,ﬁk je linedrnou kombindciou vektorov @y, . . ., @y,
tak d([B1,...,0k]) < d([@1,...,dm]).

Uloha 4.4.9. Overte, 7e mnozina S = {f: R — R : (3a,b € R)(Vz € R)f(z) = ax + b} je
podpriestor priestoru vSetkych funkcii z R do R. Néjdite funkcie g, h € S také, ze S = [g, h].

Uloha 4.4.10. Zistite, ¢ S = {f: R — R; f(z) = az® + bz + ¢,a,b,¢ € R} je vektorovy
podpriestor priestoru redlnych funkcii. Ak dno, najdite, g1, g2, 93 € S také, ze S = [g1, g2, 93]

Uloha 4.4.11. N4jdite bazu pre kazdy vektorovy podpriestor z tlohy

4.5 Linearne a direktné stcty podpriestorov

Uz vieme, Ze prienik podpriestorov vektorového priestoru je tiez podpriestor (vety [4.2.8 a
4.2.10)). Ako je to so zjednotenim? Ak si zvolime podpriestory S = [(1,0,0)] a T = [(0,1,0)
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Xy

Obr. 4.4: Zjednotenie 2 podpriestorov nemusi byt podpriestor

priestoru R3, tak vidime, e S U T nie je vektorovy podpriestor, lebo (1,0,0) € S U T,
(0,1,0) € SUT, ale (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) ¢ SUT.

Zaujimalo by nds, ako vyzerd najmensi podpriestor, ktory obsahuje S aj T'. Z obréazku [£.5]
mbzeme zistit, Ze v tomto pripade je to podpriestor [(1,0,0), (0,1, 0)].

A

T S+T

Obr. 4.5: Najmensi podpriestor obsahujuci S aj T'

Ukéazeme si, ako mozno najst takyto podpriestor vo vSeobecnosti, pre lubovolné dva pod-
priestory daného vektorového priestoru V.

Veta 4.5.1. Nech S, T su vektorové podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F.
Potom = .
S+T={a+p,deS,peT}

je podpriestorom vektorového priestoru V.

Tato veta vlastne hovori, Ze mnozina vsetkych vektorov, ktoré sa daju ziskat ako sucty
vektorov z S a z T, tvori vektorovy podpriestor. VSimnite si, ze v predchddzajicom priklade
bolo S+ 7T =[(1,0,0),(0,1,0)].

Dékaz. Overime podmienky z definicie vektorového podpriestoru. Mnozina S + T je ne-
prizdna, lebo 0 € S,0€ T, ¢ize 0=0+0e€ S+ 7.
S+T je uzavretd na sicty: Ak 71,795 € S + T, tak vektory 71, 72 sa daju napisat v tvare
= a1 +51, 7 Y2 = a2+52, kde d1,d> € Sa B, F2 € T. Potom 71472 = (@1 +61)+(G2+Fs) =
( + @) + (81 + fB2). (Vyuzili sme komutativnost a asociativnost séitovania.) Pretoze S je
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vektorovy podpriestor vektor d; + @y patri do S, podobne 51 + 52 € T. Ukazali sme, ze
vektor 71 + 7> sa dé napisat ako sucet vektora z S a vektora z T', teda 71 + 72 € S+ T
S+T je uzavretd na ndsobenie skaldrom: Ak 7 € S+T, tak ¥ = a + B pre nejaké a € S
a ,B € T. Nech ¢ € F je lubovolny skaldr. Potom ¢y = ca + cﬂ Pritom ca@ € S, cﬁ e T, cize
yeS+T. O

Definicia 4.5.2. Ak S, T st podpriestory vektorového podpriestoru V', tak vektorovy pod-
priestor S + T sa nazyva linedrny sucet podpriestorov S a T

Vidno, ze S aj T st podmnoziny S + T, ¢ize S + T obsahuje oba podpriestory S aj
T.(@eS=a=a+0ecS+T, podobne pre T.) Priestor S + T je skutoéne najmensi
vektorovy podpriestor priestoru V', ktory obsahuje S aj T'. Ak totiz S,T C U a U je vektorovy
Eodpriestor V', tak U musi obsahovat vSetky sucty tvaru & + E , pretoze @ € S C S+T a
BeT CS+T.

Veta 4. 5 3. Nech S a T st podpriestory vektorového priestoru V- nad polom F. Nech S =
[@1,...,a,], T [,6’1,...,57,,] Potom S+ T = [ay,. .. an,ﬁl,...,ﬁm]

Dokaz. Je zrejmé, ze vektory a, . .., ay, ﬁl, e Em patria do S+7. Kedze S+1T je vektorovy
podpriestor, musi potom platit [d1,..., &, B1,...,0m] €S+ T.
Este treba dokézat opacnt inkliziu, ¢ize chceme ukéazat, ze

FE€SH+T = F€ (1, ,@nBrse- s Bl

Ak vy € S+ T, tak 4 = &+ 5, kde @ € [@1,...,0,] a 3 e [517...,ﬂm] To znamena, Ze
existuji cq,...,¢n,d1,...,dmn EFEak, zea—clal—f— .+ cndy, aﬁ—dlﬁl—l— +dmﬂm
Potom ¥ = ¢1@1 + - - + ¢, @y + d1 51 + - —i—dmﬁm, 01ze7€[a1,.. an,ﬂl,...,ﬂm] O

Veta 4.5.4. Nech S, T su podpriestory konecnorozmerného priestoru V. Potorrﬂ
d(S)+d(T)=d(S+T)+d(SNT).

Doékaz. Podla vety [£.4.17] kazdy podpriestor koneénorozmerného priestoru je tiez konecno-
rozmerny, teda vsetky dimenzie, ktoré vystupuji vo vete, st skuto¢ne definované.

V pripade, ze S C T mame S+ T =T a SNT = S, z ¢oho je zrejmé, Ze tvrdenie vety
plati. Pripad T'C S je symetricky.

Zostéava teda pripad, ze S ¢ T a T ¢ S. Mozeme potom predpokladat, ze S N'T ma
bézu 71,...,7,. (V pripade, ze S NT = {0}, tak tento podpriestor nems bazu — vtedy staéi
zobrat r = 0 a vo zvysku dékazu moézeme postupovat iplne rovnako.) Tieto vektory patria
do priestoru S a st linearne nezavislé, preto ich mozno doplnit na bazu priestoru S, ¢ize
S = [, s¥r,01,...,0s]. Podobne mézeme v T zvolit bazu 71, ... ,’7’,.,51, ..., . Podla
vety [£:5.3] dostaneme

S+T: [Vla"'a'?”ma_;lw"7&Sagla"'7525]'

Staci, ak dokazeme, Ze tieto vektory su linedrne nezavislé, lebo potom tvoria bazu v S+T
amame d(S+T)+d(SNT)=r+s+t+r= (r+s)+(r+t) d(S)+d( ).

Nech c197 + -+ ¢ + d1dy + -+ + dsd’s + 6151 + -+ etﬂt = 0. Potom § = Y +

-+ eV +didy + -+ dsds = —elﬁl + - —et@ patrl do podpriestoru S NT. (Patri
do S, lebo je hnearnou komblna(:lou Vektorov N1y eeesYPrs @1, -, 0s. Do T patri preto, ze je
linedrnou kombinéciou vektorov i, ... ,,Bt ) Teda 5 = AV + ... + Y. Vdaka tomu, Ze

5Tento vzorec pripomina vzorec pre podet prvkov zjednotenia dvoch mnozin |SUT| = |S|+|T|—|SNT|.
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vyjadrenie vektora pomocou prvkov bazy je jednoznacné, dostaneme, ze d; = ... = dg
ae =...=¢e = 0. Potom mdme c19; + -+ + ¢¥, = 0 a (pretoze ¥1,...,%, je baza)
ci=...=¢ =0.

Definicia 4.5.5. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F a nech
SNT = {0}. Potom podpriestor S+ T nazyvame direktng (priamy) sticet podpriestorov S a
T a oznaCujeme ho S T.

Veta 4.5.6. Nech S, T, P su podpriestory konecnorozmerného vektorového priestoru V nad
polom F'. Tieto podmienky si potom ekvivalentné:

(i) P=S&T
(i) P=S+T ad(P)=d(S)+d(T)

(i) Ak dq,...,da, je biza podpriestoru S a 51, e ,Bm je bdza podpriestoru T, tak dy, . .., dy, 51, ceos Bm

je baza podpriestoru P.

(iv) P=S+T a kaZdyj vektor ¥ € P sa dd ]edznym sposobom vyjadrit v tvare & + 6, kde
aes aﬁET (Tj ak’y—a1+61 —a2+62, pricom a1,0s € S aﬁl,ﬁz e T, tak
& =ds afy =)

Dékaz. (i) = (ii) Podla vety [£.5.4] dostaneme d(S) + d(T) = d(S +T) +d(SNT) = d(P) +
d({0}) = d(P).

(it) = (#i7) Podla vetyje S+T =[a1,...,0n B, .., Bn] Pretoze d(P) =n+m a
nasli sme n + m vektorov, ktoré si ho generuji, musia byt tieto vektory linedrne nezavislé a
tvoria bazu.

(iii) = (iv) 2 vety-vyplyva ve S+T = [@1,...,6n, B1,. .., Bn], teda P = S+T. Nech

=ad+B=a+f.Potoma—a' +3—fF =0. Ak vyJadrlme vektory a — a e Sa B—p €T
pomocou baz tychto podpriestorov, ¢ize @d—a&" = c1d1+- - -+, 0y aﬁ B = d161+ +dmﬁm
dostaneme

181+ -+ el +di B+ 4 i = 0.

Pretoze vektory @y, ..., dy,, B}, .. ,Em tvoria bazu v P, su linedrne nezavislé a ¢y = ... =
en=dy=...=dp=0.7Ztoho vypljva, e @ —a& =0af—F =0,¢ized=aaf=/j.
(iv) = (i) Potrebujeme ukézat iba 7e SNT = {0}. Ak ¥ € SN T, tak ¥ mdzeme
vyjadrit ako stidet vektora z S a vektora z T tymito dvoma spdsobmi: ¥ =7 +0 =0+ 7. Z
jednoznaénosti potom vyplyva, ze 7 = 0. O

Cvicenia

Uloha 4.5.1. letlteﬁ dU),d(V),d{U+V),d{UNV),bdzu U+ V abizu UNV
a) vR? pre U =[(2,5)], V =[(1,3)]

b) v R3 pre U = [(1,2,3), (-1,2,3)], V =1[(2,1,4),(—2,1,4)]

c) v R* pre U =[(1,0,1,0),(1,0,0,1)], V = [(1,1,1,0), (1,0,1,1)]

d) v R* pre U = [(1,2,3,4),(1,1,1,1),(4,3,2,1)], V = [(1,1,0,0), (0,0,1,1),(1,0,0,0)]
[2)1,1,2,0; b)2,2,3,1; c)2 2,4,0; d)2,3,4,1]

Uloha 4.5.2. Nech T' = [(1,3,2),(2,1,3), (3,4,0)] je podpriestor (Zs)?. Existuje podpriestor
S taky, ze (Zs)® = T @ S? Ak 4no, najdite ho! Je tento podpriestor jednozna¢ne uréeny?

6Tto tlohu budeme riesit neskér, ked sa (v éasti[5.2)) nauéime jednoduchy spésob ako najst dimenziu a
bazu daného podpriestoru R™. Zaradil som ju vsak sem, pretoze sivisi s témou tejto podkapitoly.

(0]
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76 Linearne a direktné siucty podpriestorov

Uloha 4.5.3. Nech S # T st dva podpriestory vektorového priestoru F3 nad polom F a
d(S) =2, d(T) = 2. Dokézte, ze d(SNT) > 1.

Uloha 4.5.4. Ak mame zadané podpriestory

Wi ={(z,y,2) eR* 2 +y— 2 =0},
Wo = {(z,y,2) € R*; 30 +y — 22 = 0},
Ws ={(z,y,2) € R® 2 — Ty + 3z = 0},

néjdite dim(W1 n W2 n Wg) a dim(W1 + WQ), dim(W1 + Wg), dim(Wg + Wg)

Uloha 4.5.5*. Nech S;,...,5, a P st podpriestory vektorového priestoru V. Ukazte, ze
nasledujice podmienky st ekvivalentné:
(i) P = Si+---+S, aprekazdéi=1,... ,nplati $;N(S1+ - -+Si_14+Si 1+ - -+S,) = {0};
(i) Kazdy vektor 4 € P sa d& prave jednym sposobom vyjadrit v tvare ¥ = &y + - - + @,
kde @; € S; prei=1,...,n.
Ktorukolvek z tychto ekvivalentnych podmienok mézeme zobrat za definiciu priameho stuctu
S1®---®S,. (Pri definicii linedrneho sic¢tu n podpriestorov nijaké komplikdcie nenastant a
moézeme ho definovat jednoducho ako Sy +---+S,, = {@1+ - -+d,;d; € S;prei =1,...,n}.)

Uloha 4.5.6. Dokéite, 7e ak €1,..., €. je baza vektorového priestoru V, tak V = [éi] @
. @ [€k]- (Ako definiciu priameho stictu viacerych podpriestorov mézete brat ktorikolvek
z ekvivalentnych podmienok z tlohy [4.5.5[.)
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Kapitola 5

Linearne zobrazenia a matice

5.1 Matice

Definicia 5.1.1. Maticou typu m X n nad polom F nazyvame lubovolnt tabulku pozosté-
vajuicu z prvkov pola F', ktorda ma m riadkov a n stlpcov.

Matice zapisujeme v tvare

ailp ai2 ... Qin
a1 a22 ... Qaz2n
am1 AGm2 .- Gmn

pricom a;; oznacuje prvok v i-tom riadku a j-tom stipei.
Niekedy bude vyhodné pouzit strucnejsi zapis ||a;;||, ¢im myslime, Ze pre struénost niekedy
len uvedieme predpis pre prvok i-teho riadku a j-teho stipca.

Priklad 5.1.2. (i 3 g) je matica typu 2 x 3 nad R.
Definicia 5.1.3. Nech A, B st matice typu m X n nad polom F a c € F.
(a) Sucet matic A = ||a;j|| a B = ||b;;|| je matica A+ B = ||a;; + byj]|-
(b) Matica ¢ - A = ||ca;;|| sa nazyva c-ndsobok matice A.
(Teda séitovanie matic a ndsobenie matice skaldrom definujeme po sturadniciach.)
Vsimnime si, ze sicet matic definujeme len pre matice rovnakého typu.

Priklad 5.1.4. Uvazujme matice typu 2 x 2 nad R.

(6 1) +(61)=(9)

2.(67')=(57%")

Veta 5.1.5. Matice typu m X n nad polom F' s takto definovanym scitovanim a ndasobenim
skaldrmi tvoria vektorovy priestor nad polom F'.

Dékaz. Uloha (Vlastne si sta¢i uvedomit, ze je to to isté ako priestor F™" — matice
typu m x n tvoria len inak zapisané mn-tice prvkov z F', operacie su definované tak, ze
koresponduji s priestorom F™™.) O

Vdaka tomu, ze matice tvoria vektorovy priestor nad F' mézeme vyuzivat vsetky vlast-
nosti, ktoré pozname z vektorovych priestorov, ako napriklad identitu ¢(A + B) = cA + ¢B.

Budeme pouzivat oznacenie —A = || — a;;|| pre opacnd maticu k matici A a 0 = ||0]| pre
nulovid maticu.
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78 Matice

Definicia 5.1.6. Maticu typu n x n (teda takd, ktord mé rovnaky pocet riadkov a stipcov)
nazyvame stvorcovd matica.

Maticu
1 0 0
=1, = 0 1
0
0 0 1

typu n x n, ktord ma na diagonéle jednotky a mimo diagonaly nuly, nazyvame jednotkovd
matica.

Stvorcova matica, ktord ma mimo diagondly iba nuly (t.j. a;; = 0 pre ¢ # j) sa nazyva
diagondlna matica. (Prikladom diagonalnej matice je jednotkovd matica.)

Poznamka* 5.1.7. Jednotkovd maticu by sme mohli definovat ako I = ||d;;]|, kde

5 — 1 aki=yj,
Y10 aki #£ g
Takto definovany symbol sa v matematike Casto pouziva, nazyva sa Kroneckerov symbol.

Casto budeme pouzivat aj pojem transponovanej matice.

Definicia 5.1.8. Transponovand matica k matici A typu m x n je matica AT typu n x m

uréena ako
AT = [laq|-

Stvorcova matica A sa nazyva symetrickd, ak A = AT a antisymetrickd, ak A = —AT.

Teda A7 je vlastne matica A prevratend symetricky podla hlavnej diagonaly.
Mozeme si viimnut, ze plati 17 = I, (AT)T = A, (A+ B)T = AT + BT a (cA)T = cAT

(tiloha [5.1.3)).
Priklad 5.1.9. Ak A= (2 1%), tak A7 = (_21 _42)
% 3 5
1

, c 1 . 021 , . s
st symetrické, matice 9%2)a(-20-1) st antisymetrické.
) 20 110

Matice (3%) a ( z

—OR

Cvicenia

Uloha 5.1.1. Overte, ze matice typu m x n nad polom F (spolu so sCitovanim matic a
ndsobenim matice skaldrom) tvoria vektorovy priestor nad F'.

Uloha 5.1.2. Dokéite, Ze diagonalne matice tvoria podpriestor vektorového priestoru vet-
kych matic typu n x n.

Uloha 5.1.3. Nech matice A a B st rovnakého typu. Dokazte, ze potom (A+B)T = AT+ BT
a (AT)T = A. Comu sa rovnd (c; A+ coB)T?

Uloha 5.1.4. Dokéite, ze

a) mnozina vSetkych symetrickych matic typu n x n a

b) mnozina vSetkych antisymetrickych matic typu n x n

tvoria podpriestory vektorového priestoru vsetkych matic typu n x n. Je vektorovy priestor
matic typu n x n direktny sucet tychto podpriestorov?
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5.2 Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

Definicia 5.2.1. Podpriestorom prislichajicim matici A typu m xn nad polom F nazyvame
podpriestor priestoru F™ generovany riadkami matice A. Oznacujeme ho Vy.

Aby sme rozumeli predchddzajicej definicii, uvedomme si, Ze kazdy riadok matice je
vlastne n-tica prvkov z F', ¢ize ho mbézeme chapat ako vektor z F".

Ak matica A mé riadky a1, ..., d.,, tak podpriestor prislichajici tejto matici je vlastne
Va=1[d1,...,8n]

Priklad 5.2.2. Pozrime sa na par prikladov nad polom R.
A:((%?%) VA:[(LO?]-)’(O?]-?]-)}
I= (ég%) Vi =[(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)] = R?

Vidime, Ze jednotkovej matici I zodpoveda $tandardné baza priestoru R3, preto jej pri-
slticha cely priestor R3.

Zavedieme teraz upravy, ktoré ndm umoznia jednoduchsie popisat priestor prislichajici
danej matici.

Definicia 5.2.3. Elementdrne riadkové operdcie na matici A nad polom F' sui:
1. vymena 2 riadkov matice,
2. vynasobenie niektorého riadku matice nenulovym prvkom c pola F',
3. pripoc¢itanie nasobku niektorého riadku k inému riadku.

Hovorime, Ze matice A a B su riadkovo ekvivalentné ak maticu B mozno z A dostat pomo-
cou konecnej postupnosti elementarnych riadkovych operacii. Ak matice A a B st riadkovo
ekvivalentné, zapisujeme to ako A ~ B.

WUt

Priklad 5.2.4. Nasledujice matice sme dostali z prvej pomocou elementarnych riadkovych

operacii. Su to teda riadkovo ekvivalentné matice.

A-(ADPESD20R )WDY @D R L (i)

3-23 3-2 3 0—8 —12 023 00 000 000

Elementarne riadkové operacie, ktoré sme pouzili si:

(1) k 2.riadku sme pripocitali (-2)-ndsobok prvého (inak povedané, odéitali sme dvojndsobok),

(2) od 3.riadku sme od¢itali 3-nasobok prvého,

(3) 2.riadok sme vyndsobili —%, 3.riadok sme vynéasobili —%,

(4) od 2.riadku sme odpodéitali treti,

(5) od prvého riadku sme odpoditali druhy,

(6) druhy riadok sme vynasobili 1 (¢ize sme vlastne ho vydelili 2).

Poznamka 5.2.5. Podobnym sposobom sa daju definovat aj elementarne stipcové operacie.

Poznamka 5.2.6. Je zrejmé, ze ak A ~ B a B ~ C| tak plat{ aj A ~ C. (Postupnostou
elementérnych riadkovych operécii vieme z A dostat najprv B a potom z B dostat C.)

Okrem toho elementdrne riadkové operacie mozno obratit, preto ak A ~ B, tak plati aj
B~ A.

(Nie je tazké si uvedomit, Ze ak B dostaneme s A vymenou 2 riadkov, tak vymenou tych
istych riadkov dostaneme z matice B pdvodnu maticu A. Takisto, ak pouZijeme vynédsobenie
niektorého riadku prvkom ¢ # 0 pola F', tak povodnii maticu dostaneme tak, ze tento riadok
vynasobime ¢~'. Ak sme v matici B ziskali k-ty riadok pripo¢itanim c-nésobku j-teho riadku,
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80 Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

¢ize k-ty riadok novej matice pomocou riadkov pévodnej matice vieme vyjadrit ako @y + cd;,
tak (dp+cdlj)—cd; = d, Cize pripocitanim (—c)-nasobku j-teho riadku ku k-temu dostaneme
z B povodni maticu.)

Veta 5.2.7. Elementdrne riadkové operdcie nemenia podpriestor prislichajici danej matici.
(Teda riadkovo ekvivalentngm maticiam zodpovedd rovnaky podpriestor.)

Doékaz. Chceme ukézat, ze ak na matici A, ktorej riadky st a1, . . ., &, urobime ktortikolvek
z 3 elementarnych riadkovych operacii, podpriestor prislichajici novej matici bude rovnaky
ako podpriestor V4 = [@1, ..., &m].

V pripade vymeny 2 riadkov je to jasné — ak vektory napiseme v inom poradi, tak vyge-
neruju ten isty podpriestor.

Dalsou elementdrnou operaciou je vynasobenie niektorého riadku skaldrom ¢ # 0. Potom
priestor prislichajici novej matici je Vg = [d1,...,d;—1, cd;, @it1,. .., 0y]. Pretoze cd; €
Va4, vSetky vektory generujice priestor Vp patria do Vy, preto tam patria aj vSetky ich
linearne kombindcie, ¢o znamena Vg C V4. Obratent inkliziu Vs C Vg dostaneme rovnakym
sposobom: vektor @ = ¢ 1.(cd) totiz patri do V.

Zostava nam posledna operacia — pripocitanie ndsobku niektorého riadku k inému riadku.
Bez ujmy na vsSeobecnosti predpokladajme, ze sme pripocitavali c-nasobok druhého riadku
k prvému (vektory mézeme lubovolne preusporiadat bez toho, aby sme zmenili podpriestor,

ktory generujii). Chceme teda ukédzat, ze V4 = [d1,...,dn] = [d1 + cds, da, ..., 0n] = V.
Kazdy z vektorov generujicich Vg je linearna kombinacia vektorov as, ..., d,,, preto plati
Vg C Vi = [@,...,0n]. Obritene, vektor &y = (&1 + cda) — cdy je linedrna kombindcia
vektorov, ktoré generuji Vg, preto plati aj V4 C Vp. O

Definicia 5.2.8. Matica A je redukovand trojuholnikovd matica, ak:
(i) Veduci (=prvy nenulovy) prvok kazdého riadku matice je 1.

(ii) Kazdy stipec obsahujiici vediici prvok niektorého riadku mé prvky v ostatnych riadkoch
nulové.

(iii) Nulové riadky lezia pod nenulovymi riadkami. (Presnejsie povedané: Akykolvek nulovy
riadok musi byt nizsie ako akykolvek nenulovy riadok.)

(iv) Vedtci prvok Tubovolného nenulového riadku je napravo od vedtcich prvkov vSetkych
nenulovych riadkov nad nim a nalavo od vedtcich prvkov riadkov pod nim (t.j. vedice
riadky st usporiadané zlava doprava).

1
Napriklad matica <O
0

o =O
[@IN][H] N

>, ktorti sme dostali v priklade |5.2.4] je redukovand trojuholni-

kova matica.
Lubovolné redukovana trojuholnikova matica vyzerd zhruba takto:

0 ... 0 1] + 0 % 0 = x
0 ... 0 0 0 [1] = 0 = x
0 ... 0 0 0 0 0 [1] % %
0O ...0 0 0 0 0 0 © 0
0 ...0 0 0 0 0 0 © 0

V predchadzajicej schéme * oznacuje miesta, kde méze byt Iubovolny prvok (nulovy alebo
nenulovy). Vidime, Ze vedice jednotky (vyznadené Stvoréekom) idi zlava doprava

Veta 5.2.9. KazZdd matica nad polom F je riadkovo ekvivalentnd s nejakou redukovanou
trojuholnikovou maticou.
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Doékaz. Nech A je matica typu m X n.

Tvrdenie vety dokazeme indukciou vzhladom na m — pocet riadkov matice A.

Ak m = 1, tak mame jediny riadok. V pripade, Ze je tento riadok nulovy, matica uz je v re-
dukovanom trojuholnikovom tvare. Ak nie, tak tento riadok ma tvar (0, ...,0, a1s, a1 541, - - -, G1n),
kde aj je prvy nenulovy prvok v danom riadku. Vynasobenim a;,' dostaneme maticu (0,...,0,1,a;. a1 511, -+, a7, @1n),
Cize veduci prvok jej jediného riadku je 1 a tdto matica je v redukovanom trojuholnikovom
tvare.

Indukény krok: predpokladame, ze tvrdenie vety plati pre kazdi maticu, ktorda ma m
riadkov, chceme dokézat, Ze plati aj pre Iubovolnti maticu A typu (m + 1) x n.

Ak A je nulova matica, tak je v redukovanom trojuholnikovom tvare. V opac¢nom pripade,
nech s je prvy stipec, ktory je nenulovy. Teda tento stipec obsahuje aspoii jeden nenulovy
prvok.

0 ... 0 a1s * % % alp
0 ... 0 * * % % %
0 ... 0 aps#0 x * *x agg
0o ... 0 * * ok ox %
0 ... 0 @mt1,s * * * Qpg

Vymenou riadkov vieme dostat maticu, ktord ma v s-tom stipci nenulovy prvok uz v pr-
vom riadku. (Ak to spliia uz pévodnéd matica, nie je potrebné vymienat riadky.)

0 0 bis#0 * * x x
0 0 bos I
0 0 : Xk k%
0 0 bis * % k%
0 0 * ok ok %
0 0 bpmt1s * * % %
Aby sme v prvom riadku dostali vedicu jednotku, vyndsobime ho bl_sl.
0 0 1 * ok k%
0 0 bos * % % %
0 0 E N S S S
0 0 brs % ok k%
0 0 * ok ok ok
0 0 bpmt1s * * * %

Teraz vieme vynulovat vietky ostatné prvky v s-tom stipci — na to staci od k-teho riadku
(pre k =2,3,...,m+ 1) odpocitat bys-ndsobok prvého riadku.

0 0 1 * * * *
0 0 0 co641 N )
0 0 * * * *
0 0 0  crst1 e ol Ckn
0 0 * * * *
0 0 0 cmtts41 - oo Cmpm

Teraz nastala spravna chvila pouzit indukény predpoklad — podla neho vieme podmaticu
pozostavajicu zo vSetkych riadkov predchadzajicej matice okrem prvého upravit na reduko-
vanu trojuholnikovi maticu. Takto dostaneme maticu tvaru, ktory schematicky znazornime
takto:
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0 0 1 % *x % x
0 00 [1] 0 % 0
0 00 0 [1] * o0
0 00 0 0 0 [1]
0O ... 00 0 0 0 0
0O ... 00 0 0 0 0

Inak povedané, podmatica pozostavajica z riadkov 2 az m + 1 Spiﬁa definiciu redukova-
nej trojuholnikovej matice. Jedind podmienka, z definicie redukovanej trojuholnikovej matice,
ktord moze byt narusens v celej matici, je, ze v niektorom zo stipcov obsahujuicich vedicu jed-
notku moze tato matica obsahovat nenulovy prvok. Pripoc¢itanim vhodného nésobku tychto
riadkov vieme aj tieto prvky matice vynulovat. (Presnejsie to moZeme zapisat takto: oznacme
prvky prvého riadku v (s + 1)-vom az n-tom stipei. Nech stipce obsahujice vedtice jednotky

si i9,13,...,1;. Potom od prvého riadku odpocitame c; ;,-ndsobok 2.riadku, ¢; ;,-ndsobok
3.riadku, atd.)
0 01 0 0 =% O
0 0 0 0 % 0
0 00 0 £ 0
0 00 0 0 0
0 00 0 0O 0 O
0O ... 00 0 0 0 O
7 naznacenych tprav je vidno, ze vyslednd matica je skuto¢ne redukovana trojuholnikova
matica. O

Predchadzajici dokaz vlastne sicasne popisuje aj algoritmus, ako mozeme upravit Tubo-
volni maticu na redukovany trojuholnikovy tvar.

Ako priklad ipravy na redukovant trojuholnikovii maticu ndm méze opét posliazit priklad
b24

Zatial sme si povedali, ¢o sii redukované trojuholnikové matice a vysvetlili sme si postup,
akym mozeme z Iubovolnej matice pomocou elementarnych riadkovych tprav dostat reduko-
vanu trojuholnikovii maticu. Teraz by sme chceli ukézat, preco si redukované trojuholnikové
matice uzitocné.

Veta 5.2.10. Nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice su linedrne nezdvislé.

Najprv ilustrujme tito vetu na priklade. Opét pouzijeme redukovant trojuholnikovii ma-

ticu z prikladu [5.2.4]
Priklad 5.2.11. Riadky redukovanej trojuholnikovej matice z prikladu sua=(1,0,2)
a fp=(0,1, %) Rovnost ¢@ + df = 0 znamen4, ze
3 3
¢(1,0,2) +d(0,1,5) = (¢,d, 2¢ + 5d) = (0,0,0),

z ¢oho dostaneme (porovnanim prvych 2 sdradnic) ¢ = 0 a d = 0. Plat{ teda implikécia
cd+d3=0= c=d=0, ¢ize vektory @ a 3 st linedrne nezavislé.

Videli sme, ze dolezité boli tie stradnice, na ktorych sa nachadzaji vedice jednotky. V na-
sledujicom dokaze postupujeme takmer identicky ako v priklade, ktory sme prave uviedli.

Dokaz. Nech dy,...,d, st nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice A. Nech
i1,...,% su stlpce s vedicimi jednotkami.
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Vektor ¢1d1 + - - + cxd mé na mieste i; prvok ¢; (pre j = 1,2,...,k), takze rovnost
101 + -+ + cpdy = 0 implikuje ¢; = 0 (pretoze nulovy vektor ma na tomto mieste nulu).
Zistili sme, ze plati c1@1 + -+ @ =0 = ¢1 = ¢ = ... = ¢ = 0, Cize vektory aq,...,dk
su skutocne linedrne nezavislé. O

Definicia 5.2.12. Hodnost matice A je dimenzia podpriestoru V4 prislichajiceho tejto
matici. Oznacujeme ju h(A).

Z tejto definicie méme rovnost h(A) = d(Vy4) a pretoze elementarne riadkové operécie
nemenia priestor prislichajici danej matici (veta , nemenia ani hodnost matice.

Z vety [5.2.10] vyplyva, Ze hodnost redukovanej trojuholnikovej matice je pocet jej nenulo-
vych riadkov. Teda hodnost matice mozeme ratat pomocou upravy na redukovand trojuhol-
nikovi maticu. Pre maticu z prikladu dostaneme h(A) = 2.

Okrem toho, Ze redukované trojuholnikové matice si uzitoéné na vypocet hodnosti (a
tym aj vypocet dimenzie podpriestoru generovaného nejakymi zadanymi vektormi), daju sa
vyuzit aj na to, aby sme zistil, ¢i nejaky vektor patri do podpriestoru Vy.

102
Priklad 5.2.13. V priklade |5.2.4] sme ukazali, Ze matice A = (% 2 ?) aB= (0 1 3) st

riadkovo ekvivalentné ¢o znamena, ze V4 = Vg = [(1,0,2), (0,1, 2)].
Pokisme sa zistit, ¢i vektor & = (1,4,4) patri do V4. Ak to plati, musi byt tento vektor
linedrnou kombindciou vektorov (1,0,2) a (0,1, 3). Dostdvame teda rovnost

3 3
(174>4) = 01(17072) + 02(0> ]-7 5) = (01,02,201 + 562)'

Porovnanim prvych dvoch stradnic dostaneme ¢; = 1 a ¢ = 4. Vektor na pravej strane
poslednej rovnice ma potom ale tretiu siradnicu rovna 2.1 + %.4 = 8 # 4, ¢ize vektor a
nepatri do Vy.

Postup z predchadzajuceho prikladu sa d4 pouzit na dokaz tohoto tvrdenia:

Lema 5.2.14. Nech A je redukovand trojuholnikovd matica typu m X n nad polom F.

Oznacme jej nenulové riadky d,...,d a ako iy,...,1 oznacme cisla stlpcov, v ktorych siu
vedice jednotky. Potom & = (c1,...,¢n) € Va prave vtedy, ked & = ¢;, 81+ ¢, 0o+ . ..+ ¢4, Ak
Dokaz. Ak d € Vyu, tak @ je linedrnou kombinaciou vektorov dy, ..., dy, ¢ize & = didy +
"'*‘dk&k

Pozrime sa, aka je i;-ta stradnica vektoru & = di&; + --- + drdy, pre Iubovolné j =
1,2,..., k. Na tejto zlozke maju vektory djy,...,d) nulu s vynimkou vektora a;, ktory tam
mé 1. Preto na i;-tej stiradnici vektora d1dy + - - + dgdy je dj, dostavame rovnost d; = ¢;;.
Zistili sme, zZe koeficienty linedrnej kombinacie s skutoéne rovné ¢;,, ci,, .. ., Ci, -

Obratena implikacia je zrejma. O

Veta 5.2.15. Ak A a B st redukované trojuholnikové matice rovnakého typu m X n nad
polom F a Vy = Vg, tak A= B.

Doékaz. Aby sme ukézali, ze 2 redukované trojuholnikové matice sa rovnaju, stac¢i dokazat,
7e vedtce jednotky si v rovnakych stfpcoch a v ostatnych Stipcoch obsahuji matice rovnaké
prvky.

Pretoze h(A) = h(B), tieto matice maji rovnaky pocet nenulovych riadkov. Ozna¢me ho
k. Nenulové riadky matice A oznaéme @1, ..., 0 a i1 < is < ... < i} nech st &sla stipcov,
ktoré obsahuji vedice jednotky. Podobne nenulové riadky matice B oznac¢me 51, ey Ek a
nech vedtce jednotky tejto matice s v stipcoch n<jge<...<7g.
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Postupujme sporom. Predpokladajme, ze by vedtice jednotky neboli v rovnakych stipcoch.
Nech t je prvy index, kde i; # j;. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat i; < j;.
Vektor @; ma na miestach i1, ...,4;—1 nuly. Preto

Ay =081 + ...+ 081+ ctfy + cop1 B + - -+ i P

Vektor na pravej strane tejto rovnosti ma na prvych j; — 1 miestach 0, ¢ize ju m4 aj na mieste
it, o je spor (kedZe sa mé rovnat vektoru @, ktory tam m4 prvok 1).
Zistili sme, ze predpoklad i; # j; vedie k sporu, preto i; = j.

Teraz staci ukazat, ze pre vSetky t = 1,2,...,k plati &y = B; — to znamen4, Ze aj ostatné
prvky matic A a B sa rovnaju.

Vektor d; ma 0 na miestach iq,...,9;,-1 aj 4441,-..,7 a na mieste 4; ma jednotku. Podla
lemy teda a; = 051 +...+ Oﬁt_1 + 15_; + 05t+1 + ng, Cize Q; = B; O

Na ziskanie lepsieho porozumenia predchiadzajiceho dékazu je mozno dobre si ukazat
jeho najdolezitejsi krok na konkrétnom priklade.

Priklad 5.2.16. Majme redukovant trojuholnikovi maticu
A=(5697%3)

ktord mé vedice jednotky v prvom a tretom stipci.

Predpokladajme, ze by existovala redukovand trojuholnikova matica taka, ze V4 = Vg

ale tato matica by mala vedice jednotky v prvom a stvrtom stipci, ¢ize by mala tvar
B=(o"% "5t

To by znamenalo, Ze (0,0,1,1,2) € Vi apodla lemyz toho dostaneme (0,0, 1,1,2) =
0.(1, b12,b13,0,b15) + 1.(0,0,0, 1, be5), Cize (0,0,1,1,2) = (0,0,0,1, by5); ale tieto vektory sa
lisia na tretej siradnici, teda uvedend rovnost nemdze platit.

Iny spdsob, ako moézeme ukdazat, ze V4 # Vp: Ak by sa tieto podpriestory rovnali, tak
by platilo (0,0,0,1,b5) € Va = [(1,1,0,2,1),(0,0,1,1,2)]. Z lemy potom dostaneme
(0,0,0,1,b95) = 0.(1,1,0,2,1) + 0.(0,0,1,1,2) = (0,0,0,0,0). Dostali sme teda rovnost nu-
lového a nenulového vektoru, ¢o je spor.

Predchadzajtce vety mozeme zhrntt nasledovne.

Dosledok 5.2.17. Nech A a B st matice typu m x n nad polom F. Nasledovné podmienky
st ekvivalentné:

(i) A a B st riadkovo ekvivalentné,
(ii) V4 = Vg,
(iii) A a B st riadkovo ekvivalentné s tou istou redukovanou trojuholnikovou maticou.

Dokaz. Veta vlastne znamend implikaciu = .

Podla vety [5.2.9] je A riadkovo ekvivalentnd s nejakou redukovanou trojuholnikovou mati-
cou A’ a B je ekvivalentnd s redukovanou trojuholnikovou maticou B’. Pretoze Vg = Vg =
Va = Vy, podla vety A’ = B’. Tym je dokdzand implikdcia = ().

Podla poznamky ak A~T a B ~T (T je redukovana trojuholnikovd matica), tak
aj A ~ B. Teda plati aj implikicia = . O
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Poznamka 5.2.18. Postup z prikladu[5.2.13]a lemy[5.2.14 mozeme pouzit na akusi ,,poloviéni
skusky spravnosti® pri pocéitani redukovanej trojuholnikovej matice. Pretoze podobny postup
sa da pouzit aj v inych situéaciach, vysvetlime si ho trochu podrobnejsie.

Z dosledku[5.2.17| vieme, ze ak matica A je podobnd redukovanej trojuholnikovej matici B,
tak V4 = V. Tito rovnost sice nevieme priamo overit, vieme vsSak Tahko zistit, ¢i V4 C Vp
(tak, Ze postupne overime, ¢i jednotlivé riadky matice A patria do Vp; pouzijeme na to
rovnaky postup ako v priklade .

Ak ndm takato ,poloskiska“ nevyjde vieme dokonca pomerne jednoducho néjst posledni
upravu od konca, v ktorej sme spravili chybu. Skisme urobit v tprave nejakej matice na
redukovany trojuholnikovy tvar narocky chybu a ilustrovat si, ako ju vieme najst.

1-2-2 2 1 1-2-2 2 2 1-2-2 2 3 1-2-2 2 4 1-2-2 2 5
(207171)(~) 04 3 =5 (~)<04375>(~)<04072>(~) 01 0 — (N)
30 —4-4 00 -3-3 00 1 1 00 1 1 00 1 1

100 3
(0 10-3% )

001 1
Ked urobime sktsku pre prvi maticu, nevyjde. (Konkrétne pre druhy riadok dostaneme
2(1,0,0,3) — (0,0,1,1) = (2,0,—1,5).)

Aby sme nasli chybu, robime skusku pre matice, ktoré sme dostali ako medzivysledky, az
kym nenarazime na situdciu, ze pred niektorou tpravou skuska nesedi a po nej uz ano. To
znamend, ze v tejto uprave sa zmenil podpriestor prislichajici matici, a teda tato Uprava
nemoze byt spravna.

Napriklad pre maticu po tprave (2) skiska nesedi (4.(0, 1,0, —%)4—3.(0, 0,1,1) = (0,4,3,1)).
Musime teda chybu hladat napravo od tejto matice.

[N

VysktiSame maticu po tprave (4) — skiska vyjde. Vyskisame maticu po tprave (3) —
skuska opaf vyjde. KedZe pre maticu pred dpravou (3) ndm skiska vysla, ale po nej nie,
museli sme spravit v tejto tprave chybu.

Samozrejme, moze sa stat, ze urobime chybu takého typu, ktora takito poloskuska ne-
odhali.

Spravny postup je

1-2-2 2 1 1-2-2 2 2 1-2-2 2 3 1-2-2 2 4 1-2-2 2 5
(207171)(~) 04 3 =5 (N)(043—5)(~)(040—8>(~)<010—2)(~)
30 —4—4 00 -%-3 00 1 1 00 1 1 00 1 1

1
.r-=(3/2)*2.r; 2.r-=2*1.r (Tymto zdpisom sa mysli to, Ze od treticho riadku sa od-
pocita (3/2)-nasobok druhého a od druhého dvojnasobok prvého) (2) 3.r*=-2/5 (3) 2.r-=3*3.r
(4) 2.r*=1/4 (5) 1.r+=2%2.r+2*3.r

Poznamka 5.2.19. Este na tomto mieste spomeniem jednu ¢asto sa vyskytujticu chybu.

Pomerne casto sa studenti robia pri tpravach matic nieco také, ze namiesto pripocitania
c-nasobku niektoré riadku k inému urobia c-nasobok niektorého riadku a pripocitaju iny
riadok. (Alebo dokonca ndsobok iného riadku.) Napriklad sa vyskytuje

1 2 -1 1 2 -1

1 -2 =2 0 4 1
pricom pouzitd tprava je 2r:=1r-2r, t.j. druhy riadok je nahradeny rozdielom prvy riadok
minus druhy riadok.

Takéto tiprava by bola (v podstate) v poriadku, pretoZze sme sa od matice (;;) dostali

k matici (al‘y‘j&2>, ktorad je s pdévodnou maticou riadkovo ekvivalentna. Vieme ju totiz do-

stat tak, Ze postupne robime tieto Gpravy: vyndsobime druhy riadok ¢islom (—1) a potom
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pripoc¢itame prvy riadok (1-nasobok prvého riadku).

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
1 -2 =2 -1 2 2 0 4 1

Teda sme vlastne iba naraz zapisali viacero tiprav naraz, ¢o sme robili uz aj predtym.

Napriek tomu, by som povazoval za rozumné sa takémuto typu tprav vyhnit. (Alebo si
aspon vzdy poriadne premysliet, aké upravy ste urobili, ak ich takto skombinujete viacero
naraz.) Su na to dva dévody.

Mobze sa potom stat, ze spravite taktuto chybu: Urobite upravu, ze prvy riadok nahradite
rozdielom druhy riadok minus prvy riadok (¢o je v poriadku — len ste spojili viac tprav do
jednej) a druhy riadok upravite podobne ako v predoslom priklade. T.j. spravili sme takéto
veci: 1r:=2r-1r, 2r:=1r-2r. Pozrime sa, ¢o dostaneme takouto tpravou (a ¢o vyjde ak

pokracujeme dalej).
1 2 -1 0 -4 -1 0 -4 -1
(1 ~2 —2)“’(0 4 1>N(0 0 0>
Takto sme dostali z matice hodnosti 2 maticu hodnosti 1, ¢iZze je tam zjavne niekde chyba.
(A urcite lahko pridete na to kde.)

Predoslému problému by sme sa vedeli vyhnut, ak by sme neurobili viac takychto ,zlych*
Uprav naraz. Aj tak sa mi zdd rozumnejsie nezvykat si prili§ na pouzivanie tprav takéhoto
typu. Dovod je ten, Ze aj ked by to bolo v poriadku teraz (kym nds zaujima len riadkova
ekvivalencia, hodnost, podpriestore prislichajtci matici a podobné veci), mohlo by ndm to
narobif problémy pri poéitani determinantov. Neskor — v casti [6.3.2] — sa naucime, ako sa
daji pouzivat elementarne riadkové operacie na pocitanie determinantov. Budeme vyuzivat
fakt, ze vymena riadkov meni determinant na opacny, pripoc¢itanie nasobku niektorého riadku
k inému determinant nezmeni, a vynasobenie konstantou ¢ zmeni{ determinant c-krét. Ak by
sme pouzili ipravu typu 2r:=1r-2r, tak velmi lahko prehliadneme, Ze tato tiprava je zlozena
z viacerych, kde jedna z nich je vynésobenie matice ¢islom —1 (a teda aj determinant by
sa mal zmenit na (—1)-ndsobok). Velmi sa to totiz podobd na typ opericie ,pripoditanie
nésobku riadku k inému® (ako 2r:=2r-1r), ktoré determinant nemeni.

Struéne zhrnuté: Ak pouzivate viacero tprav naraz, treba si vzdy poriadne uvedomit,
aké Upravy ste pouzili. A mozno je lepSie nepouzivat naraz viac Gprav réznych typov. (Ak
pripoc¢itam néasobok prvého riadku k druhému i k tretiemu v tom istom kroku, velmi sa
nemam kde pomylit. Ak pripoc¢itam k druhému riadku prvy i treti sicasne, tiez sa nie je
velmi kde pomylit. Z prikladov, ktoré som uviedol, by mohlo byt vidiet, Ze ak kombinujem
viacero uprav roznych typov, alebo pocitam s uz upravenym riadkom, dé sa vcelku lahko
spravit chyba.)

Cvicenia V nasledujtcich tlohach, ak nie je uvedené inak, uvazujeme matice nad polom
R.

Uloha 5.2.1. Nijdite redukované trojuholnikové matice riadkovo ekvivalentné s nasleduji-
cimi maticami a) nad polom R b) nad polom Zs

231 113 2341
(131) (833) (3383
341 411 1123

Uloha 5.2.2. Ak sa to dé, dopliite dané vektory na bézu vektorového priestoru (Zs)*:

a) (172’ 07 0)7 (374’ 07 1)

b) (1,2,3,4), (1,1,1,1), (3,2,1,0)
C) (2737 47 ]‘)’ (37 2747 ]‘)’ (0’ 27 37 2)
d) (1,3,1,4), (3,0,4,3), (2,3,1,1)
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Uloha 5.2.3. Ak sa to d4, doplitte dané vektory na bazu priestoru

S = [(1 0,0,0,1),(0,1,0,0,2), (0,0,1,0,1), (0,0,0,1,3)] C (Zs)°.
a) @ = (1,2,1,1,4), @ = (2,4,2,1,0)
b) @1 (1,1,2,4,2), as = (3,3,2,2,0)
c) ay =(1,3,2,0,4), ds = (2,1,4,0,3)
d) ay = (172a3a3’1) da ( 73703()’3)

Uloha 5.2.4. Zistite, ¢ nasledujtice matice tvoria bazu vektorového priestoru vietkych matic
typu 2 x 2 nad polom R:

a) (61), (38), (39),(93) b)(31).(33).(i1).(53)
Uloha 5.2.5. Zistite, ktoré z danych vektorov patria do podpriestoru [(1,4,1,0),(2,3,—-2,-3),(0,2,—5,—6)]
priestoru RY: a) (4,11, —3,-3), b) (1,0,11,12), ¢) (3,0,4,1), d) (1, 1,2, —2).

Uloha 5.2.6. Zistite, ¢ [51,52] C [H1,%2, 73] vo vektorovom prlestore R* nad polom R, ak

,?1 = (17 1a5a 1)7 VQ = (170727 l)a V3 = (27 laO 1) 61 (15 175 1) ﬂ2 ( 6 2)
Uloha 5.2.7. Zistite hodnosti matilco o
) 10-12 3 9_13_94 13 5 —1
(42340 (gggg_ll) Sint) (3337 (g—;—;é;)
00 230 0000 7 (1)(1) % 2-11 8 2 ;791

. {rtmcvic:HODN}
Uloha 5.2.8. Upravte dant maticu nad polom R na redukovany trojuholnikovy tvar a urcte
hodnost matice

L9959 3-13 25 1305 0 —1 seba 3
5-3 2 3 4 26110 0 0

22 -1-1 1-3-50—7 515225 —1 —4 43-827

33 —4-4 5141 391150 —1 431 25

75 86 —14—6

Uloha 5.2.9. Uréte hodnost danej matice v zavislosti od parametra ¢ € R
1 ¢ —12 3 2 ¢ 2¢c 2c+1 0 2c+1 0
A=(2-1¢ 5 1-13—c 2 c—1 2¢c 4c—12¢c
110 —61 2301 c ¢ ¢ c c c¢

Uloha 5.2.10. Zistite, ¢ priestor [(2,4,4,2,4),(3,1,1,2,2),(4,3,3,2,0)] je podpriestor priestoru
(1,1,0,1,4),(2,1,3,3,1),(3,2,1,1,3)] a) nad Q, b) nad Zs, c) nad Zr.

{rtmcvic:HODNPAR}

Uloha 5.2.11. Zistite, ktoré z danych matic si navzajom riadkovo ekvivalentné:
231 31\ /031) /301 101\ /321

(433) (243) (203) (032) (011) (421)
124/ \312/\112/\103/\213/\101

Uloha 5.2.12. Njjdite bdzu daného podpriestoru a uréite jeho dimenziu:

a) [(1,1,0,-1),(0,1,2,1),(1,0,1,—1), (1,1, -6, -3), (=1, —5,1,0)] v R%;
b) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,-2,1,0)] v R

c) [(1,2,2,0, 1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1, 0)] v Z2

d) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1,0)] v Z5.

Uloha 5.2.13. Zistite, pre aké hodnoty parametra ¢ st dané vektory linedrne zévislé
a) (—1,0,-1), (2,1,2), (1,1,¢) v R3;

b) (1,1,3), (2,1,2), (c,0,—c) v R3;

c) (2,0,-1), (3,2,0), (1,-2,¢) v R3.

Uloha 5.2.14*. Uréite hodnost matice:

1 1 ... 1 1
ai a2 ... Qn Anp41
2 2 2
ai ay ... @y anq
.T‘L n 'TL TL.
ay Gy o Gy Apgg
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ak viete, Ze a1, ..., ap+1 S1 navzijom roézne redlne Cisla (t.j. a; # a; pre vSetky ¢ # j).

Pri rieSeni tejto tlohy mézete pouzit fakt, ze elementdrne stipcové operdcie nemenia
hodnost, resp. to, ze h(A) = h(AT). (Tento fakt dokdZeme neskor.) Ale mala by sa dat
vyriesit aj bez pouzitia tejto veci.

Vsetky priklady, v ktorych vystupuju len celé ¢isla, si mdzete upravit tak, ze jednotlivé
¢leny matice nahradite ich zvyskami po deleni 3 (5, 7) a rieSite rovnakd tlohu nad Zs (Zs,
Z7).

5.3 Linearne zobrazenia

V tejto casti zavedieme vlastne najdolezitejsi koncept tejto prednésky — linedrne zobrazenia.
Ak by sme povedali, ze vSetko Co sme robili doteraz sme robili iba s cielom, aby sme si
pripravili vhodné prostriedky na popis linearnych zobrazeni, neboli by sme daleko od pravdy.
Téato prednaska totiz do velkej miery smeruje k tomu, aby sme pochopili linedrne javy, ktoré
sa v matematike (ale aj vo fyzike a dalsich aplikdciach) popisuji prave pomocou linedrnych
zobrazeni.

Definicia 5.3.1. Ak V' a W su vektorové priestory nad polom F a f: V — W je zobrazenie
z V do W, tak hovorime, ze f je linedrne zobrazenie, ak pre lubovolné &, 5 € V' a Iubovolné
c € F plati

—. -,

(i) fa+p) = f(a)+f(b),
(i) f(c@) = cf(@).

Inymi slovami, linedrne zobrazenia su tie zobrazenia, ktoré zachovavaju zakladné operécie
popisujtce vektorovy priestor.

Asi sa hodi ilustrovat novy pojem na niekolkych prikladoch. Zac¢nime najprv nejakymi
velmi trividlnymi:

Priklad 5.3.2. Uvazujeme identické zobrazenie idy : V — V, t.j. idy (&) = &. (Pricom V je
lubovolny vektorovy priestor nad nejakym polom F'.) Prakticky ihned vidno, Ze ide o linedrne
zobrazenie, lebo podmienky z definicie aplikované na toto konkrétne zobrazenie su
rovnosti

+ 5,

a,

I
QL

a+p
ca

Il
Q

ktoré ocividne platia pre Iubovolné ¢ € F, &, 5 eV.
Iny trividlny priklad dostaneme, ak vezmeme nejaké dva vektorové priestory V, W nad
tym istym polom F' a definujeme .
fla)=0
pre @ € V. (T.j. kazdému vektoru sme priradili nulovy vektor. MéZeme toto zobrazenie nazvat
nulové zobrazenie.) Opét je velmi lahké skontrolovat, Ze ide o linedrne zobrazenie, vlastne si
staci vsimnut, ze platia rovnosti

Azda sa teraz mozeme skusit posunit k zaujimavejsim (menej trividlnym) prikladom.
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A

(_yu :E)

90° (ZE, y)

zob:FIGVECT6} Obr. 5.1: Otocenie v rovine o 90°

{1zob:PROTOC}
Priklad 5.3.3. Otocenie v rovine o 90° je linearne zobrazenie.

Otocenie v rovine o 90° ma vyjadrenie v sﬁradniciaclﬂ

f(x,y) = (—y,x).

Overme podmienky z definicie linedrneho zobrazenia:

fle,y) + f(2,y) = (—y,2) + (v, 2") = (—(y +¥), 2 +2') = fla + 2",y +9),
flex,cy) = (—cy,cx) = c(—y,x) = cf (2,y).

{1zob:PR2}
Priklad 5.3.4. Zobrazenie f: R? — R? uréené predpisom f(x,y) = (2x + y,x + 3y) je line-

arne zobrazenie. (V istom zmysle je typickym prikladom linedrneho zobrazenia, ako uvidime
neskor.)

fl@y)+ f@y)=Qe+y,z+3y)+ (22" + 42" +3y) =
Qz+2)+y+y e+ +3Ww+y) = fle+2"y+9),

flex,cy) = (2cx + cy, cx + 3cy) = c(2z + y,z + 3y) = cf(z,y).

Velmi podobne by sme vedeli ukéazat, ze pre lubovolné redlne ¢isla a, b, ¢, d predpis
f(@,y) = (az + by, cx + dy)

urcuje linedrne zobrazenie. Neskor uvidime, ako sa to dd zovSeobecnit a tiez to, ze kazdé

linedrne zobrazenie R? — R? vyzerd takto; pozri pozndmku [5.4.11
{1zob:VTCHARLZ}
Veta 5.3.5. Nech V, W si vektorové priestory nad polom F a f: V — W je zobrazenie.

Nasledujice podmienky su ekvivalentné:

{1zob:1.1}
(a) zobrazenie f je linedrne, lzob:1.2}
(b) f(ca+ dfB) = cf (@) + df (B) pre lubovolné ¢,d € F a lubovolné &,3 € V,
{1zob:1.3%}
(¢) fler@i+--+cndn) = e f(@1)+. . .+enf(@y) pre lubovolnécy, ... c, € F, aq,...,0, €
V. {1zob:1.4}

(d) flcd@+ B) = cf(@) + f(B) pre lubovolné c€ F a @, feV.

1Keby sme boli presni, mali by sme pisat f((x,y)) — jednu zatvorku kvéli zobrazeniu a druht z oznadenia
vektora. Rozhodli sme sa, ze si zdpis trochu zjednodusime.
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90 Linearne zobrazenia

Tretia podmienka v predchadzajticej vete hovori, Ze linedrne zobrazenia st prave zobra-
zenia zachovavajice linedrne kombinacie.

Dékaz. @ = (]ED Vyplyva priamo z definicie linedrneho zobrazenia.

fle@+dB) & f(ed) + f(dB) = cf (@) + df ()

= (|d) Dostaneme opakovanym pouzitim . (Formélny dokaz by sme urobili pomocou
matematickej indukcie.)

= @ Ak dosadime n = 1 dostaneme podmienku z definicie linedrneho zobrazenia.
Pre n =2 a ¢; = c3 = 1 madme podmienku .

Ak uz mame overeni ekvivalenciu prvych troch podmienok, tak ukazat, ze aj @ je s nimi
ekvivalentna je pomerne jednoduché. Tuto cast dokazu som ponechal ako cvicenie — tloha

0.3.2) O
Tvrdenie 5.3.6. Ak f je linedrne zobrazenie, tak f((f) =0.
Dékaz.
f(0) = £(0+0) = f(0) + f(0)
Vykratenim f(0) dostaneme f(0) = 0. O

Nasledujicu vetu niektori autori nazyvaju zdkladnd veta o linedrnych zobrazeniach.
{1zob:VTOBRBAZY}
Veta 5.3.7. Nech V., W st vektorové priestory. Nech &1, ..., 0, je biza priestoru V a nech

By En € W. Potom existuje prdve jedno linedrne zobrazenie f: V. — W také, Ze
£(d@) = B;
pret=1,2,...,n.
Dékaz. Nech & € V. Pretoze dy, ..., a, tvori bazu priestoru V, existuju jednoznacéne urcené
skalary cq,...,c, € F také, ze

d':cl@l+~~~+cno7n.

Potom f(@) definujeme ako
f(OZ) = clﬂl + .- +Cn5n
(Pretoze c1, ..., ¢, st jednoznacne urcené, je f dobre definované, t.j., nemoze sa stat, ze by
sme takto tomu istému & priradili dve rézne hodnoty. Stc¢asne f(&) nemoze mat ini hodnotu,
ak to mé byt linedrne zobrazenie — vyplyva to z toho, Ze linedrne zobrazenia zachovavaji
linedrne kombindcie. Z toho vyplyva jednozna¢nost zobrazenia f.)
Ukéazeme, ze takto definované zobrazenie je skutocne linedrne. Uvazujme dva vektory
O_Z:Cl&l+"’+6n0_2n

o =diaqy + -+ dpay,
Potom plati
d+a = (c1+di)adr+ ...+ (co +dp)dn

f@+a) = (er+d)Bi+ .4 (o +dn)Bn = 1B+ 4 calln + i1+ -+ dpfhn = f(@) + f()
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Podobne dostaneme
c.d =ccidy + -+ + cep b,

fle@) =cerfi+ -+ cenfln = clc1fr + - -+ cnfn) = c.f(d)

Linedrne zobrazenie je jednozacne uréené obrazmi prvkov (lubovolnej) bazy.
V priestore F™ mame Standardnti bazu

= =(1,0,...,0),& = (0,1,...,0),...,&, = (0,...,0,1).

T4to baza ndm umozni popisat IubovoIné zobrazenie z F™ do F* sposobom, ktory je v istom
zmysle kanonicky.

Definicia 5.3.8. Nech F' je pole. Matica linedrneho zobrazenia f: F™ — F™ je matica typu
m X n ktorej k-ty riadok je vektor f(&k).

Maticu zobrazenia f budeme oznacovat Ay.

Kazdému linedrnemu zobrazeniu f: F™ — F™ sme takto priradili nejakd maticu A typu
m X n.

Obratene, Tubovolnou maticou typu m X n je jednoznaCne urcené linedrne zobrazenie
f+ F™ — F™. (Riadky matice uréuji obrazy bazovych vektorov, jednoznacnost a existencia
takéhoto zobrazenia vyplyvaja z vety ) Linedrne zobrazenie prislichajice matici A
budeme oznacovat f4.

Priklad 5.3.9. UvaZujme linedrne zobrazenie f: R? — R3 dané predpisom f(z,y) = (2x +
Y, +y, 2 + 2y). Dosaden{m zistime, Ze plati

fE) =7(1,00=(2,1,1)
f(&2) =£(0,1) = (1,1,2)

Teda matica tohoto zobrazenia je

Veta 5.3.10. Nech U, V., W si vektorové priestory nad tym istym polom F. Ak f: U -V
ag:V — W si linedrne zobrazenia, tak aj g o f je linedrne zobrazenie.

Dokaz. Na overenie pouzijeme podmienku (Eb z vety Nech &, 5 €U ac,de F. Potom
dostaneme

g(f(cd +dB)) = glef(d@) + df (B)) = cq(f(@)) + dg(f(5)).

(Vyuzili sme najprv linearitu zobrazenia f a potom linearitu zobrazenia g.) O

Poznamka 5.3.11. Lahko sa overi, ze ak f,g: V — W sa linedrne zobrazenia, tak aj
zobrazenia f + g a c.f su linedrne.

Teraz si ukazeme na konkrétnom priklade, ako vieme najst maticu linedrneho zobrazenia,
ak méme dané obrazy niektorych vektorov. (V pripade, Ze tieto vektory tvoria bazu, také
zobrazenie existuje podla vety )

Uloha 5.3.1. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f:R3 — R*, pre ktoré plati:
a) f(27033) = (17277171)7 f(47175) = (4757 ) f(3 1 2) (17 1 1 1)

b) f(23073):(1723_171)7 f(431a5):(475a v ) f( 7 ) ( ’ , )

c) f(2,0,3) =(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(2, —1,4) (1,—1,1,—1)
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92 Linearne zobrazenia

Postupujeme tak, ze si napiSeme do matice vektory a ich obrazy a Tavi cast sa snazime
upravit riadkovymi tipravami na jednotkovi maticu (aby sme nasli obrazy vektorov &;)

20312 -1 1 10 3| 4 1-3 3 1024+ 1 -3 3% 100]-2—
41545 -2 1 J]~|01-1] 210 -1)~[01-1]2 1 0 -1 |~ (010]4
312|1-11 —1 04153 -14 3 1 00-2|-5-5 5 -3 001] 2 &

_9 _
Hladand matica je | 5 %
3 oi0 5

wlzal |
‘O ‘o.%
Ll
ool
= O I
—
SN——

Zakladna myélienksa algoritmu, ktory sme prave popisali, je v tom, ze po kazdom kroku
plati, Ze vektor na lavej strane sa zobrazenim s danymi vlastnostami zobrazi na vektor napravo
od neho. Skutoéne, ak méme v nejako kroku f(d;) = §; a fla;) = Ej (kde @), a f; oznacuje
k-ty riadok lavej resp. pravej Casti matice) a pripo¢itame k i-temu riadku e-ndsobok j-teho
riadku, plati tento vztah aj pre riadky novej matice:

F(@i+edy) = f(@) +cf(@;) = i + cB;.

Podobne sa to d4 overif pre ostatné elementérne riadkové operéciel]

Skusku spravnosti mozeme urobit tak, ze overime, ¢i f naozaj nadobtuda zadané hodnoty,
napriklad f(3,1,2) = 3(—2,-4,2,-1) + 1(§, 4, -2,0) + 2(5, 42, -2,1) = (1,-1,1,-1).

V pripade, ze skiska nevyjde, chybu mézeme hladat tak, ze skiSame pre medzivysledky, ¢i
sa vektor na lavej strane zobrazi na vektor leziaci od neho napravo v zobrazeni ur¢enom ma-
ticou, ktord nam vysla. Samozrejme chybu mézeme hladat aj tak, ze kontrolujeme jednotlivé

apravy.
203[12-11 20 3] 1 2 —11 203 [12-1 1
b)y(415/45-21)~(01-1]2 1 0-1)~(01-1]210 —1
2-14]-11-12 0-11]-2-10 1 000 000 O
Vidime, Ze mdézeme f(0,0,1) zvolit lubovolne. Oznacéme f(0,0,1) = (a, b, ¢, d). Potom dosta-
neme

20 3 [12 0522 1-3p 1522 1-3d
(01—121 0| 24a 14b ¢ —1+d)
001 |ab 1| a b c d
a tato matica maticou zobrazenia f s pozadovanymi vlastnostami.

2031 20 3|12 —11 203 |12 -1 1
c)[415]4 ~[lo1 1121 0 1)~ ([01-1]21 0 —1
2-14]1-11 -1 0—-1 1 |0-3-2-2 000 [2-2-2-2

Pre linedrne zobrazenie f, ktoré by spliialo podmienky zo zadania by muselo platit f(0,0,0) =
(2,—2,—-2,—2), ale také linedrne zobrazenie neexistuje. (Linedrne zobrazenie vzdy zobrazuje
nulovy vektor na nulovy vektor.)

Cvicenia

Ijlgha 5.3.2. Ukazte, ze f: V- W _je linedrne prave vtedy, ked pre Iubovolné ¢ € F a
a,B eV plati f(cad + f) = cf(@) + f(B).

Uloha 5.3.3. Nijdite maticu linedrneho zobrazenia f: (Z7)? — (Z7)? a napiste jeho predpis.
a) f(1,1) = (0,1), f(6,1) = (3,2)
b) f(2,3) = (1,0), f(3,2) = (6,1)

Uloha 5.3.4. Nijdite maticu linedrneho zobrazenia f: R* — R* takého, zZe:

a) f(l’ 2’ 37 1) = (1’ 37 170)7 f(2, 1737 0) = (0, 1737 1)’ f(37 27 1’ O) = (1707 3’ 0)7 f(27 2’ 3, 4) =
(3’ 17 07 4)

b) f(l’ 273,4) = (07 07 0’ 0)7 f(27 17 3’ 1) = (1,0? 37 1)’ f(()? 17 27 O) = (2’ 0’ 170)7 f(]" 0’ 3, 1) =

2Takyto postup je typicky pri dokazovani spravnosti algoritmov. Nagli sme tvrdenie, ktoré plati po kazdom
kroku algoritmu. (Nazyvame ho invariant.) O tomto invariante treba dokézat, ze: a) plati na zaciatku vypoctu;
b) vykonanie jedného kroku algoritmu nezmen{ platnost invariantu; c) ak plat{ invariant na konci vypoctu,
tak algoritmus skuto¢ne robi, to ¢o ma.
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)
)
Uloha 5.3.5. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne

zobrazenie. Ak @,...,d, st linedrne zavislé vektory, tak aj f(di1),..., f(d@y,) st linedrne
zavislé vektory.

) )

3
o,
0

)

1,1) = (1,0,0,0), f(1,0,1,1) = (0,1,0,0), f(1,1,0,1) = (0,0,1,0), f(1,1,1,0) =

O ko
— ==

2
)
0

—~ O —

) )

Uloha 5.3.6. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V do vekto-
rového priestoru W nad polom F'. Dokézte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(&); & € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1(T) = {@ € V : f(d) € T} je pod-
priestor vektorového priestoru V.

5.4 S1uéin matic

V predchadzajicej Casti sme sa naucili, Ze linedrne zobrazenie F* — F" je jednoznacne
urcené maticou typu m X n a obratene, kazdému takémuto lineArnemu zobrazeniu prislicha
jeho matica. Tiez sme sa dozvedeli, ze zloZzenim linearnych zobrazeni opét vznikne linedrne
zobrazenie. Preto je prirodzena otazka ako vyzera matica prislichajtca zlozenému zobrazeniu.

Priklad 5.4.1. Uvazujme zobrazenie f: R? — R3 urdené maticou (}9?) a zobrazenie
. . 31 , v p . . .
g: R® — R? uréené maticou ((1) 11). Poktisme sa vypoéitat maticu zloZeného zobrazenia
Agoy- oL
Budeme oznacovat standardni bazu v R? ako 81, d2 a Standardni bazu v R? ako &1, €5, 3.
Vypocitajme obrazy vektorov standardnej bazy:

g(f(81)) = 9(1,0,2) = g(

2 29(23) = (3,1) + 2.0, —1) = (3, -1)

oy

l

1+ 283) = g(é1)
+ &3) = 29(¢1)

oy
()

2

7 toho dostavame
_(3-1
Agos = (7 2 ) :
Pokiisme sa zopakovat tento vypocet vo vSeobecnosti. Mame teda dve linedrne zobrazenia
a im prislichajice matice:

ayy ... Qin
f: F™— F" Ap = typum x n
Am1 -+ Qmn
b1 ... big
g: F* — F* Ag=1 + . typun x k
bn1 oo bug
Opét nech 51, . ,gm je Standardna baza F™ a €7,...,€&, je standardnd baza F™.

Pretoze g o f: F™ — F* je matica zlozeného zobrazenia matica typu m x k. Riadky

-

matice Agoy st vektory g(f(gl)), g(f(gg)), ey g(F(0m))-
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g(€2) +g(&3) =2.(3,1) + (1,1) + (0,—-1) =

{lzobcvic:KERIMPPR}

{suc:PRSUCMAT}
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Nech i € {1,2,...m}. Vypocitajme prislusny riadok matice Agos .

9(f(5)) = glair, @iz, ..., ain) =
g(ain &1 + ainés + ... + ainfn) = g(ainé1) + g(ai2éa) + ... + glainén) =
a;1(b11,b12, ..., b1g)+
a2 (ba1, baz, - . ., bog )+

ain(bnla bn2a ceey bnk) =
(@i1b11+aiobor +. . .+ ainbni, ainbia +aiaboe +. . .+ ainbna, . .., @bk +aibor +. . .+ ainbnk)

Vektor g(f(d;)) ma na j-tej stradnici hodnotu
n
Cij = ailblj + aigsz + ...+ ambm— = Zaitbtj.
t=1

Matica zlozeného zobrazenia je matica Agor = ||ci5]| typu m x k.

Vsimnime si, Ze prvok c¢;; vlastne ziskame tak, Ze vezmeme i-ty riadok matice A a j-
ty stipec matice B (dostaneme tak 2 vektory rovnakej dizky n), vyndsobime hodnoty na
rovnakych stiradniciach a takto ziskané hodnoty séitame. (Je to vlastne skaldrny suc¢in i-teho
riadku matice A a j-teho stfpca a matice B — o skaldrnom stic¢ine este budeme hovorit neskor.)

Definicia 5.4.2. Ak A je matica typu m X n a B je matica typu n X k nad polom F, tak
maticu C = ||c;5]| typu m x k, kde

n
Cij =Y airhy
=1

prei=1,2,....,maj=1,2,...,k, nazyvame sicin matic A a B. Oznacujeme ju AB alebo
A- B.

Dolezité je si vsimnuf, ze suc¢in matic definujeme iba v pripade, Ze pocet stlpcov prvej
matice sa rovna poctu riadkov druhej matice.

m x [m_]  k

Vysledok je matica typu m x k.

(1) =33

Priklad 5.4.3. (192
(397%)

(69)-(29%) =
Veta 5.4.4. Nech F je pole, f: F™ — F™ a g: F"* — F* si linedrne zobrazenia. Potom

plati
Agog = Ag - Aq

Dékaz. Sa¢in matic sme definovali préve tak, aby platil predchddzajtci vztah. (Dékaz tejto
vety spociva vlastne v odvodeni vztahu pre Agof, ktoré sme uviedli za prikladom ) O

POZOR na zmenu poradia v predchadzajicej vete. T.j. matice na pravej strane rovnosti
su zapisané v inom poradi ako je zapis skladania zobrazeni. (Opat plati, Ze niektoré knihy,
ako napriklad [KGGS]|, definuji poradie skladania zobrazeni inak, ¢o samozrejme ovplyvni
aj poradie v predchadzajicej rovnosti.)
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Priklad 5.4.5. Nie je tazké uvedomit si, Ze otocenie v rovine o uhol « (proti smeru pohybu
hodinovych rucic¢iek) je linedrne zobrazenie a jeho matica je

cosa  sina
—sina  cosa
(Pre a = 90° sme sa na toto zobrazenie pozreli v priklade m)
Ak zlozime otocenie o uhol « a otoc¢enie o uhol £, mali by sme dostat oto¢enie o uhol

a+ B. Uz vieme, Ze zlozenému zobrazeniu zodpovedd sucin matic. Pozrime sa, ¢o dostaneme
ako sucin matic tychto dvoch zobrazeni.

cosa  sina cosfB sinf\ [ cosacosf —sinasinf  cosasinf + sinacosf
—sina cosa ) \—sinf cosf —cosasinf —sinacos S cosacos — sinasin 3
Ak si spomenieme na vzorce pre trigonometrické funkcie stiétu uhlov
cos(a+ ) = cosacos B — sin asin 3,
sin(a + ) = cosasin 8 + sin « cos S,
cos(a+pB) sin(a+p)
—sin(a+8) cos(a+p8) /-

Navyse ak tieto vzorce zabudneme, tak nasobenie matic nam dava moznost, ako si ich
Tahko odvodit. (Ind moznost, ako si ich zapamaétat, je ndsobenie komplexnych ¢isel — pozri

dokaz vety )

Désledok 5.4.6. Ndsobenie matic je asociativne, teda

tak vidime, ze matica na pravej strane rovnosti sa skuto¢ne rovna (

A-(B-C)=(A-B)-C
pre lubovolné matice také, Ze ich mozZno ndsobit v uvedenom poradsi.

Dokaz. Tuubovolna matica je matica nejakého linedrneho zobrazenia. OznaCme zobrazenia
prislichajice danym maticiam f, g a h. Dostaneme

Ap - (Ag - An) = Af - (Anog) = A(hog)or = Ano(gof) = Agos + An = (Af - Ag) - Ap.

(Inak povedané, vdaka tomu, Ze pozndme vztah medzi ndsobenim matic a skladanim zobra-
zeni, asociativnost ndsobenia matic lahko vyplyva z asociativnosti skladania zobrazeni.) O

To isté tvrdenie mozeme dokazat aj priamo z definicie stcinu.

Dokaz. Majme matice A, B, C typov m X n, n X k, k x I. Vyjadrime prvok v i-tom riadku a
j-tom stlpci matice A(BC). Dostaneme

Ked vypoéitame prvok v i-tom riadku a j-tom stipci matice (AB)C' dostaneme

k n kK n
Z (Z az’tbtu> Cuj = Z Z(aitbtu)cuj,

u=1 \t=1 u=1t=1

Gize presne tu istd sumu, len s inym poradim séitovania. O
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96 Sic¢in matic

Priklad 5.4.7. Nasobenie matic nie je komutativne. (Vyplyva to aj z toho, Ze nie vzdy, ked
je definovany sucin AB je definovany aj suc¢in BA. Ukéazeme si vSak aj priklad, kde sa suciny
v oboch poradiach definované, ale rozne.)

11 1 0y _ (0 O
0 0/\-1 0/ \0 O
1 0y/1 1y (1 1
-1 0/\0 0/ \-1 -1
Veta 5.4.8. Nech matice A, B, C nad polom F maji také rozmery, Ze uvedené siucty a
stciny maji zmysel.
I,A=A=AIl,
A(B+C)=AB+ AC
(B+C)D=BD+CD
Dékaz. Rovnost dvoch vyrazov obsahujicich matice mézeme overit tak, ze vypocitame prvok

v i-tom riadku a j-tom stipci matice na lavej a pravej strane rovnosti a vysledky porovndme.
Prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci matice I,,, A mé tvar

Cij = 6z‘1a1j + (5i2a2j + ...+ 5imamj,

kde ako d;; sme oznacili prvok i-teho riadku a j-teho stipca jednotkovej matice I, (pozri
tiez poznamku . Pretoze z cisel §;; je len 0;; = 1 a ostatné si nulové, dostavame
z predchadzajtcej rovnosti priamo
Cij = Q5.
Vztah pre nasobenie jednotkovou maticou sprava sa overi rovnako.

Ozna¢me D := A(B + C). Potom
dij = ail(blj + Clj) + aig(bgj + CQj) + ...+ am(bnj + an) =

a1 b1y + apboj + ...+ @inbpj + ajicrj + aipcoj ..+ QinCry,
¢o je presne st¢et prvkov i-teho riadku a j-teho stipca matic AB a AC. Teda skuto¢ne plati
A(B+C)=AB+ AC.

Predchadzajice odvodenie by sme mohli stru¢nejsie a prehladnejsie zapisat ako

n n n
dij = E ait (b + ctj) = E aibe; + E QjtCtj-
=1 t=1 t=1

Vztah (B + C)D = BD + CD sa overi tplne analogicky. O

Vidime, Ze matica I ma podobnt vlastnost ako neutrdlny prvok nejakej binarnej operacie.
Mohla by ndm napadnif otédzka, ¢i Stvorcové matice ndhodou netvoria grupu — uz vieme,
Ze nasobenia matic je asociativne, chyba nam teda este inverzny prvok. K otazke existencie
inverznej matice sa dostaneme v dalSej podkapitole.

Poznamka* 5.4.9. Aj tu by sme mohli postupovat tak, Zze by sme namiesto matic porovna-
vali zobrazenia, ktoré zodpovedaji maticiam vystupujicim v uvedenych rovnostiach. (Mozete
si to vyskusat.) Treba si pritom uvedomit, Ze zobrazenie zodpovedajice sti¢tu matic je sicet
zobrazeni a jednotkovej matici zodpoveda identické zobrazenie.

Pri overovani distributivnosti sa takymto spésobom dostanete ku vztahom medzi sklada-
nim zobrazeni a sic¢tom zobrazeni, ktoré neplatia vSeobecne, platia vSak pre linedrne zobra-
zenia (Go ndm uplne staci).
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Poznamka 5.4.10. Vektor mdézeme chapat ako maticu typu 1 x m. Vdaka tomu mo6ze mat
zmysel aj nasobenie matice a vektora.

Nech f: F™ — F™ je linearne zobrazenie a @ € F™. Potom plati nasledujtica velmi
uzitocna rovnost

fla) =adAy.

Ak & chéapeme ako maticu typu 1 x m nad polom F, tak uvedend rovnost skutocne ma
zmysel — vynasobenim matic typu 1 x m a m X n dostaneme maticu typu 1 x n. Tito maticu
moézeme chapat ako vektor z F™.

Platnost uvedenej rovnosti vyplyva priamo z definicie ndsobenia matic. Stac¢i si uvedomit,

ze ak riadky matice A oznacCime ako dq,...,d,,, tak
ay

aA=(ai,...,am) | : = a0+ F Ay, =
Qm,

arf(E1) + - +anf(&n) = flari&l + -+ + anéy) = flar, ..., an) = f(Q).

Vsimnime si, ze pomocou predchidzajiceho zapisu dostaneme

9(f(@)) = g(@Ay) = a(AsAy),
Gize
Agor = ArA,.
Ak si teda zapamétame, Ze linedrne zobrazenie je vlastne nasobenie maticou sprava, tak si
lahko zapaméatame aj to, Ze sa poradie skladania zobrazeni pri sti¢ine matic musi menit.

Poznamka 5.4.11. Z vysledkov v tejto kapitole tiez vidime, Ze kaZdé linedrne zobrazenie
f: F™ — F™ ma tvar f(&) = £A pre nejakd maticu A € M, ,(F). (Konkrétne to je matica
A=Ay)

Napriklad pre linedrne zobrazenia f: F? — F? dostdvame, Ze kazdé takéto zobrazenie
bude mat tvar f(&) = @A pre nejaki maticu

A= (all a12> S M2’2(F).

az1 a2

To nam dava predpis

a a
f(z,y) = (z,9) < H 12) = (@112 + az1y, a12% + azy).
a1 Q22

Toto je vlastne zovseobecnenie prikladu [5.3.4
Sucasne si mézeme vsimnit, ze linearitu zobrazenia zadaného takymto predpisom vieme
lahko overif aj priamo z definicie s vyuzitim vlastnosti suc¢inu matic:

fl@+p) =

-, — -,

(@+pP)A=dA+pA=f(a)+ f(B)
f(ed) = (c@)A = ¢(@A) = cf(d)

Ak porovnéte, ako sme zapisali dokaz linearity zobrazenia f teraz (ked uZ pozndme za-
kladné vlastnosti ndsobenia matic) a ako sme ho zapisovali v priklade tak by malo
byt jasné, ze pouzitie matic ndm umoznilo zapisat tento dokaz strucnejsie a tiez je ovela
prehladnejsi.
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98 Inverzna matica

V suvislosti so si¢inom matic bude pre nds casto uzitocna aj rovnost
(AB)T = BT AT, (5.1)

ktorej dokaz je ponechany ako cvifenie (tloha [5.4.1)).

Cvicenia

Uloha 5.4.1. Dokézte:

a) (AB)T = BT AT

b) Ak A je symetrickd matica, tak aj A" pre kazdé n € N je symetrickd matica.

Uloha 5.4.2. Vypoditajte A% +2AB + B?, A2+ 2BA+ B?, A> + AB+ BA+ B?, (A+ B)?,
ak A=(51) B=(37)

Uloha 5.4.3. Vyritajte EA a AE pre A = (_%1 _(2)2 7?1) aa) B = ((1)?(1)) b) E = (é%@)
c) B = <§ g é) d) E = (é 2 _(1)3). Vedeli by ste najst riadkovii/stipcovii operaciu, pomocou
ktorej dostaneme z matice A maticu EA resp. AE? (Viac sa o svise ndsobenia matic a
elementarnych riadkovych/stlpcovych opericii mozete dozvediet v podkapitole .

. n
Uloha 5.4.4. Pre Stvorcovii maticu C typu n x n budeme vyraz Tr(C) = > cgr = 11 +
k=1

Co2 + -+ + Cpy, nazyvat stopa matice C.

Uk4zte, 7e ak A, B st matice typu n x n nad polom F, tak platia rovnosti Tr(A) = Tr(AT)
a Tr(AB) = Tr(BA).

Zistite, ¢i pre Tubovolné matice A, B, C typu n x n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA)
a Tr(ABC) = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zddvodnite!) Ak niektory z tychto vztahov neplati,
bude platit za dodatoéného predpokladu, matica A je symetrickd?

Uloha 5.4.5. Dokéazte, alebo vyvratte nasledujice tvrdenie: Ak A, B st $tvorcové matice
typun xn a A2 = B?, tak A = B alebo A = —B.

Uloha 5.4.6. Nech C = AB, kde A, B st matice. Mus{ potom platit Vo € V4?7 Musi platit
Ve C Vg? Musi platit V4 C Vi, Ve C V? (Svoje tvrdenie zddvodnite, t.j. dokdzte, alebo
najdite kontrapriklad.)

Uloha 5.4.7. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokézte, ze
h(AB) < h(A). Dokazte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

Uloha 5.4.8. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokézte, Ze
h(AB) < h(B). Dokézte, ze ak m =n a A je reguldrna, tak h(AB) = h(B).
5.5 Inverzna matica

Pripomenme, Ze zobrazenie g: Y — X nazyvame inverznym zobrazenim k zobrazeniu f: X —
Y, ak

go f=1idx

fog=idy
(definicia [2.2.15)) a oznacujeme ho f~!. Dalej vieme, Ze inverzné zobrazenie k zobrazeniu f
existuje prave vtedy, ked f je bijekcia (tvrdenie [2.2.16)).
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Veta 5.5.1. Ak f: V — W je linedrne zobrazenie a existuje inverzné zobrazenie f~1: W —
V, tak f=1 je linedrne zobrazenie.

-

Dékaz. Nech &, 3 € W. Oznaéme @ = f~1(a@) a 1 = f~1(B). To znamens, 7e a1, [
) =

st (jednoznacne urcené) vektory z V', pre ktoré plati f(d; @ a f(B1) = B. Potom (pre

lubovolné ¢,d € F) plati
fledy +dBy) = f(d1) + df (B1) = ed + dB.
Zistili sme, Ze vektor caq + dgl sa zobrazenim f zobrazi na vektor ca + d@ ¢o znamena
F7(e@ + dB) = cdy + dp1.

PretoZe tato rovnost plati pre lubovolné c,d € F, podla vety je zobrazenie f~! linedrne.
O

Vieme, ze inverzné zobrazenie existuje iba k bijektivnym zobrazeniam. V pripade, Ze je zo-
brazenie f linedrne, vieme odvoditf pomerne jednoduché kritérium na zistenie ¢i je to bijekcia.
Najprv dokézeme lemu, ktora charakterizuje injektivne a surjektivne linedrne zobrazenia.

Lema 5.5.2. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a a1, ..., a0y, je baza priestoru V.
(i) Zobrazenie f je injekcia prave vtedy, ked vektory f(&1), ..., f(@y) sd linedrne nezdvislé.

(ii) Zobrazenie f je surjekcia prdave vtedy, ked [f(d1),..., f(@r)] = W (teda ak vektory
fl@1),..., f(&n) generuji cely priestor W).

Doékaz casti . Nech
le(O_Zl) +..+ Cnf(o_zn) =0.
7 linearity zobrazenia f dostaneme
flerd@i + -+ cad@y) = f(0).
Pretoze f je prosté, vyplyva z tejto rovnosti
01&1+"'+6n&n :6

a kedze vektory &y,...,d, su linedrne nezavislé, dostavame ¢; = ... = ¢, = 0. Z rovnosti
c1f(@1) + ...+ cnf(@n) = 0 sme odvodili, ze vietky koeficienty vystupujiice v tejto linedrnej
kombin4cii si nulové, teda vektory f(&1),..., f(d@,) st skutoéne linedrne nezavislé.

Nech pre nejaké vektory &,E € V plati f(a) = f(ﬁ) Vektory a a 5 vieme vyjadrit
pomocou bazovych vektorov

Od¢itanim tychto 2 rovnosti dostaneme & — 5 =(c1 —d1)d ...+ (cn — dpn)dy,. Ak zobrazime
obe strany tejto rovnosti linedrnym zobrazenim f, dostaneme

0= f(@)— f(B) = fla—B) = (cs — d1) F(@1) + . + (cn — dn) F(Gn)-

Pretoze podla predpokladu st f(&),. .., f(d,
¢o znamend, Ze ¢; = d; (prei=1,2,...,n) a

linearne nezavislé, vyplyva z toho ¢; —d; = 0,

)
a=p.

99

{inv:LMINJSURJ}
{1s5.1}

{1s.2}



{inv:VTBIJLZ}

{inv:DOSINJ}

{inv:VTDOSBIJ}

100 Inverzna matica

Doékaz casti . Inklazia [f(@4),..., f(d,)] € W je zrejmé, potrebujeme dokdzat
obratenu inkluziu. Nech & je Iubovolny vektor z W. PretoZe zobrazenie f je surjektivne,
existuje vektor E e V taky, ze f (,6_") = a. Vektor E sa da vyjadrit ako linedrna kombinécia
bazovych vektorov
= 010_21 —+ e+ CnO_Zn.

=y

7 toho dostaneme

-,

a= f(p)
¢o znamend, ze @ € [f(&1),..., f(a
[

[<]Nech y€e W =

y=c1f(@1)+ ...+ e f(@n) = flerd@r + -+ cndp).

le(o_zl) +..+ cnf(&n)a
)

n
(@1),..., f(@y)]. Potom existuju skalary ci,...,c, € F také, ze

Nasli sme vzor pre [ubovolny vektor ¥ € W, ¢o znamen4, ze zobrazenie f je surjektivne. [

7 predchadzajicej lemy priamo vyplyva

Veta 5.5.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a &y, ..., d, je bdza priestoru V. Zobra-
zenie f je bijekcia prave vtedy, ked vektory f(a1), ..., f(ay) tvoria bizu vektorového priestoru
w.

Daésledok 5.5.4. Nech f: F™ — F™ je linedrne zobrazenie. Nasledujice podmienky su ekuvi-
valentné:

(i) f je bijekcia,
(ii) f je prosté,

(iii) f je surjektivne.

Dékaz. V priestore s dimenziou n je f(&1),..., f(&,) bdza < tieto vektory si linedrne ne-
zévislé < [f(d1),..., f(@,)] = F™ (veta[4.4.14]). O

Dosledok 5.5.5. Nech f: F™™ — F™ je linedrne zobrazenie. Nasledujice podmienky si ekvi-
valentné:

(a) zobrazenie f je bijekcia,
(b) existuje inverzné zobrazenie f~1,
() h(Ag) =n.

Dékaz. Staci si uvedomit, Ze hodnost matice je dimenzia priestoru prislichajiceho tejto
matici, ¢o je v nasom pripade cely priestor F™.

Obratene, ak je hodnost matice Ay rovna n, tak jej riadky tvoria n linedrne nezavislych
vektorov v priestore dimenzie n, su teda bazou celého priestoru. Riadky matice Ay st vSak
prave obrazy vektorov standardnej bazy. O

Definicia 5.5.6. Nech A je matica typu n x n. Hovorime, ze matica B je inverznd k matici
A, ak plati
AB = BA=1,.

Oznacujeme ju B =: A~
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Poznamka 5.5.7. Predchadzajica definicia vlastne hovori, ze f4 0o fg = fg o fa = id,
CiZe inverznd matica je prave matica zodpovedajica inverznému zobrazeniu. Prave tento fakt
vyuzijeme pri vypocte inverznej matice — budeme postupovat takym spdsobom, ze vypoci-
tame maticu inverzného zobrazenia postup z tlohy (Cize za¢neme s maticou (A|I) a
upravujeme ju kym nedostaneme maticu (I]A71).)

Poznamka 5.5.8. Je uzitocné si uvedomit, ze ak pre Stvorcové matice A, B rovnakych
rozmerov plati niektord z rovnosti AB = I alebo BA = I, tak uz B musi byt inverzna matica
k A.

Aby sme to overili, prelozme tieto rovnosti do reci skladania zobrazeni. Dostaneme

fBofa=id
fao fp=1d

Vyuzijeme tlohy [2.2.1]a[2.2.2] V prvom pripade vidime, Ze f4 je injekcia (lebo zloZené zobra-
zenie je injekcia) a podla dosledku [5.5.4] je potom fa bijekcia. Podobne, v druhom pripade
dostaneme, ze f4 je surjekcia, ¢ize aj bijekcia.

Preto (v oboch pripadoch) ma matica A inverznt maticu A~!. Ak fiou vynasobime rovnost
AB = I zlava, dostaneme B = A~'. Ak predpokladdme platnost rovnosti BA = I, mbzeme
ju vynasobit A~! sprava a opif médme B = AL,

V oboch pripadoch sme dostali rovnost B = A™!, &iZe pre matice n x n staéi overit jednu
z uvedenych rovnosti. (M6ze vSak existovat matica typu m x n pre m # n takd, ze BA =1,
t4 samozrejme nie je inverznou maticou k A.)

Definicia 5.5.9. Stvorcovd matica typu n x n sa nazyva reguldrna, ak h(A) = n.
7 dosledku vyplyva nasledujica veta.

Veta 5.5.10. Nech A je matica typu n xn. K matici A existuje inverznd matica prdave vtedy,
ked A je reguldrna.

Mozeme si vSimnut, Ze inverzni maticu k sic¢inu vypocitame ako sicin inverznych matic
— treba si vSak dat pozor na poradie. (Podobne to bolo s transponovanymi maticami — tloha
5.4.1}) Toto tvrdenie je analogické k vysledkom o (go f)~! pri skladani zobrazen{ (tvrdenie

5.4.1)) a tiez o (z *y)~! v grupe (veta|3.2.6).

Tvrdenie 5.5.11. Nech A, B € M, ,(F) st requldrne matice. Potom plati:
(i) (A7H)7 =4,

(i) (A-B)"'=B"1.471
(iii) (AT)~'=(A"H)T

Dékaz. Uloha [5.5.11 O

Definicia 5.5.12. Bijektivne linedrne zobrazenie f: V — W nazyvame izomorfimus vekto-
rovych priestorov V a W (alebo tiez linedrny izomorfizmus).

Ak existuje bijektivne zobrazenie f: V' — W hovorime, ze vektorové priestory V a W su
izomorfné. Fakt, ze V a W si izomorfné oznacujeme V = W.

Désledok 5.5.13. Ak V', W si konecnorozmerné vektorové priestory a V=W, tak d(V') =
d(W).
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Doékaz. Ak V a W st izomorfné, tak existuje bijekcia f: V' — W, ktord je sicasne linedrnym
zobrazenim.

Ozna¢me d(V) = n. Potom V' mé n-prvkovi bdzu &y, ..., d,. Podla vety je potom
f(@1),..., f(d,) bazou vo W, ¢o znamend, ze d(W) = n. O

Poznamka 5.5.14. Vieme, ze bijektivne zobrazenie je jedno-jednoznac¢né priradenie medzi
prvkami mnoziny V a prvkami mnoziny W. Ak je toto zobrazenie navyse linedrne, zna-
mena to, Ze tato jedno-jednoznacna korespondencia navyse respektuje operédcie definované
na vektorovych priestoroch V a W.

Fakt, ze 2 vektorové priestory su izomorfné, teda znamend, ze sii v podstate rovnaké, len

ich prvky st inak oznacené (pomenované). Izomorfizmus poskytuje ,preklad“ medzi tymito
dvoma pomenovaniami.

Nasledujtca veta hovori, ze kazdy priestor dimenzie n je izomorfny priestoru F™. (A teda
kazdy kone¢norozmerny priestor je izomorfny s F™ pre niektoré n.)

Veta 5.5.15. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a d(V) = n. Potom V' je izomorfnyg
s priestorom F™.

Dékaz. Ak d(V) = n, znamend to, ze V mé n-prvkovi bazu &,...,d,. Podla vety

existuje jediné linedrne zobrazenie f: V — F™ s vlastnostou f(&1) = €1,..., f(a@n) = &n.
Podla vety je toto zobrazenie bijekcia, ¢ize je to izomorfizmus medzi V a F". O
Cvicenia

Uloha 5.5.1. Dokéite, 7ze ak A, B st reguldrne §tvorcové matice rovnakych rozmerov nad
tym istym polom F', tak plati:

a) (A1)t = A,

b) (A-B)™1 = B~1. A71 ¢) (AT)"1 = (41T

Uloha 5.5.2. Nijdite inverzni maticu k danym maticiam nad R:

() (1) (G (8D QLD (1) (3775) v

00 1

RN
ENETN I CYII

3
4
1

| W

INE
ST |
Bl
[MUSINIES
Nlw -
N——— DO =

NI=NI= g

2 1 —% %1 3 5 —9 % ?_% 2 _1% _% *31 1 01 1-v2 0
o (L) e ) ) () )
- -1 35 -3 -30 3 -13 3 L—-1-l 00 1

Uloha 5.5.3. Zistite, ¢ je zadand matica nad polom Zs reguldrna; ak 4no, najdite inverzni:
31 1 3 21 3 1 2 1 3 1 21 3 1
1 4 0 1 01 3 4 1 2 4 3 1 2 3 3
2 1 1 4P 13 1 2 11713 1 2 31’3 1 4 3}
3 2 2 1 1 1 4 2 1 3 1 3 1 3 2 4
4 0 0 3 0 2 4 4 0 4 3 3 0 01 3
2 4 1 1 0 0 2 4 34 00 4 0 3 3
Visledky: 131 1 1|1 2 3 4|1 00 3] |4 4 2 2
3 01 3 3 0 1 1 0 3 40 0 3 40

5)* je linearne zobrazenie také, ze f(1,2,3,1) = (2,0, 1,0),

Uloha 5.5.4. Nech f: (Z5)* — (Z
0,3,4) = (3,2,1,0), f(4,1,3,2) = (2,3,1,1). NaJdlte maticu

f(072a3a 1) = (1v2a0a3)’ f(l’
zobrazenia !

Uloha 5.5.5. Zistite, ¢ (% (1) (%)) je reguldrna a) nad Zs b) nad Zs, ak dno, najdite inverznd.
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Uloha 5.5.6. Kolko existuje linedrnych zobrazeni spliiajtcich zadané podmienky? Kolko
z nich je injektivnych? Kolko je surjektivnych?

a) f: 723 — 72, f(1,3,1) = (1,1,1,3), f(2,1,3) = (0,1,3,4), f(2,1,0) = (1,4,0,0);
b) f: Zg % Z%: f(1707 37 1) = (07173)? f(2? 1737 1) = (1’ 173)7 f(17 1747 1) = (27 2? 1);
) f+Zt — 78, £(1,0,3,1) = (0,1,3), £(2,1,3,1) = (1,1,3), f(1,1,0,0) = (1,0,0);

Uloha 5.5.7. Dokézte, alebo najdite kontrapriklad:

a) Nech A, B, C su Stvorcové matice typu n x n a plati AB = AC. Potom B = C.

b) Nech A, B, C su $tvorcové matice typu nxn a plati AB = AC. Nech navySe A je reguldrna
matica. Potom B = C.

Uloha 5.5.8. Zistite, ¢i pre dané matice A, B nad polom Zj existuje matica X nad tym
istym polom taka, ze AX = B. Zistite, ¢i je X maticami A, B jednoznacne urcena. Ak taka
matica existuje, tak aspon jednu takd maticu najdite.

111 11 3
a)A=10 3 1|,B=(2 0 1
323 02 3
01 3 2 10
b)A=[2 1 0|,B=[0 3 1
1 3 1 1 3 4
12 1 03 3
)A=12 2 3|,B=[1 4 0
2 30 3.0 3
1 20 0 4 2
d)A=(3 1 0]|,B=[0 2 1].
1 4 4 41 3
110 111
e)A=0 1 3|,B=(0 3 1
2 4 1 3 2 3
11 3 2 1 2
f)A=(0 1 1|,B=(1 1 4
2 3 2 310

Uloha 5.5.9. Vypoditajte A"'B a B~ A. Skiiste to urobit bez vypoétu A~! resp. B~1.

A= (38%) B= (é i 31)

112 0—-1 2
Ako skusku spréavnosti mozete vyskisat, ¢ po vyndsobeni vysledku zlava maticou A (resp.
B) dostanete maticu B (resp. A).

5.6 Elementarne riadkové operacie a siicin matic

V tejto Casti si povieme, ako méZzeme elementdrne riadkové (stlpcové) operacie vyjadrit po-
mocou hasobenia matic.

Definicia 5.6.1. Pre [ubovolni elementarnu riadkovi operaciu na matici typu m xn nazveme
maticou elementdrnej riadkovej operdcie maticu typu m x m, ktora vznikne vykonanim tejto
operacie na jednotkovej matici I,,.

Podobne mézeme definovat maticu slpcovej operacie.
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104 Elementarne riadkové operacie a sucéin matic

Priklad 5.6.2. Uvazujme matice s 3 riadkami. Potom vymene prvého a tretieho riadku
zodpovedd matica F7, pripoc¢itaniu dvojnasobku druhého riadku k prvému matica Fs a vy-
nasobeniu prvého riadku ¢islom 3 matica Ej3.

001 120 300
E1:(010> E2:(010> E3:(010)
100 001 001

Vedeli by ste najst stlpcove operécie, ktorym by zodpovedali tieto 3 matice? (Odpoved:
Viymena prvého a tretieho stlpca pripoc¢itanie 2-nasobku prvého stlpca k druhému a vyna-
sobenie prvého stlpca ¢islom 3.)

Tvrdenie 5.6.3. Ak matica B vznikne z matice A vykonanim nejakej elementdrnej riadkovej
operdcie a E je matica tejto riadkovej operdcie, tak B = EA.

Priklad 5.6.4. Ak A = (i é) ) a Fs je matica z predchadzajuceho prikladu, tak Fs A =
(i :1 ) je skutoCne matica, ktord vznikne z A pripoc¢itanim dvojnésobku druhého riadku
k prvému.

Doékaz. Tvrdenie overime jednoducho priamym vypoc¢tom. Budeme postupovat pre kazdy typ
elementarnej riadkovej operacie zvlast.

Nech A = ||a;;|| je matica typu m x n.

Vymene k-teho a [-teho riadku zodpovedd matica E = ||e;;||, ktorej prvky sa len nuly
a jednotky, pricom jednotky su iba na poziciach e;; pre i # k,l a tiez ey a ej. Vidime, ze
v stfine EA budu vSetky riadky okrem k-teho a I-teho rovnaké ako v matici A. (Vo vyraze
Z;Zl eirar; jeding nenulovy séitanec je e;;a;; = a;j.) Podobne v k-tom riadku dostaneme
prvky I-teho riadku a obrétene.

m
E Cktatj = €l = Ay,
t=1
m
g €itat; = €1kALk; = Qj-
t=1

Matica F A je teda skutocéne matica, ktora vznikne vymenou tychto 2 riadkov.

Vynéasobeniu k-teho riadku skaldrom ¢ zodpoveda matica E, ktord ma mimo diagondly
nuly a na diagondle jednotky s vynimkou prvkov e, = c¢. Opét sa nezmenia ostatné riadky
a v k-tom riadku dostavame

m

E CktQtj = €kklk; = CAky-
t=1

Teda k-ty riadok novej matice je skutocne c-nasobok k-teho riadku povodnej matice.

Teraz uvazujme pripocitanie c-nasobku [-teho riadku ku k-temu. V tomto pripade ma
matica F na diagondle jednotky a mimo diagondaly je jediny nenulovy prvok ey = c¢. Opét
vidno, Zze mimo k-teho riadku sa prvky nezmenia. V k-tom riadku dostaneme

m

E ektat; = €kkQkj + €riar; = agj + cag;.
t=1

Teda k-ty riadok matice FA je skutocne sucet k-teho riadku matice A a c-ndsobku I-tého
riadku matice A. O
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Uplne analogicky sa da dokézat podobné tvrdenie pre stipcové operacie.

Tvrdenie 5.6.5. Ak matica B vznikne z matice A vykonanim nejakej elementdrnej stlpcovej
operdcie a E je matica tejto stlpcovej operdcie, tak B = AE.

Uzitocné je si vsimnut, ze matica fubovolnej elementarnej riadkovej operacie je regularna a
inverznd matica k nej je tiez matica elementarnej riadkovej operdcie. (Dalo by sa povedat, Ze je
to matica ,inverznej“ riadkovej operacie — pozri poznamku [5.2.6] Prave fakt, ze elementarne
riadkové operacie su invertovatelné mézeme pouzif ako jednu z moznosti na zdévodnenie, ze
matice elementarnych riadkovych operécii si reguldrne.)

Poznamka 5.6.6. Ak A je Iubovolna matica, tak pomocou elementarnych riadkovych ope-
racii z nej vieme dostat redukovani trojuholnikovi maticu

R=E\Ey...ELA.

Potom plati
A=E.'...E;'E'R.

Takto sme maticu A vyjadrili ako si¢in pomerne jednoduchych matic (jedna z nich je v redu-
kovanom trojuholnikovom tvare, ostatné si matice elementdrnych riadkovych operécii). To
moze byt uzitocné v dokazoch niektorych tvrdeni — hlavne v pripade, ze dokazované tvrdenie
vieme Jahko dokéazat pre matice takéhoto tvaru a tiez vieme dokazaft, ze platnost tvrdenia sa
zachova ak prejdeme k sti¢inu matic.

Tlustréaciou tohoto pristupu je napriklad alternativny dokaz vety [5.7.2}

Pomocou tohoto vztahu medzi ndsobenim matic a moézeme lepsie porozumiet spoésobu,
akym sme pocitali inverzné matice.
Zacali sme s maticou

(AlT)

a v kazdom kroku sme urobili nejakt riadkovt operaciu, ktorda zodpoveda vynésobeniu oboch
casti matice zlava nejakou maticou riadkovej operacie.

(AI) ~ (ByA|E\I) ~ (BEyFByA|EsErD) ~ -+ ~ (B, ... EsE1A|E,, ... By EyI) = (I|E),

kde ako E sme oznacili maticu F := FE,, ... E5 F1. Pretoze tato matica spfﬁa rovnost FA =1
(tato rovnost vidime z lavej ¢asti matice), je to inverznd matica k A. Tiez si mézeme vSimnut,
Ze v kazdom kroku dostaneme maticu tvaru (DA|D), t.j. ak vyndsobime pravi ¢ast sprava
maticou A, dostaneme Tavi ¢ast matice.

Podobne sa da pozerat aj na riesenie ststav linearnych rovnic, ktorymi sa budeme zaoberat
v nasledujtcej kapitole.

Takisto pri vypocte matice zobrazenia sme mali zadanych viacero podmienok tvaru @A =
;. Ak poukladdme vektory ﬂ_; do matice B ako riadky a podobne z vektorov ¥; vytvorime
maticu C, tieto podmienky mézeme zapisat ako jedini maticovi rovnost

BA=C.

Pri vypocte sme postupovali tak, ze sme maticu C zlava nésobili nejakymi maticami riad-
kovych operacii, a to konkrétne takymi, ze z matice B vytvoria jednotkovi maticu, ¢ize ich
sucin je matica 1.

To znamend, ze A = B~'C (ak B je regularna) alebo presnejsie, A = B'C, kde B’ je taka
matica, 7e B'B = I.
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106 Ststavy linearnych rovnic

Poznamka 5.6.7. Dalsi uzitoény fakt, ktory by ndm mal byt po preéitani tejto kapitoly
jasny, je, ze nasobenie maticou A zlava zodpoveda vytvoreniu linedrnych kombinécii riadkov
v matici B (riadky matice A urcéuju koeficienty).

Podobne, ak maticu B ndsobime maticou A sprava, tak stipce v BA budi linedrne kom-
bindcie stipcov B s koeficientmi uréenymi stipcami matice A.

(Videli sme, ze nieco takéto plati pre matice riadkovych operacii. Priamo z definicie na-
sobenia matic sa da overit, Ze to plati aj pre Iubovolné matice.)

Cvicenia
Uloha 5.6.1*. Nech A, B € M,, ,(F). Dokézte: Matice A, B st riadkovo ekvivalentné prave
vtedy, ked existuje reguldrna matica R € M, »,(F') takd, ze B = RA.

Uloha 5.6.2*. Nech A je $tvorcové matica (nad nejakym polom F'). Dokézte: Matica A je
reguldrna préve vtedy, ked A sa d4 dostat ako sic¢in nejakych matic elementdrnych riadkovych
operécii. (T.j. A= E1Es...Ey, kde kazd4 z matic Ey, Fs, ..., E} zodpovedd nejakej ERO.)

5.7 Sustavy linearnych rovnic

Definicia 5.7.1. Sustavou linedrnych rovnic rozumieme systém rovnic tvaru

a1121 + a2+ ... + a1pxry, = C1

a211 + ag2To+ ...+ aonxTy = Co

(5.2)
Am1T1 + AmaZ2t ... + GmpTy = Cy
kde a;;,c; € F pre vSetky pripustné hodnoty indexov ¢ a j.

Riedenie stustavy linedrnych rovnic je n-tica (x1,...,x,) ktord spliia vSetky uvedené rov-
nice. Ak existuje aspon jedno riesenie stustavy linedrnych rovnic, hovorime, ze tdto sistava je
riesitelnd. Skaldry ci,...,c, nazyvame pravé strany, a;; s koeficienty a x; st nezndme.

Maticu

aip  aiz ... Qin

a a eooa
A= 21 22 2n
aml Am2 ... (mn
nazyvame matica sustavy (5.2)).
Maticu

a1 ai2 ce A1n C1
A= | @22 G2 ... G2 C2
aml Am2 .-+ Amn Cm

nazyvame rozsirend matica sustavy (5.2)).

Pomocou matice ststavy mozeme zadefinovat maticovy zdpis siustavy

Azt =&
alebo
a1 a2 PN A1n T1 €1
€T C
a1 a9 N aA2n, 2 _ 2
aAm1 Qm2 ... Qmn Tn Cm,
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Skutoé¢ne, (z1,...,,) je rieSenim sistavy (5.2) prave vtedy, ked plati uvedend maticova
rovnost.

Veta 5.7.2. Ak rozsirené matice dvoch sustav linedrnych rovnic su riadkovo ekvivalentné,
tak tieto dve sustavy maji rovnakid mnoZinu riesend.

Dékaz. Predpokladajme, Ze z rozsirenej matice sustavy (A|c) sme dostali nejakou elemen-
tarnou riadkovou operdciou maticu (B|d). Vdaka tomu, Ze elementirne riadkové operacie
si invertibilné (t.j. mozno ich obratit, pozri pozndmku sta¢i ndm dokéazaft, ze kazdé
rieSenie ststavy (A|c) je aj rieSenim stistavy (B|d).

Vymena riadkov je vlastne vymena 2 rovnic, ¢o samozrejme neovplyvni, ¢i (x1,...,2,) je
rieSenim sustavy.

Ak prendsobime i-ty riadok skaldrom ¢ # 0, znamena to, Ze z rovnice a;1x1 + @G0T + ...+
inTy = ¢; dostaneme rovnicu ca;1xy + capnxs + . .. + cainx, = cc;. Pretoze druhd rovnica je
c-nasobkom prvej, je jasné, ze ak x1,%o,..., %y spfﬁa prva uvedenud rovnicu, musi Spiﬁaﬁ aj
druhd z nich.

Zostava nam posledny typ elementarnych riadkovych tprav. Predpokladajme, Ze sme novu
maticu ziskali pripoc¢itanim c-ndsobku j-teho riadka k i-temu riadku. To znamena, ze i-ta
rovnica sustavy sa zmenila na rovnicu

(ai1 + caji)zy + (ae + cajo)ra + ... + (ain + cajn)x, = ¢; + ccj.

Ak vsak z1,...,z, spiﬁa rovnost aj1x1 +ajore +. .. +ajpT, = cj, tak spiﬁa aj jej c-ndsobok
caj1T1 + Cajo%e + . .. + cajnTy = cc;. Sc¢itanim tejto rovnice a rovnice a;1x1 + a2 + ... +
QinZn = ¢; dostaneme prave i-ty riadok novej ststavy. Pretoze z1, . .., z, spiiia obe uvedené
rovnice, musi Spiﬁat’ aj rovnicu, ktord dostaneme ich séitanim. O

Pomocou toho, ¢o sme sa dozvedeli o stvise elementarnych riadkovych tiprav s ndsobenim
matic v Casti[p.6|mdzeme dokazat ti isti vetu aj inym sposobom, ktory je snad do istej miery
jasnejsi (alebo prinajmensom strucnejsie zapisany — lebo hovorf to isté, ¢o predchddzajici
ddkaz, iba pouziva trochu iny pohlad na elementdrne riadkové operécie).

Dokaz. Ozna¢me maticu uvazovanej elementarnej riadkovej operacie E. Uvedomme si najprv,
ze urobit elementarnu riadkovi ipravu na rozsirenej matici sistavy je presne to isté, ako keby
sme tito tpravu urobili zvI4st na matici A a zvl4st na stipcovom vektore é'. To znamend, ze
ak povodn4 stistava bola (pri zapise v maticovom tvare) A7 = &7, tak po tiprave dostaneme.

EAZT = ET.

Z toho vidime, ze kazdé rieSenie povodnej sustavy je aj rieSenim sustavy s upravenou
maticou (obe strany rovnosti sme vynésobili zlava tou istou maticou F, tym sme nezmenili
platnost rovnosti).

Obrétene, ak pre & plati EAZT = ET, tak prendsobenim tejto rovnosti maticou E~!
zlava dostaneme, ze T je aj rieSenim povodnej sustavy. O

5.7.1 Homogénne ststavy linearnych rovnic

V pripade, Ze pravé strany st nulové (¢; = ¢ = ... = ¢, = 0), nazyvame sistavu (5.2]) homo-
génna ststava linedrnych rovnic. Lahko si mézeme vSimniit, Ze v pripade homogénnej sistavy
je nulovy vektor (0,0,...,0) rieSenim ststavy. Toto rieSenie nazyvame trividlne riesenie.

Veta 5.7.3. Mnozina vsetkych rieseni homogénnej sustavy linedrnych rovnic tvori podpries-
tor priestoru F™.
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108 Ststavy linearnych rovnic

Doékaz. Staci overit vlastnosti z definicie podpriestoru.

Ak d a E st rieSeniami homogénnej ststavy s maticou A, znameni to, ze A.a7 =
A[T =07,

Séitanim tychto rovnosti dostaneme A.(& + E)T = 07, teda aj a@ + 5 je riesenim tejto
ststavy. Ak prvii rovnost vynasobime skaldrom F, méme A.(c@)T = 07, o znamené, Ze aj
c.@ je rieSenim sustavy. O

07 a

Rozsirend maticu stustavy linedrnych rovnic mézeme teda upravit na redukovani troju-
holnikovi maticu. Predpokladajme, Ze sme navySe preusporiadali premenné (¢o vlastne zod-
povedd permutécii niektorych stfpcov) tak, aby vo vyslednej matici boli ako prvé tie stipee,
kde vystupuja vediice jednotky. Navyse moézeme vynechat vSetky nulové riadky bez toho, aby
sme nejako ovplyvnili mnozinu rieseni. Dostaneme takto maticu, ktorej zodpoveda ststava

1+ Clrp1Trp1 + CLpp2Trg2t .o+ C1p®y =0

Ty + Cop1Trq1 + Copq2Trqat ...+ C2 Ty, =0

(5.3)
Tr + Crr41Lr41 + Cr,r+2xr+2+ St CrinTn = 0
pri¢om r oznacuje hodnost pévodnej matice (a teda aj matice C').

Vidime, ze ak si zvolime hodnotu neznamych x,y1,2,12...,2,, da sa z tychto rovnic
doratat hodnota nezndmych x1,xs,...,x,. Ak postupne dosadime 1 za x,y; a 0 za ostatné
nezndme, ktoré si mozeme volit (pre k = 1,2,...,n — r) dostaneme tieto riesenia stistavy
E3):

77‘4»1 = (_cl,'r+17 —C2r+15- -+ —Crirt1, 17 07 s 70)7
:);r—&-Q = (*Cl,r+2> —C2,p 425y —Crr42, Oa ]-7 s >0)7
(5.4)
I?n = (_0171'7,7 —C2ny---5 —Cron, 07 ey 07 1)
Veta 5.7.4. Vektory ri1,%r42,---,9n tvoria bizu priestoru rieseni homogénnej siustavy

53).

Dékaz. Z toho, ako sme ich ziskali, vieme, Ze tieto vektory su riesenia (|5.3)).
Ich linearnu nezavislost overime tiez pomerne jednoducho: ak

a= dr+1’7r+1 + dr+2’7r+2 +--+ dn’?n = 6

tak vektor & ma na (r + k)-tej stradnici hodnotu d, 4, z ¢oho dostaneme d,,r = 0 pre
k=1,2,...,n—r.

Zostava dokazat, ze vektory .41, ¥rt2, - - - , Vo generuju cely priestor rieseni, teda ze kazdé
riesenie homogénnej ststavy mozno ziskat ako ich linearnu kombinaciu.

Nech teda by, b, . .., by je rieSenim (5.3). Z toho dostaneme

b; = _Cz’,r+1br+1 - Ci,r+2br+2 e Ci,nbn
pret=1,2,...,7. Z tychto rovnosti priamo vyplyva

ﬁ = br+1’7’r+1 + br+2'7r+2 +...+ bni"nv

teda vektor S je linedrnou kombindciou vektorov ¥,41,%¥r42, .-, Yn- O
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Dosledok 5.7.5. Nech A je matica typu m X n a S je priestor rieSeni homogénnej sustavy
linedrnych rovnic s maticou A. Potom

d(S) =n — h(A).

Poznamka 5.7.6. V skutocnosti sme vlastne dosledok zatial dokazali iba v Specidlnom
pripade, Ze st premenné (resp. stipce nasej matice) vhodne usporiadané. V celom ddkaze vety
sme totiz predpokladali, ze premenné si usporiadané tak, aby vyslednd redukovana
trojuholnikovd matica mala vedice jednotky na zaciatku.

Mbobzeme si vsak uvedomif, Ze presne rovnaky dokaz by fungoval aj bez vymeny premen-
nych; len by ho bolo o dost tazsie formalne zapisat. VSetky vypocty v tomto dokaze totiz
robime po stradniciach.

Iny mozny pohlad je uvedomit si, ze permutécia stiradnic predstavuje izomorfizmus F"™ —
F™. Aj ak ziuzime toto zobrazenie na nejaky podpriestor, tak dostaneme opét izomorfizmus
medzi dvoma podpriestormi. (V tomto pripade podpriestorom rieSeni povodnej sustavy a
podpriestorom rieseni sistavy s vymenenymi premennymi.) Izomorfizmus zachovava dimenziu

priestoru.

Désledok 5.7.7. Homogénna sustava linedrnych rovnic s n nezndmymi, ktorej matica md
hodnost n, md len trividlne riesenie.

Tlustrujme si predchadzajici postup na dvoch velmi jednoduchych prikladoch homogén-
nych suistav linedrnych rovnic nad R.

11110 1011]0 101]0 100]0
Priklad 5.7.8. [ 101]0 ) ~(010|0 )~ [010]0)~|010]0
0110 01110 0010 00110

V tomto pripade ndm nezostali ziadne premenné, ktoré by sme mohli volit — vo vSetkych
stlpcoch mame vedice jednotky. Prepisanim stustavy z maticového zapisu priamo dostaneme
(ako jediné mozné rieSenie) trividlne riesenie x; = 0, 3 =0, 23 = 0.

Poznamka 5.7.9. Vsimnime si, ze na pravé strany pri vSetkych elementarnych riadkovych
tupravach zostavaju nulové. Kvoli struénejsiemu zapisu, pri rieSeni homogénnych sistav bu-
deme vynechévat pravé strany a budeme namiesto rozsirenej matice sustavy pisat len maticu
sustavy. (Budeme si paméitat, ze pravé strany s nuly, ale nebudeme ich po kazdom kroku
znovu pisat.)

Priklad 5.7.10. Vynechajme teraz z predchadzajicej ststavy jednu rovnicu. Upravou na
redukovani trojuholnikovii maticu dostaneme

(161)~(590)

Vidime, Ze ststava je ekvivalentna so stistavou x1+x3 = 0 a zo = 0. Premenni x3 mézeme
volit (v tretom stipci nie je vediica jednotka). Nech teda x3 = ¢, kde t € R je parameter. Ked
z predchadzajicich rovnic vyjadrime 1 a x2, madme 1 = —t a x5 = 0. Mnozina rieseni tejto
ststavy je teda {(¢,0,—t);t € R}.

Lahko mézeme overif, Ze mnozZina rieseni je skuto¢ne podpriestor priestoru R3. PretoZe
kazdy vektor z mnoziny rieSeni m4 tvar ¢.(1,0, —1), mozeme ju zapisat aj ako {(¢,0, —t);t €
R} =[(1,0,-1)].

Aj postup riesenia nehomogénnych ststav je velmi podobny — podrobnejsie ho rozoberieme
v nasledujicej podkapitole. Predtym vsak este dokdzeme vetu, ktord moézeme chépat ako

obrétenie vety

Veta 5.7.11. KaZdy podpriestor priestoru F™ je mnoZinou rieseni nejakého homogénneho
systému linedrnych rovnic.

109

{sust : VTPPRHOM}



110 Suastavy linearnych rovnic

Dékaz. Ak S je podpriestor F", tak S je koneénorozmerny (veta 4.4.17). M4 teda konecni
bazu &1, ey 0_27,.
Nech B je matica, ktorej riadky tvoria vektory djy, ..., &,

Podla predchadzajicej vety ma podpriestor rieseni homogénnej sustavy

T
B :>:6T
ac.n

bazu :);T—‘rla cee a:);n~
Ozna¢me ako A maticu, ktorej riadkami st vektory ,41, ..., 7n,
Vrt1
A= : .
n
Pretoze kazdy vektor 7; je riefenfm ststavy s maticou B, plati B.y! = 07. Z toho
dostaneme
B.AT =0

(treba si uvedomit, ze i-ty stipec matice A je 3T z &oho vyplyva, ze stipce matice B.AT mo-
zeme vypoéitat ako B.77). Transponovanim predchidzajticeho vztahu dostaneme (na zdklade

(5-1))
A.BT =o.

Ked porovname i-ty stipec matice na lavej a pravej strane predchadzajicej rovnosti,
dostaneme
AdT =0T

)
teda vektory @, ..., @, st rieSeniami homogénnej ststavy AZT = 07.
Oznac¢me ako M priestor rieSeni tejto stustavy. Jeho dimenzia je

dM)=n—h(A)=n—(n—r)=r.

Stcasne plati S C M (pretoze vSetky vektory &y,...,d, patria do M) a d(S) = d(M),
teda podla tvrdenia [f.4.18 plati S = M. O

5.7.2 Gaussova elimina¢na metéda

Gaussovou eliminacnou metédou nazyvame algoritmus na riesenie sustav linedrnych rovnic,
o ktorom sme hovorili v predchddzajtcej kapitole. Ide teda o postup, pri ktorom rozsirent
maticu sustavy najprv upravime na redukovani trojuholnikovi maticu a z nej uz potom
vieme zistif riesenie pévodnej stistavy.

V pripade, Ze poc¢as uprav dostaneme riadok tvaru (0...0|c), kde ¢ # 0, sistava nem4 rie-
Senie. (Takyto riadok zodpoveda rovnici Ox; +. ..+ 0z, = ¢.) V takomto pripade samozrejme
nemusime dalej pokracovat v upravovani na RTM.

Ak niektoré stipce (v upravenej matici) neobsahuji vediicu jednotku, tak im prislichajice
premenné zvolime za parametre.

Ukazeme si tento postupu na niekolkych jednoduchych prikladoch. V pripade homogén-
nych sistav sme mali dve moznosti — bud existovalo jediné rieSenie (pri homogénnej stistave
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to bolo trividlne rieSenie) alebo rieseni bolo viac (tvorili podpriestor). Pri nehomogénnej st-
stave linedrnych rovnic uz mnozina riesSeni netvori vektorovy podpriestor a navyse pribudne
este dalsia moznost — moze sa staf, ze ststava nema nijaké rieSenie.

Priklad 5.7.12. RieSme sustavu
X1 —22132 +3l‘3 —4,124 =4

ZTo —X3 +x4 =-3
Iy +3IE2 —3.%4 =1
—Txy +3r3 +rg4 =-3

nad polom R.
Dant stistavu najprv prepiseme do matice a potom upravujeme rozsirent maticu stustavy
az kym nedostaneme redukovany trojuholnikovy tvar.

(1) 3.r-=1.r (Tymto zdpisom myslim to, Ze od tretieho riadku sa odéita prvy.)
(2) 3.x- 5*2 r; 4.r+=T*1l.r

(3) 3.x*=1/2; 4.r*=-1/4

(4) 3.r-=4.r

(5) 2.r+=3.r

(6) 1.x+=2%2.7r-3%3.r

Stvrty stipec neobsahuje vedicu jednotku. Preto x4 zvolime za parameter - polozime
x4 = t. Dostaneme potom x7; = —8, x93 = t+ 3, x3 = 2t + 6. Mnozina vsetkych rieseni je teda
{(—8,3+1,6+2t,t);t € R}.

(Ak by bola vedica jednotka v kazdom stipci redukovanej trojuholnikovej matice, ktort
sme dostali z matice ststavy, mali by sme situdciu este jednoduchsiu — dostali by sme jediné
rieSenie. Jedine v pripade, Ze by bola vediica jednotka aj v stipci pravych stréan, ¢o zodpoveds
rovnici 0 = 1, by ststava nemala ziadne riesenie.)

Skusku spravnosti urobime tak, ze dosadime vysledok do p6vodnej ststavy. V pripade,
Ze v rieseni vystupuje parameter, bud dosadime vysledok aj s parametrom, alebo to vysku-
Same pre nejaké dve hodnoty parametra (také, aby sa ndm dobre ratalo). Ak je parametrov
viac, mdzeme napriklad zvolit najprv vSetky parametre za nulu (tym skontrolujeme rieSenie
nehomogénneho systému) a potom vzdy jeden z parametrov polozime rovny 1 a ostatné 0.

Upravu, v ktorej sme spravili chybu, mézeme néjst tak, 7e skusame, pre ktoré z matic
ziskanych poc¢as upravovania nas vysledok este vyhovuje a pre ktoré uz nie. (Ak nejaka n-tica
(1, ...,xy) vyhovuje sistave, ktorti sme dostali v jednom kroku alebo ststave v nasleduji-
com kroku uz nevyhovuje (alebo je to obratene), tdto Gprava musi byt chybnd. Vyplyva to
z toho, Ze elementarne riadkové operdcie nemenia mnozinu rieseni.)

Priklad 5.7.13. Riesme v Zs urcenii maticou

1100 | 1
1240 | 2
013 4] 3
004 4] 4
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11001 11 |1 11 |1 11 |1
12402\ () 14 |1)©® 14 |1} ® 14 |1
01343 ] ™~ 1343 7 44|12~ 442
00444 444 444 00002

(1) 2.r+=4%1.1(2) 3.r+=4%2.r (3) 4.r+=4%3.r (Kvoli struénosti a prehladnosti som v matici
vynechéval nulové koeficienty.)

Pretoze sme dostali riadok zodpovedajtci rovnici 0z 4+ 0x2 +0x3 +0x4 = 2, stistava nema
riesenie.

5.7.3 Frobeniova veta

V tejto casti dokazeme vetu, ktord poskytuje kritérium na riesitelnost nehomogénnych sistav
linedrnych rovnic. Predtym vsSak potrebujeme ukézaf, Ze hodnost matice je rovnakéd ako
hodnost transponovanej matice. (Tto vetu neskor este dokdzeme dvoma odlisnymi spésobmi
v Casti )

Veta 5.7.14. Pre kazdi maticu A nad polom F plati h(A) = h(AT).

Dokaz. Nech A je matica typu m X n.
Ak oznacime i-ty stlpec matice A ako &;, tak plati

h(AT) = d[dy,...,d,].

Bez toho, aby sme zmenili hodnost, mozeme preusporiadat stipce matice tak, aby po tprave
na redukovani trojuholnikovi maticu boli vedtce jednotky v prvych r stlpcoch, kde r = h(A).
Budeme sa zaoberaf rieSeniami homogénnej stustavy

AzT =07,
ktord moézeme ekvivalentne prepisat ako

(Rozmyslite si pre¢o — vyplyva to priamo z definicie st¢inu matic.)
Vsetky rieSenia tejto stustavy st urcené bazou . Speciélne z toho, ze
i = (—c1,i,—C245- -, —Cr3,0,...,0,1,0,...,0)
(kde i € {r +1,7 +2,...,n}) je rieSenim (5.5), vyplyva
—c1,101 — €28 — ... — Cp Gy + d; = 0,

Q0 = C1,;01 + C2,;Q2 + ...+ Cp i Qp,

a teda @; je linearna kombinécia vektorov a'y,...,d, pre vetky i =r+ 1,7+ 2,...,n.
Teda

¢o znamen4, ze

h(A) > h(AT).
Pouzitim tejto nerovnosti pre maticu A7 v8ak dostaneme
h(AT) = h((AT)T) = h(A),
a teda h(AT) = h(A). O
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Poznamka 5.7.15. PretoZe vykonanie riadkovej operacie na transponovanej matici AT zod-
poveda stlpcovej operécii na matici A, z prave dokdzanej vety vyplyva, Ze pri vypocte hodnosti
matice mozeme [ubovolne kombinovat riadkové a stlpcové operacie.

Veta 5.7.16 (Frobeniova). Nehomogénna sistava linedrnych rovnic (5.2)) je riesitelnd prdve
vtedy, ked matica sustavy a rozsirend matica sustavy maju rovnakid hodnost, t.j.

h(A) = h(A").
Dékaz. Oznatme ¥ = (c1,...,cm) vektor pozostavajuci z pravych strén, ¢ize nasa sistava
mé tvar AZT = 47, Dalej ozna¢me stipce matice A ako ay,...,a,.
Ak z1,...,x, je rieSenim tejto sustavy, znamend to, ze

=210y + -+ TRl
7 toho vyplyva
[@1,...,4,) = [d1,...,4n,7]
WAT) = d([@1, ..., @) = d([@1, ..., @, 7)) = h(A'T)
Pretoze podla predchadzajtcej vety ma kazda matica rovnakii hodnost ako jej transponovana
matica, dostali sme

h(A) = h(A").
Predpokladajme teraz, ze h(A) = h(A’). To znamend, Ze podpriestory [d1, ..., d,]
a [dy,...,0,, 7] maji rovnakid dimenziu. PretoZe jeden z nich je navySe podpriestorom dru-

hého, podla tvrdenia [4.4.18| z toho vyplyva rovnost
[ala"'van] = [Ofly---’an7/ﬂ'
To znamen4, Ze 7 je linedarnou kombinaciou vektorov &y, .. ., &,, teda existuja =1, ...,z, € F
také, ze
’?:1‘1&1 ++In07n
Ako sme si uz uvedomili v predchadzajicej ¢asti dokazu, tato rovnost je ekvivalentnda s tym,
7e x1,..., Ty, je rieSenie sustavy (5.2]). O

Nasledujtca veta hovori, Ze ak mdme jedno konkrétne (partikuldrne) riesenie nehomogén-
nej linearnej sustavy, tak vSetky ostatné riesenia nehomogénnej siistavy modzeme ziskat ako
sucet tohoto riesenia a Iubovolného riesenia prislusnej homogénnej stistavy.

Ovela dolezitejsi ako samotné znenie vety je velmi dolezity koncept rozdelenia riesenia
na homogénnu a nehomogénnu cast. S tymto pristupom sa stretnete este velakrat — da sa
vyuzit v podstate vsade, kde sa vyskytuje linearita, napriklad pri linedrnych diferencidlnych
rovniciach, pri linedarnych rekurentnych rovniciach alebo tiez pri afinnych priestoroch a afin-
nych zobrazeniach — ¢o je nie¢o podobné ako vektorové priestory a linedrne zobrazenia, len sii
doplnené o ,nehomogénnu* zlozku (viac sa o afinnych priestoroch mézete doc¢itat napriklad
v [HZK]).

Veta 5.7.17. Nech a je rieSenie sustavy linedrnych rovnic

AT =77 (N)
a S je podpriestor pozostavajiuci zo vsetkych rieseni homogénneho systému

AaT =07, (H)

Potom T = {a + BB e S} je mnoZina vsetkyjch rieSent .
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Inak povedané, Iubovolné riesenie sa d4 ziskat ako stucet vektora 4 (partikuldrneho
rieSenia ) a nejakého rieSenia homogénnej stistavy .

Doékaz. Rovnost dvoch mnozin (mnoziny 7' a mnoziny vSetkych rieseni) budeme dokazovat
tak, ze dokazeme obe inkluzie.
Najprv ukdzeme, ze kazdy prvok mnoziny 7T je rieSenim sustavy . Skutocne, pre prvok
tvaru a + 5 plati
A(@+ B)T = AaT + ABT =T + 07 =7

Zostava ukazat, ze kazdé riesenie . ma uvedeny tvar. Nech teda 5j je lubovoIné riesenie
. ¢ize plati A(?T =~T. Potom plati

Potom
teda je to sucet vektora @ a prvku z S. Ukézali sme, ze Tubovolné rieSenie patrido 7. [

Cvicenia

Uloha 5.7.1. Nijdite vietky rieSenia danych ststav rovnic nad polom R:

T+ o =1
T —T +2z3 —3x =1
r1 +3xo -3z, =1 :;2 ii?) ii‘l - _23
_ _ 3 4 5 =
7£U2 +3$3 +Zy4 3 T+ x5 = ]
2 —by +3z +t =5 r 42y +4z =3t =0
3r —Ty +3z -t =-1 3r +by 46z —4t =
S5 —9y 46z 42t =7 dr +d5y —2z +3t =
4z —6y 43z +t =8 3z +8y 424z —-19t =0

r +4y -2z +8 =12

y =Tz 42t =-4
5z —t =
z +3t =-5

Uloha 5.7.2. Rieste v Zs sustavu urcent maticou:
|
|
|
|

1 24112 12324
0 33321 23113
1) (1421|1> <4313|2>
3 42032 34321

Uloha 5.7.3. RieSte v R stistavu uréent maticou:
|
|
|

11 ;)721_21}3 1 2-3]1 1-2 110 1

7 10 1] -2 -13-213 41 -1]2 1
E _E

10 51 1|7 0 5-5]4 12 410 2

1
Riefenie: a) nemd rieenie, b) (1,2,3) ¢) (t — 2,t+ 2,1), d) (32, &, - %), e) (£, 2¢,1)

Uloha 5.7.4. Rieste v Z7 ststavu urc¢eni maticou:
10115 11010 21414 12131 121311
01116 21031 1331|5 21232 23142
3123]0 3111]5 1516 31111 11011
03614 0123]6 3142 06533 0441]0
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Uloha 5.7.5. Mozete si vymysliet kopec vlastnych ststav. Staéi najprv zvolit rieSenie, koefi-
cienty a doratat pravé strany. Skuste vymysliet aj také sustavy, ktoré nemajui riesenie alebo
maja viac nez jedno riesenie.

Uloha 5.7.6. Nijdite redlne &sla a, b, ¢ tak, aby graf funkcie f(x) = ax?+bx + ¢ prechadzal
bodmi (1,2), (-1,6) a (2,3).

Uloha 5.7.7. Najdite nejakd homogénnu ststavu rovnic so 4 nezndmymi nad R, ktorej
rieSenim je dany podpriestor:

a) S = [(17 4a O» 1)7 (1a 0; 3, _3)a (07 27 07 1)

b) S=1(1,-1,1,-2),(1,1,0,-1),(3,1,1, —4)]

Uloha 5.7.8. Néjdite hodnotu parametra b € R, pre ktori mé dand sistava rieSenie. Pre
tuto hodnotu aj vyjadrite mnozinu rieseni.

T, + 4xe — 323 + 204 = 2
2x1 + Txo —4xs +4x4 =3
—x1 —Ddxo +bx3 — 214 =0

3x1 + 10xy — bxg + 624 =4

Uloha 5.7.9. Zistite pre aké hodnoty parametra a € R systém

THy+T7z2=-7
20+ 3y + 172 = —16
42y + (a*>+1)z2=3a
a) ma prave jedno rieSenie; b) md nekonecne vela rieseni; ¢) nemd Ziadne rieSenie.
Uloha 5.7.10". V zavislosti od parametra a € R rieste systém dany maticou:
a) alla? b) alla®
lal] 1l lal 1l
.117. Ako vyzeraju, v zavislosti od parametra p, riesenia ststavy danej maticou:

7
1
1
1
1

Uloha 5.7.12*. O ststave n rovnic o n nezndmych nad polom R

vieme, ze jej koeficienty
12 3|4

tvoria aritmetickt postupnost (ako napriklad pre maticu (5 6 718 |),zen>2a Ze tito
91011 | 12

sustava ma jediné riesenie. Najdite rieSenie suistavy.

5.8 Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Definicia 5.8.1. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F' a f: V — W je linedrne
zobrazenie. Potom jadrom linedrneho zobrazenia f nazyvame mnozinu

Ker f = {a@ € V; f(a) = 0}

a obrazom linedrneho zobrazenia f nazyvame mmnozinu

Im f = {f(@);d@ € V}.
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Inymi slovami, Ker f obsahuje prave tie vektory z V', ktoré sa zobrazia na nulovy vektor
a Im f obsahuje obrazy vsetkych vektorov z V. Lahko sa overi, ze Ker f aj Im f st vektorové
podpriestory. (MozZete si vSimnut, Ze ide o Specidlny pripad tlohy )

Tvrdenie 5.8.2. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F o f: V — W je linedrne
zobrazenie. Potom Ker f je vektorovy podpriestor priestoru V a Im f je vektorovy podpriestor
priestoru W.

Dékaz. Pretoze f(0) = 0, plati 0 € Ker f, teda Ker f # (.
Ak @, € Ker f, znamen4 to, ze f(@) = f(3) = 0. Z linearity potom dostaneme
F@+5) = 1@+ f(F)=0+0=0,
Gize aj @+ 3 € Ker f.
Podobne, ak ¢ € F a a € Ker f, dostaneme

fle.d)=cf(@ =c0=0

ac.aeKerf.

Pretoze f(0) = 0, plati 0 € Im f, teda Im f # 0.

Ak @, E € Im f, znamen4 to, Ze tieto vektory si obrazmi nejakych vektorov z V', oznacme
ich dy a 51. Méme teda

flay) =a
f(B) =75
f@+p)y=a+g

Teda vektor @ + ,5 je obrazom vektora @; + 51, ¢ize patri do Im f.
Podobne sa ukéze

cd = cf(aq) = f(can),
teda aj ca € Im f. O

Vsimnime si, ze Im f vieme vygenerovat obrazmi generatorov priestoru V:

Tvrdenie 5.8.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a V = [d1,...,d&,]. Potom Im f =

[f(&l)a RS f(&n)]

Dokaz. Ak 3 € Im f, znamen4 to, e 3 = f(&) pre nejaké @ € V. Z toho, ze & € V =
[@1,...,0,] mame, Ze & je linedrna kombindcia vektorov ajy,. .., ay, teda sa dé vyjadrit ako
a=c1dy + - + cpdy,. Z linearity zobrazenia f potom méame

B = f(@) = flc1@1 + -+ caln) = c1 f(@1) + - + Cn f(dn).

Zistili sme, ze § € [f(@1),..., f(@n)]-
Predpokladajme teraz, ze 8 € [f(d1),..., f(&,)]. To znamen4, Ze sa d4 napisat ako
linearna kombinacia tychto vektorov, teda

6 = le(O_Zl) +ee +Cnf(o_zn)
pre nejaké ci,...,¢, € F. Ak opét pouzijeme to, ze f je linedrne zobrazenie, tak dostaneme
ﬂ = f(clo_zl + - +Cn0_2n)

Ukézali sme, Ze gje obrazom vektora & = c1d1 + - -+ 4+ ¢, Ay € V, teda E €Im f. O
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Teraz si povieme, ako siivisi jadro a obraz linearneho zobrazenia s tym, ¢i je toto zobrazenie
surjektivne alebo injektivne.

Tvrdenie 5.8.4. Nech V s W su vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie.
Zobrazenie f je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {0}.

Dokaz. Predpokladajme, Ze f je injektivne. Vieme, ze f(0) = 0. Z injektivnosti vyplyva,
7e iny vektor sa uz na nulovy vektor nemoéze zobrazit, preto Ker f = {6}
Nech Ker f = {0}. Ak f(a@) = f(B), tak f(@ — B) = 0, ¢ize @ — § € Ker f. To ale

—

znamena, ze & — = 0, a teda a = 3. U

Dokaz nasledujiceho tvrdenia vynechame, ide vlastne len o inak prepisani definiciu sur-
jektivnosti.

Tvrdenie 5.8.5. Nech V a W si vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie.
Zobrazenie f je surjektivne prdve vtedy, ked Im f = W.

Dosledok 5.8.6. Linedrne zobrazenie f: V. — W je izomorfizmus prdave vtedy, kedIm f =W
a Ker f = {0}.

Veta 5.8.7. Nech V a W st konecnorozmerné vektorové priestory a f: V. — W je linedrne
zobrazenie. Potom
d(V) = d(Ker f) + d(Im f).

Dékaz. Nech dy,...,d; je baza Ker f (teda d(Ker f) = k). Bazu Ker f vieme doplnit na bazu
celého priestoru V vektormi £y, ..., f. (Teda d(V) = k +1.) Oznaéme S = [51,. .., ).
Definujme zobrazenie g: S — Im f ako zlZenie zobrazenia f, t.j. (&) = f(&) pre vSetky
a € S. Ukazeme, Ze toto zobrazenie je izomorfizmus.
Je zrejmé, ze ide o linedrne zobrazenie.

Dalej méme Im f = [f(@1),.., f(@), f(B1)s-- -, F(B)] = [0,-..,0, F(BL)s .., F(B)] =

—

[f(gl), .. ,f(gl)] = [g(ﬁl), ...,9(81)] = Img. Z toho vyplyva, Ze toto zobrazenie je surjek-
tivne.

Eite ukdZeme, Ze g je injektivne. Na to nam stadi ukézat, ze Ker g = {0}. Priamo z defini-
cie zobrazenia g vidime, ze Ker g = Ker f N S. Tento prienik obsahuje iba nulovy vektor. (Ak
nejaky vektor @ patri do Ker gN.S, tak sa da vyjadrif sicasne ako linedrna kombinécia vekto-
rov dy, ..., dk a aj vektorov El, - 75_}. KedZe dy, ..., dg, 51, ey EZ tvoria bazu, kazdy vektor
ma jednoznacné vyjadrenie ako linedrna kombinacia tychto vektorov. Porovnanim vyjadreni

&=c1a1+ - +cpdp + 0814+ +08,=0a1 + -+ 085 +dify + -+ diF

dostaneme — na zaklade jednoznacnosti — ze vSetky koeficienty st nulové a & = 0.)
Zistili sme teda, ze f je izomorfizmus medzi priestormi S a Im f. Izomorfizmus zachovava
dimenziu (pretoze zobrazuje bazu na bézu), teda mame

I =d(S) = d(Im f)

a z toho dostaneme
d(V) =k +1=dKer f) + d(Im f).
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Cvicenia

Uloha 5.8.1. Najdite bazu obrazu a bézu jadra linedrneho zobrazenia f: (Zs)* — (Zs)*
s danou maticou. V ktorych pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?

(3122> <2411) (1234)

1321 3332 23714

0124 11421 1321

2012 4203 3412

Uloha 5.8.2. Njdite bazu a dimenziu Ker f aj Im f pre dané linedrne zobrazenie. Rozhod-
nite, ¢i toto zobrazenie je injektivne, surjektivne, bijektivne.

a) f: R = R3, fxy, 20, 23,24) = (21 4 23 + @3 + 24, 200 + 3 + 24, 425 + 273 4 224).

b) f: Maa(R) = Mas(R), f: (24) = (45 51c)

¢) f: V=V, kde V = {ax?® + bz + c;a,b,c € R} je podpriestor RE a f: p(z) — p'(x). (T.j.
f priradi polynému p(x) jeho derivéciu p’(x).)

Uloha 5.8.3. Nijdite linedrne zobrazenie (ak také existuje), ktoré je prosté a spliia pod-

mienky:

a) f(1,0,1) =(2,2,1), f(1,-1,1) =(1,2,-2), f(0,1,—2) = (0,-1,2),

b) f(1,0,1) = (2,2,1), f(1 ,—1,1):(1,2,—2), Ff(1,1,1) = (3,2,4),

¢) f(1,0,1) = (2,2,1), f(0,—-1,2) = (0,1,1), f(1,1,-1) =(2,3,2)
Uloha 5.8.4. N4jdite linearne zobrazenie f: R® — R3 (ak také existuje), pre ktoré: £(3,2,3) =
(5,-3,-2), (O, 2,1)=1(2,0,-2), f(3,0,3) = (3,—3,0). Urcte bdzu a dimenziu jeho jadra a
obrazu.

Uloha 5.8.5. Definujme linedrne zobrazenie f: R* — R? ako f(x1, 72,23, 24) = (321 + 22 +
2x3 — x4,2w1 + 422 + 3 — 24) & oznafme Uy = Ker f.

Dalej definujme linedrne zobrazenie g: R? — R* ako g(y1,y2) = (y1 — y2,y1 — 3y2, 2y1 —
8y2,3y1 — 27y2) a ozna¢me Us = Im g.

Vidime, ze U, aj U, st podpriestory R*.

Najdite bazy priestorov Uy, Us, Uy NUs a Uy + Us.

Uloha 5.8.6. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie. Ako f2 budeme oznacovat f o f.
Dokazte

a) Ker f? D Ker f,
b) Im f2 C Im f,
c) f2=0<«< Kerf DImf.

Uloha 5.8.7. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie a g: V. — V je uréené predpisom
g(@) = @ — f(@) (inak povedané, g = idy — f). Dokazte:

a) Zobrazenie g je linedrne.

b) Ak Ker f =Img, tak f o f = f. (Zobrazenie s takouto vlastnostou sa zvykne nazgvat
projekcia.)

Uloha 5.8.8. Nech Vi3 sa vektorové priestory, f: Vi — Vo a g: Vo — V3 st linedrne
zobrazenia.

a) Dokézte, ze plati
Ker(f) € Ker(g o /).
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b) Ukdzte na konkrétnom priklade, Zze vo vSeobecnosti nemusi platit Ker(f) = Ker(go f).
c¢) Co by ste vedeli povedat o pripade, ked g je injektivne?

Uloha 5.8.9. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie a ¢g: V — V je uréené predpisom
g(@) = a— f(d@) (inak povedané, g = idy — f). Dokdzte:

a) Zobrazenie g je linedrne.

b) Ak Ker f = Img, tak f o f = f. (Zobrazenie s takouto vlastnostou sa zvykne nazyvat
projekcia.)

Uloha 5.8.10. Dokéite, ze h(AT A) = h(A) pre Iubovolnt maticu typu n x n nad R. (Hint
1: Mozno pomdze, ak si uvedomite, ze v R™ plati @a7 = 0 < @ = 0. Hint 2: Ind moznost je
skusit to najprv dokdzat pre RTM. Hint 3: Ak vymyslite tiplne iné riesenie, nedajte sa zviest
zo stopy predchadzajicimi dvoma hintami.)

Uloha 5.8.11*. Nech A, B st §tvorcové matice typu n x n nad polom F. Dokézte, Ze ak
I — AB je regularna, tak aj I — BA je regularna.

5.9 Hodnost transponovanej matice
Uz sme jednym sposobom ukézali, ze
h(A) = h(AT)

(veta [5.7.14). Tu uvedieme dva dalsie sposoby. Prvy z nich bude vyuzivat prave dokdzani
vetu B.8.71

Dokaz vety|5.7.14 Ku matici A typu m X n prislicha linedrne zobrazenie f: F™ — F™.
Vieme, ze toto zobrazenie je urcené predpisom

£(@) =aA

(poznamka [5.4.10).

Sdcasne vieme, ze podpriestor Im f je generovany riadkami tejto matice. Preto h(A) =

d(Im f).
Do Ker f patria prave vektory, pre ktoré plati

aA =0,

z ¢oho transponovanim dostavame
T~T _ {T
Atat =0,

teda si to préve rieSenia homogénneho systému s maticou A”. Podla dosledku je di-
menzia mnoziny riefeni takéhoto systému rovna m — h(A”T) (pretoze pocet stlpcov matice A
jem).
Z vety [5.8.7 potom dostaneme
m =m — h(AT) 4+ h(A),
z ¢oho vyplyva h(AT) = h(A). O

Uvedieme este jeden, pomerne jednoduchy dokaz tejto vety.
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Dokaz vety[5.7.17} Dokaz bude pozostavat z 2 ¢asti: Najprv ukdzeme, ze tato veta plati pre
redukované trojuholnikové matice. Dalej si uvedomime, Ze stipcové operdacie nemenia hodnost
matice. Z toho uz potom vyplynie tvrdenie vety.

Ak B je redukovand trojuholnikovd matica typu m x n a h(B) = k, znamena to, Zze B
mé, k nenulovych riadkov a navyse, mé k stipcov, ktoré obsahuji jedint (vedicu) jednotku.
Potom BT je matica typu n x m, v ktorej st nenulové prvky iba v prvych k stipcoch a
navyse obsahuje ako svoje riadky vektory €71, ..., € standardnej bazy priestoru F™ (tieto
riadky zodpovedajt tym stipcom povodnej matice, v ktorych boli vedice jednotky). Z toho
je zrejmé, ze priestor Vpgr prislichajici tejto matici je generovany vektormi €7, . .., € a teda
h(BT) = d(Vgr) = k = h(B).

Sktisme sa teraz zamyslief nad tym ako menia dimenziu stipcové operécie. Kazda stip-
cova operacia zodpovedd nejakému linedrnemu zobrazeniu F™ — F™ (vykonanie stipcovej
operécie znamend zobrazenia kazdého riadku tymto zobrazenim). Konkrétne, vymene dvoch
stipcov i-teho a j-teho stipca zodpovedd zobrazenie (pre i < j)

(1’1, ey In) —> (1’1, s i1, Ty T 1y ey =1 Ty L1y - - ,l’n)
pripoéitaniu c-nasobku i-teho stipca k j-temu zodpoved4
(@1, ) = (T1,. -, Tj—1,Tj + CT4, Tjt1,- - - Tn)
a vynasobeniu j-teho riadku konstantou ¢ # 0 zodpovedda zobrazenie
(.’L‘l, R ,xn) — (xl, s L1, CTG, T4 1, - ,l‘n).

Kazdé z tychto zobrazen{ je linedrne a navyse k nemu existuje inverzné (to vyplyva napriklad
z toho, ze Stipcové operécie st invertovatelné, ale da sa to lahko overit aj priamo). Vsetky
takéto zobrazenia si teda izomorfizmy.

Pretoze stipcova tprava zodpoved4 zobrazeniu podpriestoru prisliuchajticeho danej matici
nejakym izomorfizmom a izomorfizmus nemeni dimenziu, je zrejmé, ze stipcové operacie
nemenia hodnost matice.

Majme teraz maticu A. Matica A je riadkovo ekvivaletnd s nejakou redukovanou troju-
holnfkovou maticou B. Plati h(A) = h(B) = h(BT). Z matice BT vsak vieme dostat maticu
AT pomocou elementérnych stipcovych operacii. (Riadkové operacie na pévodnej matici to-
tiz zodpovedaju stipcovym operdciam na transponovanej matici.) Preto méme aj rovnost
h(BT) = h(AT) a spojenim tychto dvoch rovnosti dostaneme

h(A) = h(AT).

Cvicenia

Uloha 5.9.1. Zistite hodnost matice

A=|a—-b —b a
a+b b 0

v zavislosti od hodnét parametrov a,b € R.
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5.10 Nasobenie blokovych matic*
Este si struéne povedzme o inom pohlade na nasobenie matic, ktory sa moéze v niektorych
situaciach hodit.

Niekedy je vhodné rozdelit maticu na mensie podmatice, napriklad takymto spésobom:

T.j. zobrali sme nejakil maticu m X n a nejako sme rozdelili pocty riadkov a pocty stipcov;
oznacme jednotlivé rozmery m = mi +---+my an =nj + - - -+ n;. Takymto spésobom sme
maticu rozdelili na k x { mensich matic, priom matica na pozicii (¢, j) mé rozmery m; X n;.
Takto rozlozenej matici zvykneme hovorit blokovd matica.

Teda maticu uvedenti v nasom priklade by sme mohli zapisat ako

(e 5)
=0y () =G h) ()

V tomto pripade mali vsetky bloky rovnaké rozmery. Nemusi to tak byt vzdy, tu ista
maticu by sme mohli rozdelit aj takto:

pre

Inym, velmi jednoduchym, prikladom zapisu matice ako blokovej matice by bolo rozdelenie
matici na bloky velkosti 1 x 1.

Otézka je, ¢i nam takéto rozdelenie moze nejako pomoct pri vypocte sicinu matic. Skiisme
sa pozriet najprv na nejaky jednoduchy pripad — opét si zoberme nejaké dve matice velkosti
4 x 4 rozdelené na bloky 2 x 2. Pytame sa, ¢i plati:

A B\ (E F\: (AE+BG AF+BH
¢ D)\G H) \CE+DG CF+DH

Ako A, B, ..., H sme oznacili matice rozmerov 2 x 2. Vdaka tomu vsetky maticové siciny na
pravej strane maju zmysel a dostaneme tam maticu zlozenti zo Styroch blokov velkosti 2 x 2,
teda maticu spravnych rozmerov.

Ak chceme overit uvedend rovnost, mohli by sme to urobit tak, Ze porovname jednotlivé
prvky v oboch maticiach. Pozrime sa na prvok na pozicii (1,1) v stGéine. Tento prvok do-
staneme pomocou prvkov v prvom riadku prvej matice, ¢o st konkrétne a1, ai2,b11,b12; a
prvkov v prvom Stipci druhej matice, teda ej1, ea1, f11, fo1. Na pozicii (1, 1) potom dostaneme

ayierr + aizezr + bi1fi1 + b1z for.

Vsimnime si, Ze tento vyraz mozeme prepisat ako (a11e11+a12e21)+ (b11 f11+b12f21). V tomto
zapise je prvy sCitanec presne lavy horny prvok matice AE a druhy scitanec je Tavy horny
prvok matice BG.
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122 Nasobenie blokovych matic*

Teda naozaj v lavom hornom rohu dostavame to isté, ak urobime sicin matic aj ak sa
pozrieme na maticu AE + BG.

Nemalo by nas velmi prekvapit, Ze to funguje (a Ze to takto bude fungovat aj vSeobecne).
V skutocnosti sme vlastne len rozdelili prvky v prvom riadku na prvky patriace matici A a
prvky patriace matici B. To isté sme spravili v prvom stipci druhej matice.

Vseobecne by sme mohli sformulovat to, ze matice sa daji nasobif po blokoch, asi takto:

Tvrdenie 5.10.1. Nech

st blokové matice a navyse pre lubovolné pripustné i, j, k maji prislusné bloky A;; a Bjj
také rozmery, Ze sa tieto matice daju ndsobit. Potom ich sucin C = AB sa dd zapisat ako
blokovd matica pozostdvajica z m X k blokov

A Ak
C=|................
A1 Amk
pricom
n
Cij =Y AisBy
s=1

prei=1,...,m,j7=1,...,k.

Toto tvrdenie nebudeme dokazovat — dokaz by bol len cvicenim na zépis vyrazov s viace-
rymi indexami a asi by iba zahmlil zakladnti myslienku, ktorti sme si uz vysvetlili. M6Zeme si
vsimnut, ze Specidlne pripady vysledku, ktory sme sa tu snazili sformulovat vSeobecne, sme
uz na niektorych miestach pouzili.

Napriklad vypodet v pozndmke je vlastne sucin blokovych matic (aj ked bloky
v prvej matici st velkosti 1 x 1.)

Podobne sa dé& pozerat na to, ¢o sme robili v casti tykajicej sa sivisu elementarnych
riadkovych operacii so sic¢inom matic. Konkrétne sa tam vyskytol krok, ktory mdzeme zapisat
aj ako E(A|I) = (EA|EI). (To, Ze urobit riadkovii operdciu na celej matici, alebo zvlast na
oboch castiach matice rozdelenej uvedenym sposobom, nie je ni¢ prekvapivé. Tu to uvadzame
len ako dalsiu ilustraciu sic¢inu blokovych matic.)

Takisto niektoré argumenty pouzité v dokaze vety predstavujii vlastne nasobenie
blokovych matic. (Opét ide o pomerne jednoduchy pripad, kedZe jednu z matic sme rozdelili
iba na jediny blok a druhud na stipce.)

Podobné argumenty sa vyskytna napriklad aj v dokaze vety [6.4.1] o determinante si¢inu
matic.
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Kapitola 6
Determinanty

{CHDETER}
6.1 Motivacia

Na zaciatku tejto kapitoly uvedieme dva motivacné priklady. Ako neskor uvidime, v oboch
z nich urcéitym spdsobom vystupuji determinanty, jeden z nich ndm pontka aj isti geomet-
ricka predstavu o pojme determinantu.

{det :PRSUST}
Priklad 6.1.1. Pokiisme sa najst vseobecné riesenie stustavy

a11T1 + a12T2 = €1

2121 + a22%T2 = C2
Prvi rovnicu vynésobime a9y a odéitame od nej ai2-nasobok druhej rovnice. Dostaneme:

(allazz - a12a21)9€1 = C10G22 — C2G12

C10a22 — C2a12

Tr1 =
ai1a22 — 12021
v pripade, Ze aj1a22 — a12a21 # 0.
Ak zavedieme oznacenie
bll b12 . b b b b
b bo,| = 011022 — 012021,
21 D22

tak predchadzajicu rovnost mozeme vyjadrit ako

C1  G12
Co (22

r1 = .
ailr a2
az1 a22

Podobnym sp6sobom by sme mohli odvodit, ze plati

a1 €1

az; C2
Lo = ———.
a1l a2

a1  Aa22
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124 Motivacia

Definiciu, ktori sme zaviedli v predchadzajicom priklade, neskor rozsirime aj na Stvorcové

matice vacsich rozmerov ako 2 x 2 a prave tento vyraz budeme nazyvat determinant.
{det :PROBJEM}

Priklad 6.1.2. Dva vektory v rovine urc¢uju rovnobeznik. Zo strednej skoly viete, ze jeho
obsah mozno vypoditat pomocou vektorového stcinu (obrazok . Konkrétne, ak je rovno-
beznik uréeny vektormi & = (a11,a12) a 5 = (az21,a92), tak tieto vektory najprv doplnime
trefou siradnicou 0 na vektory (a1, a12,0) a (a21,a92,0) a potom vypocitame ich vektorovy
sucin (0,0, a11a9e — a12a91). Obsah rovnobeznika je velkost vektora, ktory sme vyrétali, ¢ize

S = |airaze — aiza].

A7 na znamienko sme opét dostali vyraz z predchadzajiceho prikladu (¢ize determinant).
(Pri¢om znamienko mé tieZ svoj vyznam — urcuje orientdciu vektorov.)

Q1
X
@

{det : FIGVEKTSUC} Obr. 6.1: Vektorovy stcin

Pokisme sa este pokusit o riesenie analogickej tlohy v trojrozmernom priestore. V tomto
pripade 3 vektory &, 5 , ¥ ur¢ia rovnobeznosten. Jeho objem by sme vedeli vyratat ako sicin
obsahu podstavy a jeho vysky. Pritom vysku mo6zeme urcit ako priemet vektora 4 do smeru
vektora @ x 3. Tento priemet sa da vyratat ako || cos a, kde o je uhol, ktory zvieraju vektory
axfa .

Teda az na znamienko je jeho objem urceny vyrazom

—

@ x B|[7]cos o = (@ x ).,

kde - oznacuje skaldrny stacin vektorov. (Budeme sa nim zaoberat neskor, ale uz ste sa s nim
stretli aj na strednej $kole a pozndte niektoré jeho zdkladné vlastnosti.)
Poktisme sa vy¢islit tento vyraz pre

a = (ai1,a12,a13)
g: (a217a227a23)
5

= (0317 as32, 6133)

] h4 ~ 2 — ai2 ais ai1 a13 ail ai2
Vleme’ ze a X B - (‘ az2 a3 |» | a21 az23 || a1 a2 |)
Dostaneme teda
12 A13 a1 ais ail @12
asy - + ass =
G22 A23 a21 A23 az1 @22

11022033 + @12023G31 + A13G21A32 — G11023032 — Q12021033 — A13022031
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Obr. 6.2: Rovnobeznosten uréeny 3 vektormi v R3

Odvodili sme vyrazy, ktoré predstavuju determinant Stvorcovej matice 2 x 2 a 3 x 3. Ako
by sme mohli tito definiciu rozsirit na vyssie rozmery?

Mohli by sme postupovat analogicky ako v predchadzajucich prikladoch. Jedna moznost,
ako by sme definovali determinanty, by bolo vSeobecné rieSenie rovnic vyssich stupnov. Vy-
chadzali by nam sice coraz komplikovanejsie vyrazy, ale sndd by sme v nich ¢asom objavili
nejaki zakonitost.

Priklad nam dava dobri geometrickid predstavu determinantu — ako objem telesa
ur¢eného danymi vektormi v R™. Nie je vSak uplne jasné, ¢o chapat pod objemom v n-
rozmernom priestore. Ale sndd by sme na to vedeli prist. Objem jednotkovej kocky — ¢ize
n-rozmerného rovnobeznostena uréeného vektormi €71, ..., &, — je zrejme 1. A vieme celkom
dobre popisat (na zdklade analégie s dvojrozmernym a trojrozmernym pripadom), ako sa
tento objem zmeni pri transforméciach ako je skosenie, natiahnutie v smere niektorej z jeho
stran alebo stimernost podla roviny (¢i skor ,nadroviny“, ako sa zvykne nazyvat (n — 1)-
rozmerny podpriestor v R™). A pomocou tychto transformdcii by sme vedeli dostat z jed-
notkovej kocky lubovolny n-rozmerny rovnobeznosten (prinajmensom v trojrozmere mame
o tom celkom dobri geometricki predstavu; neskor si nieco povieme aj o tom ako stivisia
tieto transformécie s riadkovymi operdciami na matici), takze takymto spésobom by sme tiez
boli schopny vyratat objem kazdého rovnobeznostena — a teda lubovolny determinant.

Nebudeme postupovat ani jednym z naznacenych spésobov — nasa definicia determinantu
bude celkom ind a na prvy pohlad velmi zvlastna. Neskor vSak uvidime, Ze pri nasej defi-
nicii budu platit pre riesenie sustavy m rovnic o n neznadmych analogické vztahy ako sme
dostali v priklade a takisto sa determinant sprava vzhladom na niektoré transformaécie
sposobom, ktory sme pred chvilou spomenuli.

6.2 Definicia determinantu

Definicia 6.2.1. V tejto kapitole budeme oznacovat ako S, mnozinu vsetkych permutacii
mnoziny {1,2,...,n}.

Dvojica (¢(k),¢(s)) sa vold inverzia permutécie ¢, ak k < s ale ¢(k) > ¢(s). Pocet
inverzii permutdcie ¢ budeme oznacovat i(¢).
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Priklad 6.2.2. Permutdcia (}%33) ma 4 inverzie (4,1), (4,3), (4,2), (3,2):

1 2 3 4
4 1 3 2

4 1
4 3
4 2
3 2
{det :DEF}
Definicia 6.2.3. Nech A je matica typu n x n nad polom F, A = ||a;;||. Determinant matice
Aje
{det:EQDEF} |A‘ = Z (—I)Z(W)alw(l)GQW(g) o Opgp(n)- (61)

PESH
Symbolom Y rozumieme, Ze s¢itujeme cez celit mnozinu S,,, teda pre kazdi permutéciu
PESH
p € S, pripoc¢itame jeden s¢itanec uvedeného tvaru. (Mnozina S,, je konecnd, teda takyto
sucet je jednoznacne definovany.)

Priklad 6.2.4. Ak mame maticu typu 1 x 1 tak dostaneme |A| = |a11| = a11.
Pre maticu typu 2 x 2 tiez dostaneme jednoduchy vzorec. Ss obsahuje len 2 permutécie

(12)a(}?). Prva z nich nem4 inverzie, druhd ma jednu inverziu. Z (6.1)) dostaneme v tomto
pripade

M2 G agy — a1paz.

a1 G22

V pripade matice typu 3 x 3 obsahuje mnozina S3 uz 6 prvkov. V nasledujicej tabulke
st vypisané vsetky permutacie z S3, ich inverzie a pocet inverzii.

© i(p) inverzie
(123) ] O
(135) | 1 (3,2)
(373) | 1 (2,1)
(339) | 2 (2,1) (3,1)
(373) | 2 (3:1) (3,2)
(357) 1 3 |(3,2) (3,1)(21)

Z (6.1) teda dostaneme (permutdcie uvedieme v takom poradi, aby isli najprv tie, ktoré
maju kladné znamienko, ¢ize parny pocet inverzif)

a11 a2 @13
Q21 Q22 (23| = 411022033 + (12023031 + A13021032 — G11023032 — 412021033 — 113022031 -
az1 asz ass

Tento vzorec pre vypocet determinantu matice 3 x 3 nazyvame Sarrusovo pravidlo.

Sposob, ako si ho mozno lahko zapamétat, je pridat este raz k matici A je prvé 2 stipce.
Suciny na hlavnych diagonédlach ddvame do vzorca s kladnym znamienkom, suc¢iny na ved-
lajsich diagonalach so zdpornym znamienkom.

a11 aiz2 @13 a1l a2 a11 a2 @13 ai1 a2
AN AN AN / / /
a21 G22 G23 G21 G22 a1 G22 G23 G21 G22
AN AN AN / / /
a31 asz a3z asi as2 a31 asz azz 431 A32
NN N Y 4
+ + + - - -
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Ten isty vysledok dostaneme ako pod maticu podpiseme este raz jej prvé 2 riadky.
Inou mnemotechnickou pomdckou je vyznacit si ,kladné“ a ,zaporné“ diagonaly v po-
vodnej matici — bez pripisovania prvkov matice.

a1 G122 413 a1l @12 a13

azi a23 a1 a23

az1 asz2 ass az1 a3z2 ass

1 3 2
Priklad 6.2.5. 1 3 1|=1-3-2+3-1-04+2-1-1-2-3-0—-1-1-1-2-3-1=1
01 2

Priamo z definicie sa da dokazat uzitocna vlastnost determinantu: determinant transpo-
novanej matice je rovnaky ako determinant povodnej matice.

Veta 6.2.6. Nech A je matica typu n X n. Potom
A = |A"].

Dékaz. V definicii determinantu vystupuji stciny tvaru aj,(1)a2p(2) - - - Gnp(n). Okam-
Zite vidime, Ze v takomto sicine sa objavi prave raz prvok prvého riadku matice A (konkrétne
na prvom mieste), prave raz prvok druhého riadku, atd.

Ako je to so stipcami? Druhé stiradnice, ktoré predstavuju stipce, st ©(1),0(2),...,0(n).
Vdaka tomu, Ze ¢ je bijekcia, objav{ sa kazdy stipec prave raz. Konkrétne prvok j-teho stipca
sa vyskytne v Ciniteli a,-1(;); (lebo i = ©1(4) je presne to é&fslo, ktoré sa zobrazi na j, ¢ize
spliia (i) = ).

Ak teda usporiadame ¢initele vystupujtce v takomto sicine nie podla prvych, ale podla
druhych stradnic, dostaneme iny zapis pre ten isty sucin.

A1p(1)32¢(2) + - - Anp(n) = Gp=1(1)10¢p=1(2)2 - - - Cp=1(n)n-
Scitanim takychto rovnosti cez vsetky permutécie ¢ € .S,, dostaneme
|A| = Z (71)i(W)a1¢(1)a2¢(2) s Onp(n) = Z (71)2’(@)&%71(1)16%971(2)2 e Q=1 (n)n-
PESH PYESy

!

Oznaéme prvok v i-tom riadku a j-tom stipci transponovanej matice ako Qs

Potom poslednii rovnost mézeme prepisat ako

A= 3 (A sy - i
PESH

i / —_— ..
t.j. a;; = aji.

Dalej si uvedomme, Ze priradenie ¢ + ¢! je bijekcia z S,, do S,. (Lahko to mozete
overit na zdklade vlastnosti inverzného zobrazenia. Vyplyva to napriklad aj z toho, ze (S, o)

je grupa (loha|3.2.2) a z tlohy|3.2.12]) Teda, ak v predchddzajticej sume namiesto ¢~* pou-
Zijeme vSade @, znamena to len preusporiadanie s¢itancov, ale hodnotu suc¢tu to neovplyvni.

o1
Al =D ()" Dy ahy) - -
PESR
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128 Vypocet determinantov

Na to, aby sme vpravo dostali determinant matice A7 stacilo by dokazat, Ze i(p) =
i(p~1). To skutoéne plati. Inverzie permutdcie ¢ st totiz uréené takymi dvojicami indexov,
pre ktoré plati

i<i A (i) > o)

Ak oznaéime i’ = (i) a ' = ¢(j), tak predchddzajiica podmienka je ekvivalentnd podmienke

e M) <TG oA i >

Nasli sme teda jedno-jednoznac¢né priradenie medzi dvojicami, ktoré urcéuji inverzie permu-
tacif ¢ a p 1. Teda skutocne plati i(p) = i(¢~!) a

Al = [AT].

6.3 Vypocet determinantov

Doteraz sme uviedli ako pocitat determinanty rozmeru maximélne 3 x 3, pricom sme vlastne
postupovali priamo z definicie. Na vypocet determinantov vyssieho stupna sa nauc¢ime dva
postupy. Prvy z nich je Laplaceov rozvoj a druhy je pouzitie elementarnych riadkovych a
stipcovych operécii.

6.3.1 Laplaceov rozvoj

Nech A je Stvorcovd matica typu n x n. Zvolme si (pevne) nejaké i € {1,2,...,n}. Potom
determinant matice A sa da upravit na tvar

|A| = ainAi + aipAia + ... + ainAin

Vyplyva to z toho, ze v kazdom sc¢itanci v sume ([6.1f) vystupuje prave jeden prvok tvaru a;x
(konkrétne je to a;,(;)). Aby sme ziskali uvedent rovnost, staci vynat a;; z tych scitancov
v ktorych sa vyskytuje.
Podobne by sme mohli postupovat aj pre prvky niektorého stipca a; 3,025, - -+, Qpj. Dostali
by sme
|A| = alelj + anggj + ...+ anjAnj.

Vyraz A;; nazyvame algebraicky doplnok proku a;;.

Nasim najblizsim cielom bude zistif, comu sa rovnd Aj;.

Pokuste sa sami si vyskusat zistit vSetky mozné hodnoty A;; pre maticu 3 x 3, vysledky
si mozete skontrolovat v nasledujicom priklade.

Priklad 6.3.1. Pre maticu typu 3 x 3 sme odvodili

|A] = a11a22a33 + a12a23a31 + 13021032 — A11023032 — A12021033 — 13022031 -
Skisme v tomto konkrétnom pripade urobit spominany rozvoj pre druhy riadok a druhy
stlpec.

Pre druhy riadok dostaneme:

|A| = a21(a13a32 — a12a33) + ass(ai1ass — a1zas1) + ass(aizass — ariasz)
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Pre druhy stipec dostaneme:
|A| = a12(a23a31 - a216133) + a22(a11f133 - 6113(131) + (132(0136121 - 011023)

7 uvedenych vyrazov vieme vyc¢itat hodnoty Ao, As1, Ass, Asz, Ass. Keby sme urobili
este 2 dalSie rozvoje (povedzme podla prvého a tretieho riadku), zistili by sme aj ostatné
hodnoty algebraickych doplnkov.

A1 = az2033 — ag3as
Aya = azzaz; — az1as3
A3 = ag1a3z — az2a3;
Az = a13a32 — a12a33
Asx = ajrass — aizas;
Agz = ajpaz; — a11a32
A3y = a12023 — a13a22
Asy = a13021 — 11023

Ass = a11a22 — a12a21

Mozno by ste z hodn6t vyratanych v predchadzajucom priklade vedeli uhadnut nejaka
vSeobecnu zdkonitost. VAs tip sa potvrdi dokdzanim nasledujicej vety.

Pre maticu A typun xn ai,j € {1,2,...,n} oznaéime ako M;; maticu, ktord vznikne
z matice A vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca.

Veta 6.3.2. Pre algebraicky doplnok prvku a,s stvorcovej matice A plati
Apg = (*1)T+S|MTS|

Dékaz. Priamo z definicie vyplyva, ze

Ars = Z (71)1“0 )al,w’(l)a2ga/(2) s Qr 1,0/ (r=1)Cr4-1,0 (r+1) -+ - An ' (n)s
(pleS’:‘LS

kde ako S”® sme oznacili mnozinu tych permutécii z S, pre ktoré ¢'(r) = s.
Pre maticu M, tejto permutacii zodpoveda permutéacia ¢, ktora je uréend predpisom

"(k k o' (k
(k): QD/( )7_ a QD/( )<S prek<r
P(k)—1, ak ¢'(k) > s
(k) = Pk 1), ahe (k1) < rek>r
4 PVk+1)—1, akp'(k+1)>s P -

Checeli by sme zistit, aky je vztah medzi i(¢’) a i(¢). Kazda inverzia permutécie ¢ zod-
poved4 nejakej inverzii pévodnej permutdcie ¢’. Niektoré inverzie sme vsak stratili:
a) Ak plati ¢'(j) > s pre j < r, tak dvojica (¢'(j), s) tvori inverziu pdvodnej permutdcie, ale
v permutéacii ¢ nemdme inverziu, ktora by jej zodpovedala. Ozna¢me pocet takychto inverzii
k. Znamen4 to, ze medzi prvkami j € {1,2,...,r — 1} je k prvkov takych, Ze ¢'(j) > s. Pre
zostavajucich (r — 1) — k prvkov teda plati ¢'(j) < s. (Nemoze platit ¢’(j) = s, lebo na s sa
zobrazi jedine r.)
b) Ak ¢'(j) < s pre j > r, tak opiat dostaneme inverziu, ku ktorej nemdme zodpovedajicu
inverziu v permutécii ¢. Prvkov s vlastnostou ¢'(j) < s je prave s — 1. Pritom, ako sme
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videli v pripade a), z nich préave (r — 1) — k spliia nerovnost j < r. Inverzii typu b) je teda
(s—=1)—[(r—=1)—kl=s—r+k.
Spolu sme ,stratili“ s — r + 2k inverzii. Teda i(¢’) =i(p) +s—r+ 2k a

(1) = (~1 4 (<17 4 (<1 = (1)) 4 (D).

Dosadenim do vyjadrenia pre A,, ak navyse zavedieme oznacenie M,, = ||b;;||, ziskame
dokazovanud rovnost

Aps = (=)™ 3 (D) by bngmy = (1) M.
PESn—1

O

Pretoze predchadzajtci dékaz nie je tplne jednoduchy, uvedieme este iny, do istej miery
podobny (v nédeji, ze ked uvidite viacero pohladov na dokaz tej istej vety, bude to o Cosi
jasnejsie).

Dokaz. Kvoli jednoduchosti za¢nime s pripadom r = s = n. Priamo z definicie determinantu
vidime, Ze an, sa vyskytne v tych s¢itancoch, kde ¢(n) = n. To ale znamend, ze permutécia
@ zobrazi {1,2,...,n—1} na {1,2,...,n— 1}, ¢iZe takéto permutécie si v jednojednoznaéne;j
korespondencii s permutdciami mnoziny {1, 2,...,n—1}. NavySe poCet inverzii zodpovedaji-
cich si permutécii je o¢ividne rovnaky. (Vynechali sme len ¢(n) = n, tento prvok nevystupoval
v ziadnej inverzii.) Mame teda

A=Y (1) Parp)aze() - n1,p(m-1) = [Mnl.
PYESn -1

(Opét, priamo z definicie dostaneme, Ze vyraz na pravej strane rovnosti je determinant matice,
ktord vznikne vynechanim posledného riadku a posledného stipca.)

Dalej sa pozrime na to, ako sa zmeni algebraicky doplnok A, ak vymenime r-ty riadok
matice A s nasledujicim. Nech teda matica B vznikne z matice A tak, ze vymenime r-
ty a (r 4+ 1)-vy riadok. Chceme porovnat séitance vystupujice v determinante matice A
obsahujice prvok a,s s tymi s¢itancami v determinante matice B, ktoré obsahuji b,41 s =
ars. V prvom pripade sCitujeme cez vSetky permutdcie také, ze p(r) = s (mnozinu tychto
permutécii oznac¢ime opét S;°).

Ars = Z (_l)i(@)al,w(l) cOr—10(r=1)Ar+1,p(r+1) - - - Cn,p(n)-
peST®

Pri vypocte B,y1 s sCitujeme cez vSetky permutécie také, ze p(r +1) = s:

Brivs= Y (=1 biga). bt pron)brpmbrrape+2) - bugm):
pesnths
Stcasne, z definicie matice B mame b;; = a;; pre ¢ # r,r + 1 a by = arq1,6, teda
Biiis= Y (1" a1p0) G ol ) A1, Gr2,000+2) -+ - o)
pespths
Uvedomme si dalej, Ze vymena prvkov na r-tej a (r + 1)-vej pozicii dédva korespondenciu
medzi mnozinami ST a STT1%. Konkrétne, z permutécie

_ 1 ... r+1 ... n
Y= (so(l) s p(rt1) w(n))
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patriacej do S, dostaneme permutaciu

r_ 1 ... r r+1 ... n
v = («p(l) op(rdl) s w(n)>

patriacu do S’ 1 a obratene. Vdaka tejto bijektivnej korespondencii moZeme predchddza-
jicu sumu prepisat ako

Brits = Y (1)1 o1y 2@t (e 1) Bt (1) g 2,0(42) - - - Do)
peS,®

Vidime, ze v oboch suméch sa vyskytuji presne tie isté cleny, zostava len zistit aky je
vztah medzi i(¢) a i(¢’). Tieto permutdcie sa liSia len na r-tom a (r 4+ 1)-mieste, ¢iZe jedind
inverzia, ktorou sa mozu 1isit, je (¢(r), o(r + 1)). Skutocne, ak (s, p(r + 1)) tvoria inverziu
permutécie ¢, tak v novej permutacii nebudeme mat na tomto mieste inverziu a obrétene,
ak tu ¢ nemd inverziu, vo ¢’ dostaneme inverziu. Pocet permutécii sa teda lisi o tito jednu
inverziu, ¢ize i(¢') = i(¢) £ 1, a teda

Br—i—l,s = - Z (71)“@)&1,4/;(1) s Qr—1,0(r—1)Ar4-1,0(r4+1) Cr4-2,0(r4+2) - - - An,p(n) = 7Ars-
peSY®

Vdaka vete vieme, 7e to isté sa stane pri vymene susednych stipcov.

Posledné pozorovanie potrebné na dokoncenie dokazu je, ze podmatica M, matice A je
rovnaka ako podmatica M, ; matice B. (Z matice B vynechavame (r + 1)-vy riadok, ¢o je
presne -ty riadok pévodnej matice.)

Ak teraz chceme zistit algebraicky doplnok A,.s prvku a,s; matice A, mbézeme postupovat
tak, ze n—r—1 vymenami susednych riadkov presunieme prvok a,s do n-tého riadku, a potom
urobime eSte n — s — 1 vymen stipcov, po ktorych prvok a,s pévodnej matice bude prvkom
Cnn, Mmatice C, ktord takto dostaneme. Uz vieme, Ze algebraicky doplnok tohoto prvku je

Ann - |Mrs|

(podmatica, ktora vznikne z C' vynechanim posledného riadku a posledného stipca je presne
t4 podmatica povodnej matice, ktort sme dostali vynechanim r-tého riadku a s-tého stlpca.)
Stcasne sme pri kazdej vymene riadku/stlpca zmenili znamienko, preto

Ay = ()" T34, = (_1)2(n—r—s)+r+sAnn = (1) Ay = (= 1) M.
O
Dosledok 6.3.3 (Laplaceov rozvoj determinantu). Nech A je matica typu n x n. Potom
|A| = (=1 a | Ma |+ (=1)"2a;|Mia| + ... 4+ (=1) " a;,| My (6.2)
Al = (=1)"  ar | M| + (=17 2ag; [ Maj| + ...+ (=1)7 " an;| My (6.3)

Prvia rovnost uvedent v predchdadzajicom désledku nazyvame Laplaceov rozvoj determi-
nantu matice A podla i-teho riadku, druht Laplaceov rozvoj podla j-teho stlpca.

Priklad 6.3.4. Nasledujici determinant vypocitame Laplaceovym rozvojom podla druhého

stipca.
? (2) _01 } 1 -1 1 2 0 1
=-212 1 1/-3|1 -1 1|=(-2)1-3.(-1)=1
23 11 2 -1 2 2 -1 2
2 0 -1 2
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6.3.2 Vypocet pomocou riadkovych a stipcovych operacii

V casti sme si ukazali, ako mozno pomocou elementarnych riadkovych dprav upravit
lubovolnt maticu na redukovani trojuholnikovi maticu. Ak by sme vedeli, ako elementarne
riadkové upravy ovplyviiuji hodnotu determinantu a ak by sme vedeli vypocitat determinant
redukovanej trojuholnikovej matice, tak by sme ziskali dalsiu metédu na vypocet determi-
nantov. Prave to je nasim najbliz$im cielom.

Zactneme s tym, Ze overime, ako menia hodnotu determinantu jednotlivé elementarne
riadkové operacie.

Veta 6.3.5. Ak maticu B ziskame z A vyndsobenim k-teho riadku skaldrom ¢ € F, tak
|B| = cl|Al.

Dékaz. Ozna¢me B = ||b;;|| a A = ||a;||. Potom plati b;; = a;; pre ¢ # k a by; = cag;.
Priamo z definicie determinantu potom dostaneme

Bl = 3 (1) b1 o1)b2,0(2) - - Dk 1p0e-1) Db ) D1 (41) - - - Bro(m) =
PES,

D (1) 1)@, 02) - k1o (k1) OOk (B Ut 1o (k1) <+ - B o(m) =
PESH

¢ Y (1) a1 p(1)a2,p(2) -+ Akt o (k1) ko (k) Tkt 1o (ke 41) - - - Do) = €| Al-

PES,
O
Dosledok 6.3.6. Ak matica A md nulovy riadok, tak |A| = 0.
Dékaz. Staci v predchddzajicej vete dosadit ¢ = 0. O

Veta 6.3.7. Ak md matica A dva rovnaké riadky, tak |A| = 0.

Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na n.
1° Pre n = 2 tvrdenie plati:

a1l a2

=aiiai2 —apaiz = 0.
aiy a2

2° Predpokladajme, Ze tvrdenia plati pre lubovoInti maticu typu n x n. Nech A je matica
typu (n+1) x (n+ 1), ktorej i-ty a j-ty riadok st rovnaky. Ak urobime rozvoj determinantu
matice A podla niektorého iného riadku (okrem i-teho a j-teho), tak vSetky matice M,
vystupujtce v Laplaceovom rozvoji st matice typu n x n a maju dva rovnaké riadky. Podla
indukéného predpokladu |M,.s| = 0 pre vSetky pripustné hodnoty r, s, a teda z Laplaceovho
rozvoja vidime, ze aj |A|] = 0. O

Veta 6.3.8. Nech matice A a B st matice typu n x n, ktoré sa lisia len v k-tom riadku.
Potom |A| + |B| = |C, kde ¢ij = a;j = b;j pre i # k a cpj = akj + by;-

Dékaz. Urobme rozvoj matice C podla k-teho riadku. Dostaneme

1O = (=1)* ™ (a1 + b)) | My | + (= 1) T2 (apa + bra) [ Mya| + . .. + (=) (agn + brn )| Min |-

132

{det : SSECTERO]



KAPITOLA 6. DETERMINANTY 133

Pritom podmatice My, My, ..., My, uz pozostavaju len z tych prvkov, ktoré s vo vsetkych
troch maticiach rovnaké. Teda tie istii podmatice budu vystupovat v rozvojoch matic A a B
podla k-teho riadku. Pomocou nich dostaneme:

JA| = (=) apy | Myt + (=) 2age | Myo| + ... + (= 1) " apn | My,
1B| = (= 1) by | Myt | + (= 1) 2bga| Mia| + - .. + (= 1) bgn | Mg

Scitanim tychto dvoch rovnosti a porovnanim s rozvojom determinantu matice C' dostaneme
Al +[B| = |C].
O

Predchadzajiacu vetu by sme mohli Tahko overif aj priamo na zédklade definicie determi-
nantu.

Dokaz.

Cl= > (1) 150y - Cho1p(h-1)Chip(k) Chet Lip(k 1) « - - Crip(n) =
PESH

D (D) aro0y a1 1) (O + Dk Gkt 1,00541) -+ - ngp(n) =
PES,

Z (1) P a1p01) « e 1o (b 1) T (k) Tkt 1o (k1) - « - Do)+
PESK

D (=1 a0 - A1) Drip ) Bt 141 - - - Bngp(n) = |A] + | B
PESn

O

Veta 6.3.9. Ak matica B vznikne z A pripocitanim c-ndsobku niektorého riadku k inému

(pricom ¢ € F), tak |B| = |Al.

Dékaz. Nech B vznikne z A pripoc¢itanim c-ndsobku k-teho riadku k I-temu riadku, pricom
k # . Teda B ma vsetky riadky rovnaké ako matica A, len prvky I-teho riadku maji tvar
blj = cag; + ag;-

Nech A’ je matica, ktord mé vSetky riadky rovnaké ako matica A len I-ty riadok matice
A’ sa rovnd k-temu riadku matice A. (Teda a;; = a;; pre i # | a aj; = ay;.) Této matica ma
dva rovnaké riadky, teda podla vety je |A'| =0.

Uvazujme dalej maticu A”, ktord vznikne z A’ vyndsobenim k-teho riadku skaldrom c.
(Teda ai; = a;j pre i # | a aj; = cay;.) Z vety méame |A”| = ¢|]A’| = 0.

Teraz si staci vsimnit, %Ze maticu B dostaneme z matic A a A” spdsobom popisanym vo
vete [£.3.8] Teda

[B] = 4] +|4"| = |A|

O

Veta 6.3.10. Ak matica B vznikne z A vzdjomnou vymenou dvoch riadkov, tak |B| = —|A|.
(Vigmena 2 riadkov matice meni znamienko determinantu.)
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134 Vypocet determinantov

Doékaz. Oznacme dy, ..., d, riadky matice A. Uvazujme maticu, ktord ma rovnaké riadky
ako A, len namiesto i-teho aj namiesto j-teho riadku mé &; + &;. Pretoze tdto matica md

rovnaky i-ty a j-ty riadok, podla vety

Qy

1

—

K2

a; -0
@)

Q1 O
+ +

l

Q

n

(Kvoli strucnosti oznacenia sme vynechali sme vSetky riadky, ktoré st rovnaké ako v matici A,
okrem prvého a posledného. Toto oznacenie rozhodne nie je korektné, snad je vSak dostatocne

zrozumitelné.)
Tento determinant si¢asne vieme prepisat pomocou vety [6.3.8 a vety [6.3.7]

oy aq ay aq a1 aq a1 ay o
a; + d; Q; + d; a; +a aj; a aj; a; a; aj;
I e o e e el I B I e I e e e e e
Cki-l- j (67 Oéj (673 Q; O[j ij (673 ij
ap ap ap An| |Gn| |Gn| |Gn An| |dn
Porovnanim tychto 2 vztahov dostaneme
0=|A[+|B],
¢ize skutocne |B| = —|A|. O

Teraz uz vieme, ako ovplyvinuju hodnotu determinantu jednotlivé elementarne riadkové
operéacie. Podla vety plati |A| = |AT|. PretoZe riadkové operacie pouzité na transpono-
vand maticu AT zodpovedaju stipcovym operdciam na povodnej matici A, vietky dokdzané
tvrdenia platia aj pre stipcové operdcie. (Pri vypocte determinantov mézeme teda kombinovat
riadkové aj stipcové operécie.)

Doteraz dokazané vety nam vsSak len umoznuji porovnat determinant danej matice s de-
terminantom redukovanej trojuholnikovej matice, ktort dostaneme. Aby sme mohli tito me-
todu naozaj pouzit na vypocet determinantu, potrebujeme este vedief urcit determinant
matice, ktord je v redukovanom trojuholnikovom tvare. Na to nam poslizia nasledujice dva
vysledky.

Veta 6.3.11. Ak A je hornd trojuholnikovd matica (pod hlavnou diagondlou md nuly), tak
determinant matice A sa rovnd sicinu prvkov na diagondle.

|A| = a11a22 ...0nn
Dokaz. Staci ukazat, ze pre kazdu permutéciu ¢ € S,, okrem identickej permutécie je sicin
A15(1)024(2) - - - Onp(n) DUlOvy. Na to staci, aby bol nulovy niektory cinitel a;, ;). PretoZe
predpokladdme, Ze A je hornd trojuholnikovd matica, urcite plati a;,;) = 0 pre i > ¢(i).
Zostava nam teda ukazat, ze aspon jedno také i existuje.

Ak p € S, a ¢ #id, tak existuje i € {1,2,...,n} také, Ze i # ¢(i). Nech i je najvicsie
také ¢islo, ¢ize ¢ = max{k; p(k) # k}. Oznacme j = ¢(i). Nemdze platit ¢©(j) = 7, lebo potom
by sa na j zobrazili 2 rézne prvky, ¢o je v spore s predpokladom, ze ¢ je bijekcia. Teda plati
i>7=o(). O
Doésledok 6.3.12. Determinant diagondlnej matice sa rovnd sucinu diagondlnych prvkov.

dy
=didy...d,
dn
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Priklad 6.3.13. Vypocitajme determinant z prikladu tentokrat pouzitim riadkovych
a stlpcovych tprav.

22 01 (1) 22 01 2) 2201 (3) 2201 (4) 2201 (5) 2201 (6) 2201 (7)
10-11||00-10|'¥ _ (o010 _(0010| < _|0o010| _|0010|<|0100]| ‘&
23 11— (331 2| — 3302 — 3302 — 1101 — 0100 — |0010| —
20-12 10-11 1001 1001 1001 1001 1001

2001 (8) 1000 (9) 1000

0100 (0100|0100 =1

0010 — (0010| — |0010]| —

1001 1001 0001

Elementarne riadkové a stipcové operdcie, ktoré sme pouzili st
3. stlpec sme pripocitali k prvému a stvrtému stlpcu
2. riadok sme vynasobili —1

(1)
(2)
(3) odc¢itali sme druhy riadok od tretieho a pripocitali sme ho k Stvrtému

(4) odpocitali sme 1. riadok od tretieho

(5) odpoditali sme 4. riadok od tretieho

(6) vymena druhého a tretieho riadku

(7) odpoditali sme 2-nésobok 2. riadku od prvého

(8) odpocitali sme 4. riadok od prvého

(9) odcitali sme 1. riadok od stvrtého

Asi najviac si zjednodusime pracu, ak budeme kombinovat oba postupy — riadkové a
stipcové tpravy aj Laplaceov rozvoj. Napriklad namiesto kroku (2) alebo (3) v predchidza-
jucom postupe sme mohli pouzif Laplaceov rozvoj podla 2. riadku a dostali by sme sa tak
k determinantu 3 x 3.

7
8
9

Poznamka 6.3.14. Vsetky vysledky, ktoré sme odvodili pre zmeny determinantu pri ele-
mentarnych riadkovych tpraviach zodpovedaji geometrickej intuicii, ktorti sme spominali —
7e determinant mézeme chépat (az na znamienko) ako objem.

Konkrétne vynasobenie niektorého riadku konstantou znamend c-nasobné natiahnutie rov-
nobeznostena v smere niektorej z jeho hran, pricom sa aj objem zvacsi c-krat. Podobne
pripocitanie nasobku i-teho riadku k j-temu predstavuje vlastne skosenie rovnobeznostena
v smere i-tej hrany. Pri nom sa nemeni objem. (Podobne — snad este jednoduchsie — si mozete
rozmysliet, Ze to funguje pre dvojrozmerny rovnobeznik.)

Veta 6.3.15. Nech A je stvorcovd matica typu n X n. Matica A je requldrna prdve vtedy, ked
4] 0.

Dokaz. Pripomenme, Ze matica A je regularna prave vtedy, ked hodnost matice je n. Vieme,
ze hodnost matice sa rovnd poc¢tu nenulovych riadkov v redukovanej trojuholnikovej matici
M, ktora je riadkovo ekvivalentna s A.

Ak matica A nie je regularna, tak prislusna redukovana trojuholnikovd matica ma aspon
jeden nulovy riadok. Podla dosledku [6.3.6) mé teda nulovy determinant. Ako sme dokézali
v predchadzajicich vetach, ziadna z elementarnych riadkovych tiprav nemeni nulovost a ne-
nulovost determinantu. Preto aj determinant matice A je nulovy.

Ak A je regularna, tak prislusnd redukovana trojuholnikovd matica mé n nenulovych
riadkov. Pretoze ide o maticu typu n x n, priamo z definicie redukovanej trojuholnikove;j
matice vyplyva, Ze to je jednotkovd matica I, ktord ma nenulovy determinant |I,| = 1. O

Teraz, ked uz vieme, ze st pre nds podstatné len reguldrne matice, mohli by sme vetu
a dosledok [6.3.12] odvodit v opa¢nom poradi. Priamy dokaz doésledku by sa
podobal na dokaz vety [6.3.11} bol by vSak jednoduchsi v tom, Ze teraz uz mame nuly aj
nad diagondlou a nepotrebujeme hladat i také, 7e i > (7). (Staci ndm, ze i # ¢(i).) Ako-
néhle uZ mdme dokézany dosledok a chceme overif vetu [6.3.11] pre reguldrnu horni
trojuholnikovii maticu, stac¢i si uvedomit, ze takdto maticu vieme upravit na diagonalnu
uz len pouzivanim pripocitavania niektorého riadku k inému a pri tejto tiprave sa hodnota
determinantu nemenf (veta .
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6.4 Determinant sti¢inu matic

Teraz dokazeme este jeden dodlezity vysledok tykajici sa determinantov. Struéne povedané,
tento vysledok hovori, Ze determinant si¢inu matic sa rovna suc¢inu determinantov.

Veta 6.4.1. Nech A, B si dve matice typu n X n nad polom F. Potom plati

|AB| = |A] - |B].
Dokaz. Oznac¢me riadky matice A ako aq,...,d,. Teda
aiq ai2 .o Q1n (05}
a1 a9 ... Q2p [6%)
A= . . =1
an1  Aap2 cee Qpp (07%

Priamo z definicie si¢inu matic (rozmyslite si to!) sa da zistit, Ze riadky matice AB maji
tvar dpB, Cize
a,B
dsB
AB = )
anB
PretoZe a), = Z?:l ayi€;, modzeme tuto rovnost upravit na tvar
n -
Zi1:1 a1, €, B
AB = :
n N
Zinzl Angi,, einB

Pomocou viacnasobného pouzitia vety postupne dostaneme

&, B &. B

n ZZ’;:I a2, gmB n n gQB
|AB|: 14, . :...:Z...Zaulagh...amn .
i1=1 L =1 i,=1 E

Zinzl Ani,, einB einB

Teraz si uvedomme, Ze ak i; = i; pre nejaké j # k, tak prislusny determinant v predcha-
dzajtcej sume je nulovy (lebo mé 2 rovnaké riadky). Teda nenulové séitance budi iba tie,
kde n-tica (i1,14s2,...,4,) predstavuje permutdciu ¢isel 1,...,n. Dostdvame teda

6}(1)?
€p(2)
[ABI =) a1501)820(2) -+ Gnpm) |

PESH L
Co(n) B

Matica vystupujica v predchddzajicej rovnosti je vlastne matica B s poprehadzovanymi
riadkami. Pomocou vymen niektorych riadkov z nej vieme dostat maticu B. O chvilu si
ukdzeme, Ze sa to d4 urobit pomocou i(p) vymen. Na zdklade toho prejde predchddzajica
rovnost na tvar

|AB| = ) a151)20(2) - - Gng(n) (—1)"F[B| = | 4] - | BJ.
PESH
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Zostava ndm teda overit, Ze potrebny pocet vymen je skutofne i(p). Pri upravovani
,poprehadzovanej matice na maticu“ B mozeme postupovat tak, ze najprv premiestnime
prvy riadok na prvé miesto a to tak, ze ho vzdy vymiename s predchadzajicim, az kym
sa nedostane na spravnu poziciu. (Ak uZ je na prvom mieste, nerobime Ziadne vymeny.)
Takto sme urobili tolko vymen riadkov, kolko ma permutéacia ¢ inverzii obsahujtcich ¢islo 1.
Teraz moézeme podobnym spoésobom presunit druhy riadok na druhé miesto. Pocet vymen
je rovnaky ako pocet tych inverzii, ktoré obsahuji 2 ale nie 1 (pretoZe prvy riadok sme uz
presunuli). Takto postupujeme dalej. Vidime, Ze pri takomto algoritme dostaneme maticu B
pomocou presne i(y) vymen riadkov. O

Dékaz, ktory sme uviedli, je v principe rovnaky ako v [Ax, Theorem 10.31]. V [K| Veta
6.2.18] mozZete ndjst ddkaz, ktory vyuziva rozlozenie matice na sicin redukovanej trojuholni-
kovej matice a matic elementarnych riadkovych operacii. Este jeden, tiplne iny dokaz, mozete
nédjst v [KGGS| Veta 2.14.7].

Hovorili sme o tom, ze ako geometricky vyznam determinantu si mézeme predstavit objem
rovnobeznostena uréeného riadkami matice. V pripade, ze dani maticu chapeme ako maticu
linedrneho zobrazenia, je to presne objem rovnobeznostena na ktory sa zobrazi jednotkova
kocka (uréend vektormi Standardnej bézy). Determinant ndm teda hovorf, kolkokrat sa pri
zobrazeni danym linedrnym zobrazenim zvicsi objem jednotkovej kocky. Pretoze ide o li-
nearne zobrazenie, aj objem Iubovolného rovnobeznostena sa zvac¢si v rovnakom pomere. A
presne toto tvrdenie vlastne hovori veta, ktori sme prave dokdzali. (V pozndmke sme
hovorili o stivise medzi touto geometrickou predstavou a elementarnymi riadkovymi opera-
ciami. Spominany dokaz z [K] teda vlastne zodpoveda tejto geometrickej intuicii — lubovolné
linedrne zobrazenie sme najprv rozlozili na jednoduchsie zobrazenia, o ktorych vieme ukazat
kolkokrat zvac¢suja objem. Pomocou toho vieme urcit, kolkokrat sa zvacsi objem pri pouziti
povodného zobrazenia.)

6.5 Vyuzitie determinantov

6.5.1 Vypocet inverznej matice
{det:VTINVERZNA}
Veta 6.5.1. Ak A je reguldrna matica typu n X n, tak

All A21 Anl
1 A A o A
A—l - 12 22 n2
A DR
Aln A2n v Ann

kde A;; oznacuje algebraicky doplnok prvku a;;.

Poznamka 6.5.2. Maticu

A A ... Am
Arp Axy ... Ap
Aln A2n ce. Ann

nazyvame adjungovand matica k matici A a oznacuje adj A. Teda vyjadrenie inverznej matice
z predchédzajicej vety moézeme zapisat aj v tvare
A1 adj A.

A
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POZOR na vymenu poradia indexovania — algebraické doplnky v adjungovanej matici
nie st indexované tak, ako v povodnej matici ale podobnym spésobom ako v transponovanej
matici.

) = J. Oznaéme maticu A.ad‘j}lf) ako C. Pre jej prvky plati

Dékaz. Treba dokdzat, 7e A.*H{

1 n
Cij = W Z aikAjk.
k=1

Potrebujeme vlastne ukdzat, Ze c;; = 1 a ¢;; = 0 pre ¢ # j.
Pre i = j dostdvame

1 n
G = T > aiAip.
k=1

Suma v predchadzajicej rovnosti je presne rozvoj matice A podla i-teho riadku, ¢ize sme
dostali ¢;; = % =1.

Pre i # j si vSimneme, Ze suma vo vyraze

1 n
Cij = W Z aikAjk.
k=1

predstavuje Laplaceov rozvoj matice, ktord vznikne z A nahradenim j-teho riadku i-tym,
podla (nového) j-teho riadku. Pretoze tdto matica ma dva riadky rovnaké, jej determinant
je nulovy, z ¢oho ¢;; = 0. O

V predchadzajicom dokaze sme overili pre maticu B = ade(’ﬁ) rovnost AB = I.V definicii
inverznej matice vSak vystupuje aj rovnost BA = I. Nie je to chyba? Zabudli sme ju overit?

Nie, nie je to chyba. V predpokladoch vety totiz médme, %e A je reguldrna, teda A~!
existuje. Vdaka tomu z rovnosti AB = I po vynasobeni A~! dostaneme B = A~!. (A navyse
z poznamky vieme, Ze ndm staci overit iba jednu z tychto dvoch rovnosti.)

Priklad 6.5.3. Nech A = <é _11 i) Priamym vypoétom dostaneme |[A] = 1 a adjA =
3 1 -2 B
(—2 0 1 )
—4-1 3
7 toho dostavame, ze
1 3 1 -2
A= —adjA=|-2 0 1
|4 4 -1 3

Vynésobenim matic sa moézeme presved¢it, ze skutocne plati A.A71 = A~ A =1.

Poznamka 6.5.4. Prave odvodeny vzorec pre inverznd maticu bude velmi jednoduchy v pri-
pade, Ze pracujeme s maticou velkosti 2 x 2. Vtedy totiz vSetky podmatice vystupujice v al-
gebraickych doplnkoch st typu 1 x 1, ¢ize jedind hodnota v takejto matici je priamo rovna
determinantu.

Konkrétne pre maticu

a a
A= 11 12
a1 a2
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dostaneme A1 = ago, A1o = —ao1, As1 = —ai12 a Ass = a11. Ak to dosadime do vzorca pre
inverzni maticu, mame

A1 — 1 azg  —aiz\ _ 1 (ax —an
a110a22 — G12021 \—4d21 @11 |A| \—a21 a1 )~
Lahko moézete priamy vypocétom skontrolovat, ze sucin tychto dvoch matic skutocne déva
jednotkovi maticu. A je to vzorec, ktory sa vcelku Tahko zapaméité. (Vlastne sme len prvky

na diagonale vymenili a pri prvkoch mimo diagonaly zmenili znamienko. Takto upravend
maticu sme vydelili determinantom.)

6.5.2 Cramerovo pravidlo

Na zaciatku kapitoly sme si ukazali, ako sa d& pomocou determinantu vyjadrif rieSenie si-
stavy 2 linedrne nezavislych rovnic o 2 neznamych. Teraz odvodime analogicky vysledok pre
ststavy n rovnic s n neznamymi.

Majme stustavu

aill ai12 e A1n | C1
asy ago e aon, | C2
Gpl Gn2 e Qun | Cp
Oznaéme maticu ststavy ako A a C := (cy, ca, . . ., ¢,)T maticu, v ktorej sii do stlpca zapisané

pravé strany. Hladdme vlastne takd maticu X, pre ktora plati
AX =C.

Ak je matica A reguldrna, vynasobenim A~! zlava dostaneme

o A11 A21 . Anl C1

X = l‘.z =A"1C = 1 [ A A o Ap 0.2
: Al - o

T Aln A2n . Ann Cn

7 predchadzajtcej rovnosti dostaneme

1 n
xXr; = K ZAWCJ
4] &

Nech A; oznacuje maticu, ktori dostaneme ak v matici A nahradime i-ty stipec stipcom
(c1,¢,...,cn)T (Cize pravymi stranami). Potom si mozeme vsimnit, Ze vyraz vystupujici
v predchadzajicej rovnosti je presne Laplaceov rozvoj matice A; podla i-teho stipea. (Iné
stfpce sme nemenili, preto algebraické doplnky vystupujtice v Laplaceovom rozvoji si rovnaké
ako pre maticu A.) Plati teda

n
[Ail =) Ajicy,
j=1
7 ¢oho dostaneme
. 1Al
AN

Tym sme odvodili vzorec pre rieSenia stustavy linedrnych rovnic, ktora mé regularnu ma-
ticu. Tento vzorec sa nazyva Cramerovo pravidlo.
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1-11]1
Priklad 6.5.5. Majme sustavu (2 11| 2). V priklade [6.5.3] sme vypocitali determinant
2-12]3
|A| = 1.
Ostatné determinanty, ktoré potrebujeme na pouzitie Cramerovho pravidla st
1 —1 1 1-11
[ e
E 13 0-10
(Uprava, ktort sme pouzili, bolo odéitanie prvych dvoch riadkov od tretieho.)
111 101
‘221‘: 201‘—2—1:
232 212
1-11 1-10
‘2 1 2‘:‘2 1 0‘:14—2—3
2-13 2-11
Z toho dostaneme riesenie sustavy (—1,1,3)

Priklad 6.5.6. V priklade [4.4.21|sme dokazali, ze F = {a+b¥/2+cv/22;a,b,c € Q} je pole.
Podme sa pozriet na to, ¢i by sme vedeli najst vzorec, ktory urcuje inverzny prvok k danému
prvku z F. Chceme teda pre dané a,b,c € Q najst také raciondlne ¢isla z, y, z, aby platilo

(a+bV2+cV22)(x+yv/2+2V22) =1

Najprv, ako pripravu na samotny vypocet, si véimnime, ze a + b¥/2 + ¢v/22 = 0 plati
prave vtedy, ked a = b = ¢ = 0. M6zeme to ukézat sporom.

Predpokladajme, ze by platilo a + by/2 + cV/22 = 0 a asponi jedno z cisel a, b, ¢ by bolo
nenulové. Ak ¢ = 0 tak vieme z tejto rovnosti ukdzat, Ze bud a = b = 0 (¢ize vSetky tri éisla
by boli nulové), alebo /2 = —a/b. Cize by sme dostali, Ze /2 je racionilne ¢islo, ¢o je spor.

Ak ¢ # 0, tak vieme dostat rovnost tvaru

V22 =e+ fV2,
kde e aj f st racionalne &isla. Vynasobenim tejto rovnice éislom /2 dostaneme

S=eV2+ fV2=eV2+ flet+ fV2) = (e+ fA)V2+ef
8—ef=(e+f)V2

Ak je lava strana nenulovi, tak opitf vieme ukazat, ze /2 je raciondlne ¢islo a dostaneme
spor. Ak je nulové, tak mdme 8 = ef a e + f2 = 0. Z toho dostaneme f3 = —8, jediné
racionélne rieSenie je f = —2. Sti¢asne mame e = —f2 = —4. Teda v rovnosti v/22 = e—|—f\f
mame na lavej strane kladné ¢islo a na pravej strane zaporné ¢islo, ¢ize sme opét dostali spor.

7 toho, ¢o sme si prave ukazali, vyplyva aj implikdcia a+b¥/2+¢V/22 = o/ +0' 2+ V22
=a=d,b=V,c=.

Teraz uz mame pripravené vsetko na to, aby sme sa pustili do hladanie inverzného prvku.

Chceli by sme, aby platilo (a + b¥/2 + ¢V/22)(x + y/2 + 2V/22) = 1. Lavi stranu tejto
rovnosti mézeme upravit ako

(a+bV2+cV22) (x4+yV/2+2V22) = (azx+2cy+2bz) + (br+ay +2¢2) V24 (cx+ by +az) V/22.
Dostévame teda, ze musia platit tieto rovnosti:

ar + 2cy + 2bz =0
br +ay+2cz=0
cx+by+az=0
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Toto je vlastne ststava linedrnych rovnic s neznamymi x, y, z, v pripade, Zze determinant
matice sistavy je nenulovy, tak bude mat jediné rieSenie, ktoré budeme vediet vyjadrit na
zéklade Cramerovho pravidla. Vyratajme teda najprv determinant matice sustavy:

a 2c 2b
b a 2¢ =a’+ 26+ 4 — 6abe.
c b a

Ak chceme pouzit Cramerovo pravidlo mali by sme sa najprv presved¢it o tom, Ze tento
determinant je nenulovy. RieSime teda vlastne otazku, ¢i pre a, b, c € Q mdze nastat rovnost
a® + 2b3 + 4¢3 — 6abe = 0. Cheeme ukézat, e to moze nastat iba pre a =b=c¢ = 0.

Zdbévodnenie tohoto faktu nie je tplne jednoduché. Moézeme to urobit napriklad takto:
Oznaéme u = a, v = b¥/2, w = ¢v/22. Po tejto substitiicii prejde nasa rovnost do tvaru

w4+ 03+ w? — 3uvw = 0.

Dalej pouzijeme rozklad
1
v —3uvw = (utvtw) (v o+ —uwv—uw—vw) = 5(u+v—|—w)((u—v)2+(v—w)2+(w—u)2).

(Této rovnost sa lahko overi priamym vypoc¢tom, objavit ju ale nie je uplne jednoduché.)

Ak sme overili predosla rovnost, tak uz vieme, Ze nas vyraz sa bude rovnat nule iba ak
u+v+w = 0 alebo (u—v)?2+ (v —w)?+ (w—u)?> = 0. V prvom pripade dostdvame
u+v+w = a+b\?/§+0\3/2>2 = 0. Uz sme overili, Ze to nastane iba ak a = b = ¢ = 0.
V druhom pripade by sa mal rovnat nule sticet troch nezapornych realnych ¢isel, ¢o znamena,
Zeu—v=v—w=w—u=0,ateda u =v = w. Potom dostdvame a = \3/§b=c€/2>2aak
st a, b, ¢ nenulové tak dostaneme, ze /2 je raciondlne, ¢o je spor.

Podarilo sa ndm teda ukazaf, Zze uvedeny determinant je pre raciondlne ¢isla a, b, ¢
nenulovy. Ak teraz pouzijeme Cramerovo pravidlo, dostaneme

1 2¢ 2b
v 8‘;2(10 _ a? — 2be
" la2e2b| ~ .3 3 3
G ac 2 a3 + 2b3 + 4¢3 — 6abe
cb a
z12b
0 2c 2
y— leval _ 2¢* —ab
" la2ec2b|  ,3 3 3 _
a2 a3 + 2b3 + 4¢ 6abc
cb a
a2c1
b a0 2
L lebol _ b* — ac
" la2c2b| .3 3 3 _
bZ2C a3 + 2b3 + 4¢ 6abc
(& a

Priamym vypoc¢tom sa da skontrolovat, ze x+y+v/2+2v/22 je skutoéne inverzny prvok k prvku

a+ b2+ ev/22.
Priklad 6.5.7. Este sa pozrime na to, Ze rovnost

ud + 03+ wd = Buvw = (u+ v+ w)(u? +v* + w? — uww — uw — vw),
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ktord sme pouzili v predoslom priklade, sa d4 odvodit pomocou determinantov. Plati:

u v ow U v w

3 3 3 _ _ _

uw>+vi+w —3uvw =|jw u v|= w U v =
vow U +v+w ut+v+w u+v+w

u
w
v| = (u+v+w)(u?+v? +w? —uw —uw —vw)
1

u
=(u+v+w)w
1

= e <

Viaceré dalsie aplikdcie tejto faktorizacie si spomenuté napriklad v élanku [Mal].

CvicCenia
-2 3 —3-1||-23 —2-1]|—-2 3 —-1-1
: Eitai : .1 —23 2 1 -2 1 2 17212
Uloha 6.5.1. Vypocitajte determinanty: | 5 7 7 1 Lro 1| 3 4
1 —1-1-2/l0 1 1 0 17171

0

Ak existuje inverznd matica, aky bude jej determinant. Vysledky (bez zéruky): 0,—8, 8.
. 340
Uloha 6.5.2. Vyrieste v Zs pomocou Cramerovho pravidla: ( 112]

341 |

1 1141 1211
1 012]2 0111
0 103]3 2132

Uloha 6.5.3. Pomocou Cramerovho pravidla rieste:
I +5(£2 +4$3 +3£L’4 = ]. X +2£U2 +{E3 = 1
201 —x9 H2x3 —x4 =0 201 +x9 —x3 =0
(Navod: Skuste zvolit x3, x4 za parametre.)

Uloha 6.5.4. Urcte determinanty dangch matic. Viete na zéklade vysledku uréit ich hodnost
pre niektoré hodnoty ceR?

1 2c—1 1c—1 2c¢c+1 0
c—21 0 c210 2c 12c
c 1 0

Uloha 6.5.5. Nijdite inverzni maticu k maticiam z tlohy pomocou determinantu.
Uloha 6.5.6. Vypoditajte inverzni maticu:

1110 111
(1101> (12 5 —1)

1011 149 1

0111 1827 —1

Uloha 6.5.7. Ukéite, Ze v fubovolnom poli plati  +y + 2 = 0 = 2 4+ y3 + 2% — 3zyz = 0.
Skuste sa zamysliet nad tym, ¢i to viete odvodit pouzitim vhodného determinantu.

1 a1 af ... a?
1 as ag ..oay
Uloha 6.5.8%. |: : o | =2
1 an ai ..oap
1 ant1 ai_H az_H
[Vysledok by mal byt 11 (a; — a;), t.j. sGéin vyrazov tvaru a; — a; pre vsetky i < j.]
1<i<j<n+1
21 0 0 ..0
12 1 0..0
. 01 2 1.0
Uloha 6.5.9*. D,,=|.. . . . =7
0 .. 0 1 21
0 0 0 12
a+b ab 0 0 0
1 a+b ab 0 ... 0
. 0 1 a+b ab ... 0
Uloha 6.5.10*. D, =| . . . . . =7
) ' 1. a—'&-b ab
0 0 0 1 atb
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detcvic:DET3}

. noll .1
Uloha 6.5.11*. D,, = |1 » 1 .. 1] =7
R B )

Uloha 6.5.12*. Vypoditajte determinant matice typu n x n

r a a ... a
a x a ... a
D, = —?
a ... a T a
a ... a a =
(Teda ide o maticu, kde diagondlne prvky si rovné x a vSetky prvky mimo diagondly sa
rovné a.)
11 1 {detcvic:DET4}
IR
Uloha 6.5.13*. D, =| | =7
ii. 1n

Uloha 6.5.14*. N4jdite determinant matice A,, typu nxn, ktorej prvky st uréené predpisom
a;j = min{i, j}, t.j. napriklad

111 1
11 1

11 12 2 2

A2:(12> Ai”:};; Adi=17 9 3 3

1 2 3 4

Uloha 6.5.15. Nech A je matica typu 7 x 7, ktorej prvky st nepéarne celé &isla. Ukdzte, ze
|A] je celé ¢islo a dalej, ze |A] je celoCiselny ndsobok ¢isla 64.

Uloha 6.5.16. Ak A, B st Stvorcové matice a matica AB je reguldrna, tak obe matice A, B

s reguldrne. (Mozete sa zamysliet nad tym, ¢i to viete zdovodnit s pomocou determinantov

a aj nad riesenim bez nich. Takisto sa mozete skusit zamysliet nad tym, ¢o sa stane ak matice

nie st Stvorcové.)

. {detcvic:ULOHBLOK}
Uloha 6.5.17*. Ukéazte, ze pre determinant blokovej matice plati

det (‘3 [B)> — det (é g) _ det(A) - det(D)

za predpokladu, Ze A a D st Stvorcové matice. (Hint: Mozno sa oplati zacat tym, Ze si ro-

. : . C > ] ) A B
zmyslite, ako to je s determinantami nejakych jednoduchsich matic — napriklad det < >

0 I
A 0N, |
alebo det <0 D> 2

Uloha 6.5.18. Ak viete, ze 195, 403 a 247 st ndsobky &sla 13, viete ukézat (bez toho, aby

. ooy v .| 1958 . v, ;2
ste ho museli vyratat), Ze aj ‘ 403 ’ je celociselny nésobok 137

C . .
D B‘ nemusi rovnat |A||B| — |C||D]|

ani |AB — CD)|. Nejaké podmienky, kedy takéto nieco funguje, sa daji najst v ¢lanku [Si].

1 Azda sa oplati poznamenat, #e vo vSeobecnosti sa determinant
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Kapitola 7

Euklidovské vektorové priestory

Této kapitola je spracovand prevazne na zdklade [KGGS| 1.16,1.17].

7.1 Skalarny sicin

Skaldrny sucin vektorov patriacich do R? alebo R? poznate zo strednej skoly. Tam ste skalarny
sucin vektorov & = (a1,as) a 8 = (b1, ba) definovali ako

-,

<5£, ﬁ> = a1b1 + agbs.

(Pouzivali ste iné oznadenie pre skaldrny sucin, ako budeme pouzivat my.) Takisto ste sa na
strednej skole naucili, ako suvisi skalarny sucin s velkostou vektora a uhlom, ktory zvieraju
2 vektory:

X

,B) = 1d]|6] cos g,
6] = \/ai + a3 = V/(@, ).

My by sme teraz chceli zaviest definiciu skaldrneho sic¢inu o nieco vSeobecnejsie — chceli
by sme popisat, aké vlastnosti by mal mat skaldrny stcin, aby sme pomocou neho mohli
zmysluplne hovorif o velkosti alebo uhle vektorov z daného vektorového priestoru. Budeme
opéat postupovat axiomaticky — zavedieme si niekolko zakladnych vlastnosti skalarneho sii¢inu,
z ktorych sa budu dat odvodit ostatné.

Definicia 7.1.1. Nech (V,+, ) je vektorovy priestor nad polom R. Potom zobrazenie g: V x
V' — R sa nazyva skaldrny sucin na V', ak pre lubovolné &, 3 € V a ¢ € R plati

= -,

(ii) g(cd,B) = cg(@, B),
(iv) ak & # 0, tak g(a,a) > 0.

Vektorovy priestor V spolu so skaldrnym sté¢inom g nazyvame euklidovskym vektorovym
priestorom.
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Predchadzajicu definiciu mézeme strucéne preformulovat tak, Ze zobrazenie g je symet-
rické , kladne definitné , a bilinearne a . S pojmom kladnej definitnosti sa este
stretneme, budeme sa nim zaoberat podrobnejsie v casti Tento pojem mozno stretnete aj
na matematickej analyze v sivislosti s hladanim extrémov viac premennych. Pod bilinearitou
rozumieme to, Ze zobrazenie je linedrne v oboch premennych — ak zvolim pevne vektor aa
menim B , mozeme ho chapat ako zobrazenie, ktoré vektoru B priradi redlne ¢islo. Z . a .
vidime, Ze toto zobrazenie je linedrne. Rovnako je to aj v pripade, zZe fixujeme B

Vsimnite si, ze skalarny sicin sme definovali iba pre vektorové priestory nad polom R.

Namiesto g(a, E) budeme pouzivat oznalenie (&, 3> Pri tomto oznaceni uvedené vlast-
nosti mdézeme prepisat nasledovne:

—.

(i) (@,B8) = (3,d),
(”)< + )Y >=<O_Z,’7>+</B,’7>,

—. -

(iti) {cd, ) = c(d, B),
(i) ak @ # 0, tak (&, d) > 0.

Podmienku mozno ekvivalentne vyjadrit aj tak, Ze pre kazdy vektor & plati (&, &) > 0
a rovnost nastdva jedine pre @ = 0. (Skuste si rozmysliet, ako z prvych troch podmienok
v definicii vyplyva, ze (0, &) = 0 pre Iubovolné @.)

Ak V je euklidovsky vektorovy priestor, tak aj kazdy jeho podpriestor je euklidovsky
priestor (s rovnako definovanym skaldrnym siéinom).

Poznamka 7.1.2. Niekedy sa skalarny sacin definuje aj pre vektorové priestory nad polom
C. V tomto pripade sa podmienka (fil) zmeni na

(@, B) = (B, a).
Vsimnime si, Ze tdto podmienka implikuje, ze (@, &) =

ma zmysel aj podmienka .
My sa vSak budeme zaoberat iba redlnymi euklidovskymi priestormi.

(@, @y, a teda (@, d) € R. Vdaka tomu

Priklad 7.1.3. Zoberme si vektorovy priestor R" s obvyklym scitovanim a skalarnym na-
sobkom (po zlozkach). Potom pre vektory & = (ay,...,a,) a 5 = (b1,...,b,) definujeme

(@,p) = Zakbk

V pripade R? alebo R? dostdvame skalarny stéin ako ho poznéte zo strednej skoly.
Vlastnosti z definicie skaldrneho sicinu sa overia pomerne jednoducho. Vlastnost je
zrejma. Vlastnosti a sa overia jednoduchou upravou:

n

n n n
> (ak +bp)er =Y (arcr +becr) = Y agcr + Y by,
k=1 k=1 k=1 k=1
n
Z cag = CZ ag.
k=1

k=1

Aby sme overili vlastnost , stac¢i si vS§imnut, ze

{sC1}
{sc2}
{sc3}

{sc4}

{skal:PRIKLRN}
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Pretoze ai > 0, aj skaldrny suc¢in (@, @) > 0 a rovny 0 bude iba v pripade, Ze vsetky scitance
st nulové, t.j. ar = 0 pre kazdé k a @ = 0.

Priklad 7.1.4. Definujme na R? skaldrny stéin nasledovne:

-

(@, B) = ai1br + a1bs + asbi + 2asbs,

pre @ = (a1, a2) a § = (by,by). Vlastnosti f sa overia Tahko. Vlastnost vyplyva
z toho, Ze

(@,d) = a2 + 2a1a0 + 203 = (a1 + a2)? + a3,
éize <fi7 a) = 0 plati préave vtedy, ked a; = 0 a sicasne a; + a2 = 0, teda a; = ag = 0, ¢izZe
a=0.
Priklad 7.1.5. Postup z predchadzajiceho prikladu sa dé zovSeobecnit. VSimnime si, Ze je
to Specidlny pripad nasledujiceho zapisu:

by
- b2
9(@,6) = (a1...a,)C | . | =aCp",
bn
kde C je redlna matica typu nxn. Takyto predpis priradi dvom vektorom & = (ay, ..., ay), E =
(b1,...,b,) € R™ nejaké redlne ¢islo. Nie vzdy to vSak bude skaldrny stcin.

Vsimnime si, ze tento predpis mdézeme zapisat aj takto:

g(&, g) = Z Zaicijbj.

i=1 j=1

V pripade, Ze ide o symetrickd maticu, ¢ize c¢;; = c;;, lahko zistime, Ze je splnend podmienka
. Podmienky a (fiil) su splnené pre Iubovolnt maticu.
S podmienkou ((iv]) je to o nie¢o komplikovanejsie. Budeme sa nou zaoberat neskor.

Priklad 7.1.6. Ako C(a,b) oznac¢ime mnozinu vsetkych spojitych funkcii f: (a,b) — R.
Tieto funkeie tvoria vektorovy podpriestor priestoru vSetkych funkceif z (a,b) do R a predpis

b
(f.g) = / f(2)g(z)dx

definuje skaldrny sii¢in na tomto priestore. (Takto by sme vedeli definovat skaldrny stacin aj
na podstatne vicSom priestore funkcii — stacilo by zvolitf nejaké podmienky, ktoré zarucia, ze
sucin f(x)g(x) bude mat koneény integral. Ked vSak pouzijeme aj nespojité funkcie, budeme
mat problémy pri overovani podmienky . Pravdepodobne v niektorom z vyssich ro¢nikov
sa na analyze stretnete s Fourierovymi radmi, kde sa objavi tento isty skalarny sucin a
dozviete sa tam aj ako sa to d& definovat tak, aby to fungovalo aj pre iné funkcie, nielen
spojité.)

Ak mame euklidovsky vektorovy priestor, tak mézeme prirodzenym spdsobom zadefinovat
velkost vektora a uhol dvoch vektorov. Uvidime, Ze takto zavedend velkost vektora spliia
viaceré vlastnosti, ktoré platia pre velkost vektora v R? a R3.

Definicia 7.1.7. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Potom pre @ € V definujeme
velkost vektora & ako
|a] = +/(a,d).
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Vsimnite si, ze podmienka z definicie skaldrneho sic¢inu zarudi, ze velkost je definovans
pre lubovolny vektor (nikdy v predpise pre |&| nedostaneme odmocninu zo zaporného disla.)
Niekedy sa pouziva aj oznacenie ||@| (napriklad v [KGGS]).

Tvrdenie 7.1.8. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Pre lubovolné &, E €eVacelR
plati:

(&, BY| < |a@||B] (Schwarzova nerovnost)
(v) |@+ 8| < |@| + |B| (trojuholnikovd nerovnost)

Vv nastdva rovnost prave vtedy, ked vektor & je ndsobkom vektora ﬁ
v nastane rovnost, ak a je nezdpornym ndsobkom (3.

Nerovnost z moézete stretnit aj pod ndzvom Cauchy-Schwarzova alebo Cauchy-
Buniakovského nerovnost.

Dokaz. Vlastnosti , , (iii) sa overia Tahko priamo z definicie.
1' Dokazeme pouzitim vlastnosti H pre vektor @ + ¢f, kde ¢ je Tubovolné realne ¢islo.
Na zaklade vlastnosti skalarneho stic¢inu moézeme urobif tieto tpravy:

@+ = (@+cf,d+cB) = (@,a) +2¢(@, B) + (3, B) = |af* +2¢(a@. ) + |5 = 0.
Pretoze uvedend nerovnost ma platit pre kazdé realne ¢islo ¢ a mézeme ju chapat ako kvadra-

tickd nerovnicu s nezndmou ¢, diskriminant tejto nerovnice nesmie byt kladny (aby prislusna
kvadratickd rovnica nemala nenulové redlne korene)

D = 4(a, B)* - 4|a)’|5” < 0.

7 tejto nerovnosti dostaneme

Tym je dokdzana platnost nerovnosti pre lubovolné vektory &, 5 Este sa pozrime
na otézku, kedy nastéva rovnost. Z rovnosti |(a@, 5| = |a\| 3| vyplyva D = 0. Potom existuje
také ¢ € R, ze plati |&@ + cﬁ| = 0. To znamen4, ze & + cﬂ =0, ¢ize a = fcﬂ Zistili sme teda,
ze ak nastane rovnost, tak & musi nutne byt ndsobkom ﬁ. Lahko sa overi, ze ak vektor & je
nasobkom vektora ﬁ , tak rovnost skutoc¢ne nastane.

Poktisme sa upravit vyraz |&@ + 3|2. Plati

—

— - - - =

@+ B> = (a@+B,d+p) = (aad) +2(ap5 + <w>=

|af* + 2(a, >+|B|2 |04|2+2|0¢Hﬂ|+|6|2 (1a] + |81)*

(v nerovnosti (1) sme pouzili Schwarzovu nerovnost ) 7 poslednej nerovnosti uz vyplyva

(v)-

Aby platila rovnost, musi platit rovnost v Schwarzovej nerovnosti pouzitej v (1). Teda
& = kf pre nejaké k € R. Lahko sa overi, Ze k rovnosti dojde iba v pripade, ze k > 0. (Staci
si uvedomit, ze |&@ + k@| = |1+ k| - |&] a |&] + |k&] = (1 + |k|) - |&].) O
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Schwarzova nerovnost pre priestor R™ s obvyklym skaldrnym stc¢inom sa ¢asto pouziva
pri dékaze réznych nerovnosti.

Definicia 7.1.9. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor.
Uhol dvoch nenulovych vektorov definujeme ako taky uhol, pre ktory plati

< 3

cosp = —.

|al|s

V pripade, zZe niektory z vektorov je nulovy, polozime ¢ = 0.

\/l

Q1

Vsimnite si, ze vdaka Schwarzovej nerovnosti je vyraz vystupujuci v definicii uhla dvoch
vektorov z intervalu (—1,1), teda takyto uhol skutoéne existuje.

Definicia 7.1.10. Vektory &, 5 € V nazveme kolmé (ortogondlne), ak (&, E) =0.
O k-tici vektorov @y, ..., d hovorime, Ze tieto vektory su ortogondlne, ak Iubovolné 2
z nich st ortogondlne, t.j. (&;,d;) = 0 pre kazdé i # j.

Tvrdenie 7.1.11. Nech V je euklidovsky vektorovyj priestor. Ak nenulové vektory aiq, ..., dy
st ortogondlne, tak si linedrne nezdvislé.

Dékaz. Nech cq1,...,¢c, € R si také, ze c1dy + -+ + cpdp = 0. Zoberme lubovolné i €
{1,2,...,k}. Potom dostaneme

0= (O_Zl, 0> = <O_2i, 101+ -+ CkO_Zk> = Cl|0_zl|2
Tato rovnost méze platit jedine ak & = 0 alebo ¢; = 0. Pretoze @; # 0, plati ¢; = 0.
Pouzitim rovnakej tvahy pre vsetky ¢ = 1,2, ...,k dostaneme ¢; = c; = ... = ¢ = 0. Teda
dané vektory si linedrne nezavislé. O

Definicia 7.1.12. Nech V je euklidovsky priestor a M C V. Potom
Mt ={aeV; (&,g) = 0 pre vietky 3 € M}
sa nazyva ortogondlny doplnok mnoziny M.

Tvrdenie 7.1.13. Nech V je euklidovskyj priestor a M C V. Potom M~ je vektorovj pod-
priestor priestoru V.

Dékaz. Zrejme 0 e ML, preto M+ je neprazdna mnozina.
Treba este overif, Ze pre vietky @y, ds € M+t a c,d € R aj cd; + das € M*. Ak pre

=

vsetky EE M plati <d’1,§> =0a (ds,0) =0, tak aj

<CO_21 + d&27g> = C<O_211 g> + d<0_22a g> = 07
teda cdl; + ddy € ML O
Tvrdenie 7.1.14. Ak 'V je euklidovsky priestor a M C N CV, tak

Nt c M*.
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- -

= 0 pre vsetky vektory B e N. Toale znamend, ze (@, 5) =

Dokaz. Ak a € N+, tak (@, ) 0
€ M (pretoze M C N), a teda N+ C M+, O

B
plati aj pre vsetky vektory 5

Lema 7.1.15. Nech V je euklidovsky priestor a &,...,d, € V. Nech S = [d4,...,d] je

podpriestor vygenerovany tymito vektormi. Potom S+ = {dy,...,dx}+.
Dékaz. 7 toho, ze {dy,...,dr} C S vyplyva inklizia S+ C {dy,...,ay}+.

Naopak, nech 8 € {ay,...,d,}*. To znamend, Ze (3,d;) = 0 pre i = 1,2,..., k. Potom
(B, d) = 0 aj pre lubovolny vektor & € [@, . .., dy], pretoZe kazdy vektor z tohoto podpriesto-

rumé tvar o = c; @y + - - - + ¢y a

(B,cr@ + -+ ex@i) = 1 (B, 1) + ... + (B, dx) = 0.

Tvrdenie 7.1.16. Ak V je euklidovsky priestor a S,T si podpriestory V, tak
(S+T)t =stnTt.

Dékaz. Pretoze SC S+ T aj T C S+ T méme (S +T)+ C S+ a siasne (S +T)+ C T4,
z ¢oho vyplyva
(S+T)tcstnrt.

Naopak, ak @ € S+ NT+, tak vektor @ je kolmy na Iubovolny vektor z S aj na lubovolny
vektor z T'. Kazdy vektor z S + T sa d& zapisat v tvare 6 + 79, kde B € SayeT, takze
potom plati

(@, +79)=(a,p)+(a,7) =0,
teda o je kolmy na kazdy vektor z S + T, ¢ize patri do (S + T)*. Ukézali sme, 7e plati aj
opacnd inklizia
StnTtC(S+T)*

7.2 Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Definicia 7.2.1. Vektory &, ..., &, sa nazyvaji ortonormdlne, ak pre vSetky ¢ plati |@;| = 1
a pre i # j plati
(a,a;) = 0.

Struéne povedané, su to ortogondlne normované vektory (pod slovom ,normované® roz-
umieme, Ze ich velkost je 1).

7 tvrdenia vyplyva, Ze ortonormaéalne vektory su linedrne nezavislé. Ak ich teda
bude dost vela (v pripade koneénorozmerného priestoru tolko, kolko je dimenzia priestoru),
mozu tvorit bazu.

Definicia 7.2.2. Ak vektory a1, ..., d, si ortonormaélne a tvoria bazu vektorového priestoru
V, tak tito bazu nazyvame ortonormdlna bdza.
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Priklad 7.2.3. Najjednoduchsi priklad je standardnd baza €7, ..., €, v priestore R™ so stan-
dardnym skalarnym stc¢inom
(@ pB) = Z arby.

V takomto euklidovskom priestore maju vsetky vektory e, ..., €, velkost 1 a kazdy z nich
je kolmy na vsetky ostatné.

Vyhoda ortonorméalnej bazy spociva v tom, ze ak mame 2 vektory vyjadrené pomocou
ortonormélnej bazy velmi Tahko vypocitame ich skalarny sic¢in — v podstate rovnako ako
v predchadzajicom priklade.

Majme & = 1@y + -+ + ¢cpdyp a /? = dyad1 + -+ - + dpd,, kde vektory as,...,a, tvoria
ortonorméalnu bazu. Potom

<O_Z7 >:<Clo_zl+"'+Cn&n;d1&1+"'+dnan ZE E Cz aZ?a]
=1 j=1

Jediné nenulové ¢leny v predchddzajicej sume st tie, kde i = j. NavySe vieme, Ze (d@;, &@;) = 1.
Dostaneme teda
(@,B) = E cid;.

{skal:POZNBAZAIZOM} ,
Poznamka 7.2.4.

Nasim najblizsim cielom je ukézat ako z lubovolnej bazy v euklidovskom vektorovom
priestore vieme dostat ortonorméalnu bazu. Dokaz nasledujtcej vety poskytuje jej konstrukciu,

ktord sa zvykne nazyvat Gram-Schmidtov ortogonaliza¢ny proces.
{skal:VTGRAM}
Veta 7.2.5. Nech V' je euklidovsky vektorovy priestor a di,...,d, je bdza priestoru V.

Potom existuje ortonormdlna bdza ,81, e ,ﬁn priestoru V.

Doékaz. Nech dy, ..., d, je baza priestoru V. Najprv sa pokusime najst taki bazu 41, ...,7,
priestoru V, ktorej vektory si ortogonalne.

T=
Yo =d2 + c21V1
V3 =q3 + c3171 + c3272

’?n :6271 + Cnl’?l + Cn2’72 +...+ Cn,nfl:);nfl

Budeme postupovat indukciou. Prvy krok indukcie je jasny - staci polozit 7, = aj.
Predpokladajme teraz, ze uz sme nasli k& ortogonalnych vektorov 71, ..., 7k, ktoré maji
uvedeny tvar. Navyse plati

(@1, 0] = [T, - )

Checeli by sme najst vektor Y511 kolmy na vsetky predchadzajice, ktory by mal navyse tvar
Tkl = Qg1 + Chp1,171 + Chg1,2792 + o+ Chp1 6Tk
a stucasne taky, aby platilo

(@1, Org1] = Ty oo Vit]-
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Ak ma4 byt tento vektor kolmy na predchadzajice, musia platit rovnosti

0= (Yet+1,71) =(Apt1,71) + Chy1,1(V1,71)
0= (Yet+1,72) =(Ak+1,7Y2) + Chy1,2(V2, 72)
0= (Vkt1,73) =(Ak+1,73) + ckr1,3(73,73) (7.2)

0= Vit1,Vk) =(Cr+1,Tk) + Chtr1,k{Vrs Vi)

(V kazdej rovnici sme vynechali vSetky ¢leny obsahujtce (%;,7;) pre i # j, 4,5 € {1,2,...,k},
pretoZze podla indukéného predpokladu st tieto hodnoty nulové.) Z predchddzajicich rovnic
mozeme vyjadrit vSetky koeficienty cp41q s

P (Qt1,%i)
’ (V> Vi)
pre kazdé i =1,2,... k.

Z rovnic vidno, Ze pre takéto hodnoty cg1,; bude vektor 11 skuto¢ne kolmy na
vSetky predchadzajice vektory.

Dalej vieme, 7e dpy1 ¢ [@1,...,8%) = [Y1,---,7] (lebo vektory dy,...,d, st linedrne
nezdvislé). Teda aj &@gy1,71,-- .,k SU linedrne nezdvislé, ¢ize ich linedrnou kombinéciou ne-
mézeme dostat 0. Pretoze Vr+1 = Qg1 + Cht1,171 + Cht1,272 + -+ + Coy1.67% je linedrna
kombinécia tychto vektorov a koeficient pri dx4+1 je 1 # 0. Z toho vyplyva, ze Jr11 # 0.

Stucasne plati Yyi1 € [Apt1,715- -+, W] = [0, .. Apga]- Teda [Y1, ..., Yeqa] C [0, Grga].
Dalej @41 = Ye+1 — (Cht1,171 + Cht1,272 + - - -+ Cht1,57k) je linedrna kombindcia vektorov
Y1, -y Yet1, CiZe plati aj obratend inkluzia [af1, ..., &k+1] C Y1, Vet1]-

Takto sme dostali bazu priestoru V', ktorej vektory st ortogondlne. Aby boli ortonormaélne,
potrebujeme, kazdy z nich vydelit jeho velkostou, ¢ize ortonormalnu bazu dostaneme tak, ze
polozime

O

Priklad 7.2.6. Zoberme si priestor V = [(1,0,1,0),(0,2,—1,1),(0,2,1, 3)]. Lahko sa overi,
Ze tieto vektory st linedrne nezavislé, teda tvoria bazu priestoru V. Pomocou Gram-Schmidtovho
procesu najdeme ortogondlnu bazu pre V. Polozime

Y =a = (1,0,1,0).

Dalej chceme néjst vektor 7o = da 4+ ¢ = (0,2, —1,1) +¢(1,0,1,0) = (¢,2,c— 1, 1) tak, aby
bol kolmy na 4; = (1,0, 1,0). Dostavame teda rovnost

((e,2,¢—1,¢4+1),(1,0,1,0)) =c+c—1=2c—1=0,

z ktorej vyplyva c =1 a 95 = (3,2, -1, 1).

Treti vektor 45 hladame v tvare ¥3 = ds + dy; + e, tak, aby
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7 ¢oho

Ked Vypoéitame <0737r?1> = 17 <’?15’?1> = 2? <0737f?2> = % a <727’V2> = %7 dostaneme

1

d=—=

2

13

e=——

11
L 1., 13
Y3 = a3 271 1172

L /12 4 12 20
BETI I 1

Zatial sme teda dostali ortogonélne vektory, ktoré generuji V. Aby sme z nich dostali orto-
normalne, musime ich predelit velkostou. Plati

1| = V2

L VI
\72|*W
V704 811 8
11 11 Vil

a teda ortonormélna baza priestoru V je

Ya| =

.1
— —(1,0,1,0
51 \/ﬁ( )
- V21 1
ﬁ2:7(7727_771)
V112 2
- V11 12 4 12 20 1 2
=V (L2 2 ) L (112,-4,12,20) = ———(—3,—1,3,5).
/83 ) ( 117 11711711> 3 /711( ) ) ) ) /711( 3 y 9y )

Vidime, ze vektory, ktoré sme dostali vyzeraju pomerne zlozito. Nevedeli by sme si nejako
zjednodusit tieto vypocty? Moznoze keby sme mali bazové vektory povodnej bazy o nieco
jednoduchsie, aj ortonormélna béza by vysla jednoduchsia. Ale dostat ,,pekni* bazu vieme
— to sa da urobit pomocou elementarnych riadkovych operacii. Takze skiisme eSte takyto
postup — vypocitajme najprv jednoduchsiu bazu pre priestor V.

10170 1010 1010 100 —1 100 —1

(02711) ~ (0241) ~ (02711) ~ (020 2 ) ~ (010 1 )

02 1 3 00 2 2 00 1 1 001 1 001 1

Vidime teda, ze V =[(1,0,0,—1),(0,1,0,1), (0,0, 1, 1)], ¢iZe tentokrat ako Startovaci bod
pre Gram-Schmidtovu ortogonalizdciu pouzijeme bazové vektory @; = (1,0,0,—1), dy =
(0,1,0,1), d3 = (0,0,1,1). (Difam, ze Vs nebude prilis pliest, Ze tentokrét sme ako &y, as
a @3 oznacili uplne iné vektory ako v prvej casti prikladu. Dovod nie je ten, ze by sme mali
prilis malo gréckych pismeniek, ale ten, ze som chcel aby sa oznacenie zhodovalo s oznacenim
pouzitym v predchddzajicom dokaze.)

Opiét dostaneme:

71 = 0_21 = (170a07 _1>
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Vektor 4o hladdme v tvare da + ¢¥1 a z podmienky, Ze (72,%1) = 0 ndm vyjde, zZe

e udy) -1 1

(1, 71) 2 2
1 1 1
Yy = (0,1,0,1) + =(1,0,0,—1) = ( =, 1,0, =
Y2 (Oa 707 )+2( 70707 ) <2a 5072>

Dalej hladédme 75 v tvare 75 = a3 + d¥; + e7,. Koeficienty e a f opit uréime z podmienok
ortogonality.

g tds7) 1
Y, 7) 2
_ (a5, %) 1
<’V27f?2> 3

S = (0,0,1,1) + 2(1,0,0,-1) — ~ (L oy = (L 141
V3 = y Uy 4y g\ et 3 D) - 3a 3)73

Teraz uz zostava len kazdy vektor predelit jeho velkostou.

- ~y 1
ﬂl = 4 = 7(17070a _1)
ezt

V2
S A 2 /1 1
=2 —/=(=1,0,=
P 72| \[3<22>

473\/3(111)

sl 2

63 §7 _57 ) g
V predoslom priklad sme pouzili presne postup z dokazu. Podme si este ukazat ini moz-
nost ako by sme mohli najst ortogonalnu bazu podpriestoru V' z predoslej tlohy.

Priklad 7.2.7. Chceme hladat bazu podpriestoru V' = [(1,0,0,-1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)].
Zac¢nime tym, ze si uvedomime, ze tento podpriestor je presne mmnozina vektorov kolmych
na (1,—1,—1,1). Inak povedané, nasli sme V+ = [(1,—1,—1,1)]. (Ten vlastne vieme ziskat
jednoducho rieSenim homogénnej siistavy, ktorej riadky st bazové vektory podpriestoru V')
Toto sa da spravit pre Tubovolny podpriestor. Mozeme si tiez uvedomit, ze inak sa da
na to pozriet tak, ze sme vlastne vyjadrili tento podpriestor v tvare V = {(x1, 22,23, 74) €
R*; 21 — x9 — 3 + 24 = 0}. Teda vlastne je to mnozina rieeni homogénnej stistavy. V tomto
pripade ide o velmi jednoduchi ststavu pozostavajicu iba z jednej rovnice. Ale z minulého
semestra vieme, ze kazdy podpriestor je mnozinou rieseni nejakej stustavy (veta .
Vyjadrili sme podpriestor V' trochu inym spdsobom, ktory by ndm mal pomdct pri hladani
ortogondlnej bazy. Mame teda povodni bazu a1, ds, d3, ktort by sme chceli trochu pomenit.
Za¢nime tym, ze ¥, = &1 = (1,0,0,—1). Teraz by sme chceli ndjst dalsi vektor. Od neho
chceme aby bol kolmy na #;. NavySe chceme aby patril do V', ¢o je ekvivalentné s tym, zZe je
kolmy na (1,—1,—1,1). Tieto dve podmienky ndm daju stistavu dvoch homogénnych rovnic:

1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1

1 -1 -1 1 0o -1 -1 2 01 1 -2
Za 45 mdzeme zobrat Tubovolné nenulové riesenie tejto sistavy — priestor rieseni je dvojroz-
merny, mame teda vela moznosti. Zoberme napriklad ¥, = (1,2,0,1).
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Teraz by sme chceli ndjst vektor 3, ktory ma spfﬁat’ obe podmienky urcené predoslou
sustavou (mé byt kolmy na 4; a patrit) do V. Ale pribudne ndm aj novd podmienka, ze ma
byt kolmy na 75, a tym aj nova rovnica.

Opéft za 43 mdzeme volit Tubovolné nenulové rieSenie tejto stustavy. Teraz uz je podpriestor
rieSen{ iba jednorozmerny, ¢ize mame o ¢osi mensiu volnost. (Vektor 43 je uréeny jednoznacne
az na nasobok.) Zoberme 5 = (1,—-1,3,1).

Ak by sme chceli dostat ortonorméalnu bazu, tak tieto vektory este treba vydelit ich vel-
kostou. Vsimnime si, Ze takto dostaneme presne rovnaké vektory ako pri predoslom postupe.
(Samozrejme, 7o sme mohli volit aj inak, ¢o by potom ovplyvnilo aj to, ako by vyzeralo 7.
Tu sme ich naschval volili tak, aby vysiel rovnaky vysledok. Mdézete si vyskusat nejaky iny
vyber, ktorym dostanete ini ortogonalnu resp. ortonormdalnu bazu.)

Existenciu ortogonalnej bazy mozeme pouzit na dékaz niektorych dalsich faktov o orto-
gonalnom doplnku.

Veta 7.2.8. Nech S je podpriestor konecnorozmerného euklidovského priestoru V. Potom
lubovolnyg vektor ¥ € V' sa dd jednoznacne vyjadrit ako

F=a+p,
kde&ESaEESL,

Dokaz. FExistencia: Vieme, Ze S mé ortonormdalnu bazu a td mozeme rozsirit na ortonor-
mélnu bazu celého V. (Presnejsie povedané: Vieme ju podla Steinitzovej vety rozsirit na
bazu celého V', ak z tejto bazy postupom pouzitym v dokaze vety vytvorime ortonor-
malnu bazu, tak bazové vektory patriace do S sa nezmenia, pretoze boli ortonormalne uz
pred ortonormalizédciou.)

Nech teda vektory 71, . ..,k tvoria ortonormalnu bazu S a vektory Y11, . . ., ¥n S ostatné
vektory ortonormalnej bazy V. Lubovolny vektor 4 sa d4 jednoznacne zapisat ako

F=c1V1+ -+ Ve + Cp1Ter1 + -+ nTne

Ak zvolime & = 171 + - -+ + ¢ a B’: Cht1Vk+1 + -+ CnTn, tak @ € S a EE St
Jednoznacnost: Majme dva rozklady uvedenym spdsobom, t.j.

¥ =1+ B = dy + P,

pricom dq,ds € S a 51752 e St
7 rovnosti
ap —ady = P2 — B

vidime, ze vektor a; — dlp patri do S N .S+. Z toho ale potom vyplyva

a a1 — 0y = 0, ¢ize @1 = dy. Samozrejme, potom musi platit aj 5; = Bs. O
) )

Definicia 7.2.9. V situdcii z predoslej vety sa vektor & nazyva ortogondlna projekcia vektora
~ na podpriestor S.
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Termin ortogondlna projekcia sa ¢asto pouziva aj pre zobrazenie P: V — V| ktoré danému
vektoru priradi jeho ortogonalnu projekciu. Lahko sa overi, Ze toto zobrazenie je linedrne

(dloha [7.3.13)).
Désledok 7.2.10. Nech S, T su podpriestory konecnorozmerného priestoru V. Potom:
(i) V=Sa&st

(i) (1) =

(iii) (SNT)*+ =8+ 4+ 1+,
Dokaz. Vyplyva z predchddzajicej vety a z vety

Priamo z definicie vidno, ze S C (S+)+. (Kazdy vektor z S je kolmy na vsetky vektory
z St.) Sticasne mame
V=Sast=(sHtaest,

z ¢oho pre dimenzie dostaneme

d(S) +d(S) = d((ST)") +d(ST),

a teda d(S) = d((S)1). Kedze S je podpriestor (S+)% a maji rovnakd dimenziu, plati
S = S+ (tvrdenie |4.4.18).

Pouzitim tvrdenia a Casti dostaneme
(St +1hHt = SHEn(THt =snT.
Ak este raz aplikujeme operator ortogondlneho doplnku a pouzijeme , dostavame rovnost
St+1t=(Sn1)*t
O

Nasledujuci priklad ukazuje, ze v nekonecnorozmernych priestoroch tvrdenia dokazané
v predchadzajicom dosledku neplatia vo vSeobecnosti v pripade, ze euklidovsky vektorovy
priestor a podpriestory vystupujice v dosledku si nekoneénorozmerné. (Tento priklad je
o cosi komplikovanejsi, ale aspon pre tych z véas, ktorych zaujima analyza, by mohol byt
zaujimavy.)

Priklad* 7.2.11. Priestor, v ktorom budeme pracovat je priestor postupnosti
oo
V =ty = {(z,) €RY; in < 400},
n=1

Skalarny sucin, s ktorym budeme pracovat, je

o0
<x,y> = Z TnYn-
n=1

Tento priestor hra dolezitu ilohu v matematickej analyze.
Fakt, Ze tento predpis naozaj uréuje zobrazenie 5 x f2 — R (teda, Ze pre kazdé 2 postup-
o0
nosti z f5 je stfet Y x,y, koneény) vyplyva z nerovnosti (7.1)). Sta¢i v nej zobrat limitu

n=1
pre n — o0 a dostaneme nerovnost

{skal:DOSORTONit2}

{skal:DOSORTONit3}
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¢o je presne nerovnost, ktora sa nam hodi na tomto mieste.

Overenie jednotlivych vlastnosti skalarneho sicinu je len o nieco zlozitejsie ako v priklade
(. 1.0l

Stale sme vsak este neoverili, Ze ide o euklidovsky vektorovy priestor — chyba ndm ove-
renie podmienky, s ktorou obvykle za¢iname, t.j. to, ze V je vektorovy priestor. Kedze ide o
podmnozinu vektorového priestoru RY (a operécie st definované rovnako), staci overit uzav-
retost na sucet a skalérny nésobok Netrividlna je iba uzavretost na stucet. Ak (z,,), (yn) € 42,

znamend to, ze rady Z 22 i Z y2 konverguji. Potom méme
n=1

oo

an+yn =Z<w + 2y + 12) ”Zw +2anyn+zyn (73)

Délezité je uvedomit si, ¢i skutofne plati rovnost (*), t.j. ¢i moZeme takymto sposobom
zmenit poradie sumécie. Z matematickej analyzy vieme, Ze sa to da urobit, ak rady, ktoré
oo

o0
s¢itujeme st absolitne konvergentné Kedze rady Y. 22 a Y y2 stirady s kladnymi ¢lenmi,
n=1 n=1
o0

pre ne je absoltitna konvergencia zrejmé. V pripade radu Y z,y, si sta¢i v8imnut, Ze plati
n=1
nerovnost

o0
D lznya| <
n=1

Tato nerovnost moézeme dostat napriklad limitnym prechodom z (z (7.1) vieme, ze
uvedend nerovnost plati pre vSetky ¢iastoéné sucty radov, ktoré v nej vystupuji).

Vidime teda, Ze rady vystupujice na pravej strane rovnosti su absolitne konver-
gentné, ¢im mam dokazanu platnost tejto rovnosti.

Navyse, ked si este uvedomime, ze plati

oo oo
anyn < Z|xnyn|a
n=1 n=1

oo
tak vidime, ze vsetky rady na pravej strane (7.3)) maji koneény sucet, teda plati > (z, +
n=1

Yn)? < +00, o znamend, ze (2, + yn) € La.
Zvolme si teraz podpriestor

S = {(zy) € la;x, = 0 pre vSetky n okrem kone¢ného poctu}
pozostavajuci z tych postupnosti, ktoré maja iba konecne vela nenulovych c¢lenov. Plati
+ = {0}.
Stac¢i si uvedomit, ze ak ako e, oznacime postupnost, ktord ma vsetky cleny okrem n-tého
miesta nuly a jej n-ty ¢len 1, t.j. e, = (0,...,0,1,0...), tak vsetky takéto postupnosti patria

do S. Teda pre kazdi postupnost z S+ dostaneme

(x,en) = xn, =0.

oo} o0
1Pripometime, Ze rad Z an, je absolutne konvergentny, ak konverguje rad Z lan].

n=1 n=1

156



KAPITOLA 7. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PRIESTORY 157

7 toho dostaneme

S®St=5#V,
(STt ={0}+ =V

7.3 Izomorfizmus euklidovskych vektorovych priestorov

Definicia 7.3.1. Nech (V4,g1) a (Va,g2) st euklidovské vektorové priestory. Potom zobra-
zenie @: Vi — Va je izomorfizmus euklidovskijch vektorovych priestorov (V1,g1) a (Va, g2), ak
© je bijektivne linedrne zobrazenie (t.j. je to izomorfizmus vektorovych priestorov V7 a V3) a
navyse pre lubovolné a, ﬁ € V1 plati

-,

91(a, B) = g2(¢(d), ¢(B)).

Ak existuje izomorfizmus euklidovskych priestorov (Vi,¢1) a (Va, g2), tak hovorime, Ze
(Vi,91) a (Va,g2) st izomorfné a oznacujeme (V1,g1) = (V2, g2).

-, -,

7, ) = 92(p(@), 0(8))

-,

1( )
<0_"7 >1 = <90(0_2)790(B)>2

Veta 7.3.2. Nech (V, g) je konecnorozmerny euklidovsky priestor, ktorg md dimenziu dim(V') =
n. Potom (V, g) je izomorfny s R"™ si Standardngm skaldrnym sicinom.

Dékaz. Chceme ukazat, ze existuje linedrne zobrazenie ¢: V. — R”, ktoré je bijektivne a
zachovava skaldrny stcin. Veci, ktoré sme si povedali v pozndmke [7.2.4] ndm vlastne davaja
navod ako to urobif.

Oznacme si a, . .., &, nejakd ortonormalnu bézu priestoru V. Potom pre Tubovolny vek-
tor & € V existuje prave jedno vyjadrenie v tvare

a= 61071 ++C7,O7n

Tym méame pre kazdy vektor a priradent prave jednu usporiadani n-ticu redlnych cisel
(c1,...,cn). Toto priradenie pouzijeme ako predpis zobrazenia .

Inak povedané, o(a@) = (c1, ..., ¢,) definujeme prave podmienkou & = ¢1d1 + - - - + ¢y,
pricom vieme, ze existuje prave jedna takato usporiadana n-tica.

Chceme este overit, ze toto zobrazenie je naozaj izomorfizmus medzi (V,g) a R™ (so
standardnym skaldrnym stc¢inom.)

p je linedrne zobrazenie.

@ je linearny izomorfizmus. Pre zobrazenie ¢ plati p(d;) = €;, kde é,..., €&, oznacuje
Standardnt bazu v R™.

p zachovdva skaldrny sucin.

Cvicenia
{skalcvic:ULOBAZABOT}
Uloha 7.3.1. N4jdite bazu a dimenziu S+ pre dany podpriestor S priestoru R%:
a) § = [(11,0.1),(2,1,0,1)
b) S = [(L 9,4, S)a (27 _17 2a _1)]
&) S =[(1,2,1,1),(2,1,~1, —1)]
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d) S = [(17 2a 374)7 (11 1a 17 1)7 (4a 37 27 1)}
e) §=1[(2,1,2,3),(0,1,-2,1),(1,0,2,1)]
f) §=1[(1,1,1,2),(1,0,1,1),(0,1,2,1)]

Oy

Uloha 7.3.2. Zistite, & dany predpis uréuje skaldrny saéin na R?. Nech @ = (a1,a2,a3) a
B = (b, ba, bs).
a) <O_l'7 _'> = a1b1 — (llbg + a1b3 + a2b1 + 3(12[)2 - a3b3
b) <O_2, E> = a1b1 + 2&11)2 + 2a2b1
C) <O7, E> = 30,1()2 + 2a2b2 + a3b3
d) (@, B) = a1by + asby + azbs
e) <(52, g> = a1by + ai1by + asby + 3asbs + azbs
f <O_Z,@ = a1b; + a1bs + asby + azbs + 2a3bs3
(a@,p)

NN

a1bi + 2a1bsy + 2a2b1 + asbs + 2a3bs
a1b2 + a261
= 3&11)1 + 2&1b2 + a2b1 + 3a3b3

o

)

=
Ql/g\l

H

=

S
I

Uloha 7.3.3. Zistite, & sinmz a cos 7z st kolmé v priestore C/(0,1) so skaldrnym stcinom
z prikladu [7.1.6] Akd maju tieto vektory velkost?

Uloha 7.3.4. Overte & predpis
a) (f,g) = f(0)g(0) + f(1)g(1)
b) (f,g9) = f(=1)g(=1) + f(0)g(0) + f(1)g(1)

urcuje skaldrny sucin na priestore P, vSetkych polynémov stupna najviac 2 nad polom R.

Uloha 7.3. 5. Ukéze, Ze pre lubovolné dva Vektory a, 5 v euklidovskom vektorovom priestore
plati |&] = | 3 | prave vtedy, ked vektory & — B a &+ F s na seba kolmé.

Uloha 7.3.6. Dokéite, 7e v lubovolnom euklidovskom priestore plati:
a) (@, f)=0=|a+ ﬁ|2 |a|? + |B]? (Pytagorova veta)

b) |& 4+ 6|2 la|? + |8]2 + 2(@, ) (kosinova veta)

¢) la+ B2+ 1@ — B2 = 2(|@)> + |]?) (rovnobeznikové pravidlo)

Uloha 7.3.7. Nech &, 5 €V, kde V je euklidovsky vektorovy priestor. Dokézte, ze @ L 5
prave vtedy, ked (Ve € R)|&@ + ¢f5] > |d|.

Uloha 7.3.8*. Ukézte, 7e ak |-|: V — R je funkcia definovand na vektorovom priestore V'
nad R, ktord splna podmienky , , a z tvrdenia i rovnobeznikové pravidlo,
tak existuje skaldrny stéin na V taky, ze |a| = 1/(d&, @) pre vetky & € V.

Uloha 7.3.9. Ukdite, 7e funkcia |-|: R® = R, |(z1,...,%,)| = max{|z;|;i = 1,...,n} splia

podmienky (i), , a (ED z tvrdenia [7.1.8] ale neexistuje skaldrny su¢in na R™ taky, ze
V(. a)

la| = \/(d&, @) (pre vetky & € R™).

Uloha 7.3.10. Pre $tvorcovii maticu typu n x n definujeme stopu matice ako stéet jej
diagonélnych prvkov, t.j. Tr(4) = Y7, a;. Overte, ¢i na vektorovom priestore M, ,(R)
urcuje predpis

(A, B) = Tr(ABT)

skaldrny sacin. (Hint 1: Pokuste sa vyjadrit hodnotu (A, B) pomocou prvkov matic A, B.
Hint 2: Mozno vdm pri tom pomozu rovnosti Tr(AB) = Tr(BA) a Tr(A4) = Tr(AT). Prva
z nich sa da lahko overit pomocou definicie si¢inu, druhd je zrejma4.)
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Uloha 7.3.11. Overte, 7e v priestore C(0,27) vsetkych spojitych funkeii z uzavretého in-
tervalu (0,27) do R so skaldrnym stéinom (f,g) = f027r f(@)g(x)dz st Tubovolné dve rozne
funkcie z mnoziny {1, sin nz, cos nz;n € N} na seba kolmé. (Po vynormovani by sme dostali
mnozinu funkcii, ktord mé v tomto priestore do istej miery podobné vlastnosti ako ortonor-
maélna baza v kone¢norozmernych priestorov. Tento systém funkcii je dolezity v matematickej
analyze v suvislosti s Fourierovymi radmi.)

Uloha 7.3.12. Nijdite ortonormalnu bézu pre priestory z tlohy

Uloha 7.3.13. Nech S je podpriestor kone¢norozmerného euklidovského vektorového pries-
toru V. Nech p: V — V je ortogonalna projekcia na tento podpriestor. Overte, Ze:

a) p je linedrne zobrazenie;

b) Imp =S a Kerp = S+;

c)pop=p.

Uloha 7.3.14. Njjdite maticu ortogonalnej projekcie pri obvyklom skaldrnom stéine pre:
a) priestory z dlohy

b) pre Iubovolny podpriestor S = [&], priom vektor & je normovany (mé jednotkovi diéku);
¢) pre podpriestor S = [a71,. .., d], prifom vektory &7, ..., dy st ortonormalne.

[Odpovede: b) aTa; ¢) AT A, kde A je matica, ktorej riadky tvoria vektory &y, ..., dx; toto

sa inak d4 zapisat aj ako af @y + @2 ds + -+ + af .|

Uloha 7.3.15. Ukézte, 7e pre lubovolny podpriestor S euklidovského vektorového priestoru
V plati St++ = S+ (Hint: Skiste si uvedomit, ktord z inklizii medzi S a S+ sme v dé-
kaze dosledku [7.2.10] dokdzali bez pouzitia predpokladu o kone¢norozmernosti. Ttto inkluziu
pouzite raz pre S a raz pre S*.)
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Kapitola 8

Kvadratické formy

Této kapitola je spracovand prevazne na zdklade [KGGS| Kapitola 9].

8.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Definicia 8.1.1. Vyraz (polyném)

n o n
E E al-jxl-xj,

i=1 j=1

kde a;; € R a 1,...,z, st (komutujice) premenné budeme nazyvat kvadratickd forma
v premennych z1,...,Z,.

V suvislosti s touto definiciou je uzito¢né ozrejmit si zopar faktov.

Poznamka 8.1.2.

1.

2.

Podobne by sme mohli definovat kvadraticki formu nad Tubovolnym polom. Budeme
sa vSak zaoberat iba realnym pripadom.

Slovo polyndm je v definicii uvedené v zatvorke preto, ze s polynémami viac premennych
sme doteraz nepracovali. Intuitivne by vSsak mohlo byt zrejmé, ako sa takéto polynémy
sCituju a nasobia. Pri ndsobeni polynémov viac premennych si treba uvedomit, ze plati
x;T; = x;x; — presne to je myslené tym, Ze v definicii sa hovori, Ze premenné komutuju.
Znamena to teda, ze dva polynémy uvedeného tvaru sa rovnaju ak pre vsetky 7 plati
ai; = by a stcasne pre ¢ # j plati a;; + aj; = bij + bj;.

. Vieme, ze v pripade polynémov jednej premennej nad polom R bola rovnost polynémov

ekvivalentna s rovnostou polynomickych funkcii, ktoré tieto polynémy urcuji. Podobne
je to aj v tomto pripade — ¢ize kvadratické formy mozeme chapat ako funkcie n premen-
nych $pecidlneho tvaru. (Takéto polynémy viacerych premennych, ktoré maji vsetky
¢leny rovnakého stupiia, sa nazyvaji homogénne polyndmy.)

Priklad 8.1.3. Prikladom kvadratickej formy je 2 + 2x129 + 223 + 42123 + 22973 + x%
Vsimnime si, ze ju mézeme zapisat aj pomocou maticového zapisu

1 2 4 T
(Il,l‘g,mg) 0 2 2 T2
0 0 1 T3

160



KAPITOLA 8. KVADRATICKE FORMY 161

Vseobecne, ak oznacime & = (z1,...,zy), tak pre lubovolni maticu A € M, ,(R) je
aAaT kvadraticks forma.

Ta ista kvadraticki formu by sme mohli zapisat aj pomocou inych matic. Nam sa bude
hodit hlavne reprezentacia pomocou symetrickej matice

1 1 2 T
(1'1,252,%3) 1 2 1 T2
2 1 1 T3

Vyhoda reprezentacie pomocou symetrickej matice je v tom, ze takdto reprezenticia je uz
jednoznacna.

Veta 8.1.4. Kazdd kvadratickd forma sa dd jednoznacne zapisat ako &Ba™, kde B je sy-
metrickd matica.

Dékaz. Uvazujme kvadratickd formu . ; Z?:l a;jxix;. Podla toho, o sme si povedali
o rovnosti kvadratickych foriem, matica B vyjadruje tu istu kvadraticku formu prave vtedy,
ked plati

Qij + aj; = bij + bji
pre lubovolné i a j. Vdaka tomu, ze matica b je symetrickd je tato rovnost ekvivalentna

s rovnostami

2bij = az—j —+ aji
o Qg T ay
bij = — 5

Lahko vidime, ze matica urcend takymto predpisom je skutocne symetrickd (b;; = bj;).
Stucasne sme ukazali, ze toto je jedind moznost ako volit koeficienty matice B. O

8.2 Kanonicky tvar kvadratickej formy

Pokiisme sa upravit kvadraticki formu z prikladu na iny tvar, ktory moze byt na niektoré
ucely vhodnejsi. Upravime ju pomocou doplnenia na Stvorec.

Priklad 8.2.1.

22 4 22 29 + 203 4 day 23 + 27023 + x§ = (21 4z + 223) + 22 — 2wo25 — 333% =

(z1 + xo + 223)% + (20 — 3)% — 422 = (21 + 22 + 223)% + (22 — 23)% — (223)?
To znamend, ze ak by sme zaviedli nové premenné

y1 = x1 + T2 + 273
Y2 = T2 — I3

y3 = 213

tak pomocou tychto premennych mézeme kvadraticku formu zapisat v jednoduchsom tvare
2 2 2
Y1 + Y2 — 3.
Skusme si este rozmysliet, ako tento fakt mozeme zapisat pomocou maticového zdpisu. Ak
oznacime & = (x1,x2,x3) a 8 = (y1, Y2, y3), tak uvedend transforméciu premennych mézeme
zapisat ako

{kanon:VTSYMMATICA}

{kanon:PRIKLKANON1}



162 Kanonicky tvar kvadratickej formy

kde
1 0 O
P=11 1 0
2 -1 2

Vieme, ze tito kvadraticki formu moézeme zapisat pomocou symetrickej matice A =
(% > %) ako a@Aa”
211
Ak vyjadrime vektor & pomocou vektoru ,B, tj. a= ﬂP 1 tak dostaneme
GAGT = FPTA(P~ YT AT,
Zistili sme, Ze matica kvadratickej formy y?+y2 —y? sa d4 vyjadrit ako B = P~1A(P~HT.
Vsimnime si, ze tdto matica je symetrickd — plati totiz

BT _ (PflA(Pfl)T)T _ PflAT(Pfl)T.

Pretoze podla vety je symetrickd matica prislichajica danej kvadratickej formy jedno-
00
znacne urcend, zistili sme vlastne, ze pre maticu D = <8 1o ) plati

D=pltap1T
A=pPDPT

MozZeme to (pre tento konkrétny priklad) overit aj priamym vypoctom:

1 2
1 -1)] =
0 2

0\ /1

0

0

1 1 1 2 1 1 2
1 001—1:121:A
2 2 11

0 1 0
0 01 0
2 00 -1

1 0
rPpPT =11 1
2 -1

—12 0 0 -2

Definicia 8.2.2. Hovorime, Ze matice A a B st kongruentné, ak existuje reguldrna matica
P taka, ze
A=PBPT.

Lahko sa da overit, ze kongruencia matic je relicia ekvivalencie (tloha [8.2.1)).

Poznamka 8.2.3. Z postupu pouzitého v predchadzajicom priklade by mohlo byt vidno,
ze dve matice st kongruentné prave vtedy, ked predstavuja ta istt kvadratickd formu, len
vyjadrend v inych premennych. (Pricom vztah medzi pévodnymi a novymi premennymi je
linedrny.)

Teraz by sme chceli ukazat, ze kazdu kvadratickd formu mozeme pomocou vhodnej trans-
forméacie premennych previest na podobny tvar — taky, ktory zodpoveda diagondlnej matici
majicej na diagondle iba prvky 0, +1. Inak povedané, chceme ukazat, ze kazda symetricka
matica je kongruentna s diagonalnou maticou takéhoto tvaru. Dokaz bude konstruktivny a
bude sa podobat na postup z predchadzajiceho prikladu. Este skor nez sa pustime do dokazu,
vyskisame si na jednom priklade jediny krok tohoto dékazu, kde pouzivame iny postup nez
doplnenie na Stvorce.
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Priklad 8.2.4. Uvazujme kvadratickd formu xixo. VSimnime si, Ze

(z1 + x2) (x1 — x2) :(ﬂ E>2_(x21 1;)2.

b= T Ty 5 T3

To znamend, 7e tito kvadraticki formu vieme previest na tvar y7 —y3 pomocou transformécie

_.’1?1+$2
yl—iz
r1 — T2
=g

Ekvivalentne to mdézeme vyjadrit tak, ze premenné x1 a x5 sme transformovali ako

Ty =Yy1 + Y2

T2 = Y1 — Y2

1
MozZeme si vsimnut, Ze pre matice A = (0 5) B = ( 9 ), P = % (% _11) opat plati
2
A = PBPT. Alebo tiez obratene, B = QAQT, kde @ = (1 ;). (Tieto matice sme do-

stali z vyjadrenia transformacii premennych podobnym sposobom ako v predchadzajicom
priklade.)

Veta 8.2.5. Pre lubovolni kvadratickd formu Y, Z;;l a;; T existuje requldrna linedrna
transformdcia premenngch (y1,...,yn) = (21,...,2,)P takd, Ze tdto kvadratickd forma sa
dd v premennyjch yi,...,yn vyjadrit ako

n

n n

2
E g QAijTily = E dryi,
i=1 j=1 k=1

kde dy € {0,£1}.

Zapis v tvare Z dry? budeme nazgvat kanonicky tvar kvadratickej formy Z Z Qi TiTj.
i=1j=1

Pod pojmom regquldrna transformdcia premennych v predchadzajicej vete rozumieme to,
7e matica P urCujtca tuto transforméciu je regularna.

Dékaz. Dokaz je v podstate konstruktivny a budeme v niom pouzivat postupy, ktoré sme si
ukézali v predchadzajucich prikladoch.
Ukazeme len, ze Iubovolni kvadratickt formu mozno previest na diagondlny tvar

Cys + cys + o+ el

7 tohoto tvaru uz kanonicky tvar dostaneme lahko — staci zaviest nové premenné z; = y;
pre tie i, pre ktoré ¢; = 0 a z; = \/|¢;|y; pre ostatné i. Takato transformécia premennych je
ocividne regularna.

Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet premennych n.

1° Ak méme len 1 premennt, tak kvadratickd forma aj;2? je uz v diagonalnom tvare.

2° Predpokladajme, ze uvedené tvrdeme platl pre Tubovolnd kvadratickd formu n — 1
premennych. Uvazujme kvadraticki formu Z Z ai;T;x ;. Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme

i=1j=1

predpokladat, Ze matica A = ||a;;|| je symetricka.
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164 Kanonicky tvar kvadratickej formy

Predpokladajme najprv, ze a1; # 0. VSimnime si vSetky ¢leny, ktoré obsahuji premenni
1 a vhodne ich upravme.

n n n n
2
E E Q;jT;T; = a11T7 + 2a12T1T2 + - - + 2a1,010, + E E Qi T;T; =
i=1 j=1 i=2 j=2
n n
a12 ay
2 n
ail (xl +2—x1T0 + -+ + 2$1$n> + g E QijTiTj =
a1 a1 i—2 j—2
a a 2 n a2 n n a1:a n n
12 in i 1:Q15
a1+ —To+ -+ —x, ) — g2 ——Lrx; + Qi TiT
i J JLiL
a1 a1 i—p M1 =2 jmit1 A1 i=2 j=2

Ak ozna¢ime y; = x1 + Z—Exg 44 ‘211’1’ T,, podarilo sa ndm upravit poévodni kvadraticka
formu na tvar

anys + B(xa, ..., ),

kde B(za,...,x,) je kvadratickd forma v n — 1 premennych xo, ..., x,.

Podla indukéného predpokladu sa da tato kvadratickd forma previest reguldrnou transfor-
méciou premennych na diagondlny tvar cays +- - -+c, 2. Kombinéciou tychto 2 transformécif
prevedieme pévodnu kvadratickt formu na

a11yi + cays + - + cpal.

Ak ako P’ ozna¢ime maticu transformécie pre kvadratickd formu B(zs,. .., z,), tak matica
transformécie povodnej kvadratickej formy je

1 0 ... O
a21
ail
P/
any
arl
Ak urobime Laplaceov rozvoj podla prvého riadku, dostdvame |P| = |P’|, ¢ize matica P je

tiez regularna.

Zostava nam vyriesit pripad, ze a;; = 0. V pripade, Ze a;; # 0 pre nejaké ¢ staci vymenit
premenné x1 a x; (Co je reguldrna transformécia) a dalej postupovat ako v predchddzajicom
pripade.

Ak st vsetky diagonalne prvky matice |la;;|| nulové, ale existuji nejaké i a j také, ze
ai; # 0, pouzijeme postup z prik]adu Ak totiz dosadime z; = y; +y; a x; = y; —y;, tak
dostaneme novi kvadratickd formu, ktord urcite bude obsahovat y? s nenulovy koeficientom.
Dalej mozeme opéit postupovat ako v predchadzajicom pripade. Pouzitd transforméacia je
opéat regularna.

Zostava jediny pripad — Ze vSetky Cisla a;; st nulové. Vtedy je uz kvadratickd forma
v kanonickom tvare 0% + - - - + 0z2. O

Z toho, ¢o sme si ukdzali v priklade 8:2.1] vyplyva, Ze sme stcasne dokdzali nasledujice
tvrdenie o symetrickych redlnych maticiach.

Dosledok 8.2.6. KazZdd redlna symetrickd matica typu n X n je kongruentnd s mejakou
diagondlnou maticou diag(ds,...,d,) takou, Ze d; € {0,£1} prei=1...n.
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Vysvetlime si eSte (aspoll na konkrétnom priklade) iny postup ako vieme z danej sy-
metrickej matice dostat jej zodpovedajicu diagondlnu maticu i prislusni maticu prechodu.
Predtym vsak pripomenme nieco o tom, ako suvisia riadkové a stipcové operécie s ndsobenim
matic (pozri podkapitolu [5.6)).

Vykonanim elementérnej riadkovej operdcie na matici A dostaneme maticu E'A, kde E je
matica elementarnej riadkovej operacie — je to takd matica, ktorti dostaneme z jednotkovej
matice pouzitim tejto riadkovej operacie. Napriklad pripocitanie c-nédsobku prvého riadku
k druhému zodpoveda vynasobenim maticou (25) g %) zlava.

Podobne ako riadkové operdcie zodpovedaji ndsobeniu vhodnou maticou zlava, pre stip-
cové operacie treba pouzit nasobenie sprava. Vsimnime si tiez, ze ak F je matica riadkovej
operacie, pre tu ista stipcovﬁ operaciu dostaneme maticu E7. Vidno to z toho, Ze ak riadkova
operacia vytvorila z matice A maticu F A, stipcovii operdciu si mézeme predstavit ako vyko-
nanie riadkovej operacie na matici A7 (a potom opitovné transponovanie), takze dostaneme
(EAT)T = AET. Napriklad pripo¢itanie c-nasobku prvého stipca k druhému je to isté ako
vynasobenie maticou (é g §> sprava.

Z toho vidno, Ze ak by sme zacali s maticou A a robili na nej riadkové aj Stipcové operacie
(t.j. po pouziti riadkovej operécie by sme hned urobili aj td isti operdciu na stipcoch) dostali
by sme maticu

E,...E AET .. .ET = E, ... B A(E,...E))T.

Ak by sa ndm takto podarilo upravit maticu A na diagondlnu maticu, dostali by sme rovnost
PAPT = D,

kde P oznaluje E, ... E;. Teda pouzitim riadkovych a stipcovych operécii by sme mohli
dostat diagonalnu maticu a aj maticu transformécie premennych.

Priklad 8.2.7. Postup, ktory sme si prave vysvetlili, si ukdzeme na matici kvadratickej
formy z prikladu [8:2.3]

Budeme teda robit striedavo elementérne riadkové a stipcové operacie. Sti¢asne budeme
na matici I robit tie isté riadkové operdcie, aby sme dostali maticu, ktora transformuje A na

diagonélnu maticu
_21) @ ( i 31) @ (6 it 31) @) (6 i 91) @ (6?91) @
1 -1 1 0-1-3 0-1-3 00 —4

A= (131) ¥ (

(5?8)@(6?8)(4;)(6? 8):D
00 —4 00 —2 00 —1

(1) 2r-=1r (od druhého riadku odratam prvy); (1’) je rovnaka operécia pre stipce (vEimnite
si, ze vzdy po vykonani riadkovej aj stipcovej operdcie musim dostat symetrickt maticu)
(2) 3r-=2*1r

(3) 3r+=2r

(4) 3r*=1/2

100\ (1 100\ (2 100\ (3 100\ (4 100
12(010)(~)<—110>(~)(7110>(N)(7110>(N) -110
001 001 -201 -311 -311

Priamym vypo¢tom mézeme overit, ze skutoéne plati D = QAQT. Tiez si mézeme vSim-
nat, ze pre maticu P, ktort sme dostali v priklade plati P = Q1.

Na tomto sme videli priklade, Ze pokial sa v priebehu tprav v tom riadku, ktory prave
upravujeme, na diagonéle nevyskytne 0, je postup velmi podobny na tGpravu matice na redu-
kovany trojuholnikovy tvar. Jediny rozdiel bol v tom, ze ak sme z prvku c na diagonéale chceli
dostat £1, nedelili sme riadok c-ckom ale iba \/H V pripade, Ze by sa vyskytla nula na

N O
=
N O

diagondle, mohli by sme si pomoct pripocitanim riadku (a stipca), ktory obsahuje nenulovy
prvok mimo diagonaly — ako v nasledujicom priklade.
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166 Zakon zotrvacénosti

Priklad 8.2.8. Poktisme sa upravit na kanonicky tvar nasledujicu maticu. V jednotlivych
krokoch je urobené vzdy riadkova aj stlpcova tprava

110 100 10 0
A= (111) ~ <001) ~ (040) =D

011 011 00 1 ) )

V poslednom kroku sme od druhého riadku/stlpca odratali treti riadok/stlpec. (Na to,
aby sme na diagonéle dostali nenulovy prvok a mohli pokracovat dalej, stacilo by nam pripo-
¢itat Tubovolny nenulovy nasobok tretieho riadku/stlpca. Zhodou okolnosti sa pri tejto volbe
vynulovali aj zvysné nediagondlne prvky.)

Pouzitim rovnakych riadkovych tprav na jednotkovii maticu dostaneme
(6?8) ~ (_11%)) ~ (—11(1)—01) — P

001 001 00 1

Pre tito maticu plati PAPT = D.

Cvicenia

Uloha 8.2.1. Overte, 7e relacia A ~ B, t.j. kongruencia symetrickych matic, je relacia
ekvivalencie na mnozine realnych symetrickych matic typu n x n.

Uloha 8.2.2. Upravte na diagonélny (pripadne kanonicky) tvar a najdite prislusnd trans-
formaciu premennych. Zapiste aj maticové rovnosti, ktoré z nich vyplyvaju:

a) 2% + 2x172 + 223 + 4x9w3 + 523

b) 22 — 4xy29 + 22173 + 423 + 23

C) 1T + ToTs + T3

d) x% —2x129 + 22123 — 22124 + :C% + 2xox3 — dxoxg + x§ — 295421

e) 13 + x1T2 + 1374

Uloha 8.2.3. N4jdite kanonicky tvar danej kvadratickej formy a transformaciu premennych,
ktord ju prevedie na kanonicky tvar.

a) x3 + 53 — 423 + 22129 — 43173

b) 422 + 23 + 13 — dx179 + 42173 — 3T273

C) 1T + X173 + Toxs

d) x129 + xows + 374 + T471

3:0% + 21’% — 9::2), — 21'421 + 2x129 — 4973 + 2T014

f) 22 + 2% + 423 + 27120 + 4173 + 22073

g) 2% + 22 w9 + 223 + 4a9w3 + 523

h) 2?3 — 4z 29 + 27123 + 423 + 23

i) 2% — dw1mo + 22173 + 3 + 22923 — 223

j) x% +4x1x9 + 20123 + 4174 + 39:% + 2xox3 + dxox4 + 22374 + xi.

RieSenia: a), b), f), h) 47 +y5 — 435 ¢) v — 3 — 3, d) 47 — 935 ¢) yi + 45 — v3 — vi; 8)
yi +y3 + 93 j) v? + 3 — y3 — y3; (Transformdciu premennych som sem nedéaval — t4 nie je
uréend jednoznacne.)

@
~

8.3 Zakon zotrvacnosti

Kedze sme tvar kvadratickej formy z vety nazvali kanonicky, da sa ocakavat, ze bude
v nejakom zmysle jednoznac¢ny. Cielom tejto kapitoly je prave sformulovat a dokazat tito
jednoznacnost.

Veta 8.3.1. Pre dant kvadraticku formu je pocet viskytov +1 a pocet viskytov —1 v jej
kanonickom tvare jednoznacne uréeny (nezdvisi od transformdcie, ktorou sme tito kvadratickid
formu previedli na kanonicky tvar).
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Dékaz. Uvazujme kvadratickid formu @Aa”. Predpokladajme, Ze sa d4 reguldrnou transfor-
maciou previest na tvar

a stcasne (inou reguldrnou transformdciou) na tvar
2 2_ 2 2
b — 2y — 2 (8.2)

Oznac¢me ako P; a P, regularne matice, ktoré zodpovedaju tejto transformécii premennych,
tg. Wisee oy yn) = (@1, x0)Pra (21,0, 20) = (21, .., 20) Ps.

Chceme ukazat, ze s=ta k =r.

Vsimnime si, Ze s je presne hodnost diagonalnej matice zodpovedajicej kvadratickej forme
a t je hodnost matice pre kvadratickd formu . Tieto matice mozeme vyjadrit ako
Dy = P7PA(PTY)T a Dy = Py P A(PyY)T. Sticasne vieme, Ze ndsobenie regularnou maticou
zodpovedd linedrnemu izomorfizmu, takze nemeni hodnost matice. Teda s aj ¢ sa musi rovnat
hodnosti matice A.

Zostava nam dokazat, ze k = r. Mame rovnost

2 2 2 2 2 2 2 2
T R i R e AR

ktord mézeme upravit na tvar

R I i R /S =P AL o (8:3)

Predpokladajme najprv, ze r < k. Ukdzeme, ze za tohoto predpokladu sa da najst nenu-
lovy vektor (x1,...,2,) tak, aby platilo

21:"':Zr:yk+1:"':yn:0' (8.4)
Vsimnime si, Ze (21, ..., Zr, Yk+1 - - - Yn) = (Z1, ..., 2, )P, kde matica P pozostiva z prvych
r stlpcov matice P; a z (k+1)-vého az n-tého stlpca matice P;. Hladanie vektora (z1, ..., zy,),

ktory vyhovuje rovnici (8.4]) teda zodpoveda rieSeniu homogénnej stustavy
apP =0,
Pt ="

Kedze tato stistava ma menej rovnic nez nezndmych, existuje aspon jedno nenulové riesenie.
Ak vSak ndjdeme z4,...,x, také, Ze plati (8.4]), na zdklade (8.3) musia byt nulové aj
vsetky ostatné premenné z,,1,...,2;. Lenze potom mame

(x1,...,xn):(2'1,...,,2',L)P2_1:(_)'7

¢o je spor s tym, ze vektor (z1,...,x,) je nenulovy.
Podobne aj predpoklad r > k by viedol k sporu. Musi teda platit k = r. O

Predchédzajica veta nam teda vlastne hovori, ze kanonicky tvar kvadratickej formy je az
na vymenu premennych jednoznacne urceny.

Niekedy nés zaujimaji kvadratické formy, ktorych kanonicky tvar ma na diagonile iba
jednotky.

Definicia 8.3.2. Nech A je symetricka redlna matica. Hovorime, ze A je
a) kladne semidefinitnd, ak pre kazdy vektor @ plati @Aa” > 0;

b) kladne definitnd, ak pre kazdy nenulovy vektor & # 0 plati @AGT > 0;
c) zdporne semidefinitnd, ak pre kazdy vektor @ plati @Aa” < 0;

d) zdporne definitnd, ak pre kazdy nenulovy vektor & # 0 plati #Aa” < 0.
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Je Tahké si vSimnut, Ze A je kladne (semi)definitnd préave vtedy, ked —A je zdporne
(semi)definitna.

Nasledujtica veta charakterizuje kladne definitné matice. Tym suicasne charakterizuje sy-
metrické matice, ktoré uréuji skaldrne si¢iny na R (pozri priklad [7.1.5)).

Veta 8.3.3. Symetrickd matica A je kladne definitnd prdve vtedy, ked existuje requldrna
matica P takd, e A = PPT.

Chceli by sme dokéazat kritérium, pomocou ktorého sa d4 pomerne jednoducho urcit, ¢i je
dané matica kladne definitna. V dokaze tohoto kritéria bude uzitoéné nasledujice pomocné
tvrdenie:

Tvrdenie 8.3.4. Nech A je symetrickd redlna matica typu n x n. UvaZujme rohové deter-
minanty

Dy = a4

Do — |a11 a1z
2 a21 a22

D __ | @21 @22 ... a2n
n =

Anl Gn2 ... Gnn

ail aiz ... ain ‘

Ak rohové determinanty Dy, Ds, ..., D,_1 st nenulové, tak matica A je kongruentnd s dia-
gondlnou maticou diag(D1, Do/D1,D3/Ds, ..., D, /D,_1).

Determinanty podmatic vystupujice v predchéddzajicom tvrdeni sa niekedy zvyknd na-
zyvat aj hlavné minory matice A.

Dokaz. Ukazeme, ze dani maticu mozno upravit na diagondlnu maticu len pouzitim operacii
typu ,pripocitanie ndsobku riadka/ stipca k inému® (t.j. nepouzivame vymeny riadkov a ani
nasobenie riadkov konstantou) tak, Ze dostaneme prave diagondlnu maticu tvaru, ktory je
uvedeny v tvrdeni.

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou vzhladom na rozmer matice n. Platnost tvr-
denia pre n =1 je zrejma.

Vieme, ze D1 = a1 # 0. Vdaka tomu moézeme vynulovat vsetky prvky v prvom riadku a
prvom stipci. (Odétanim vhodného nésobku prvého stipea/riadku.) Dostaneme tak maticu
A do tvaru

arl 0 ‘e 0
0 by ... Doy
0 bn2 ... bun

Pritom vieme, ze upravy, ktoré sme pouzili, nemenia determinant matice A ani ziaden z jej
hlavnych minorov (veta [6.3.9).

Oznaéme D}, ..., D] minory podmatice, ktord vznikne vynechanim prvého riadku a pr-

vého stlpca. Z tvaru matice vidime, ze pre k = 2,...,n plati a;1 D}, = Dy, a teda
Dy,
D = —.
N

Podla indukéného predpokladu vieme tiato podmaticu upravit na diagondlny tvar, kde ako

o . [ N , D}
prvy ¢len na diagondle bude D} = g—f a dalsie cleny budid tvaru —5+ = DB—ZI. 7 toho

k

dostavame diagonalny tvar

diag(DlaDQ/D17D3/D27“‘7D’n/Dn71)
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pre pévodnt maticu. O

Veta 8.3.5 (Sylvestrovo kritérium). Nech A je symetrickd matica typu n X n. Matica A je
kladne definitnd prave vtedy, ked vsetky jej hlavné minory D1, ..., D, st kladné.

Dokaz. Ak je matica kladne definitna, tak je kongruentna s jednotkovou maticou. Z toho
mame A = PPT a
Al = |[PPT| = |P||PT| = |P* > 0.

Podobné tvrdenie pre minory vyplynie z toho, ze ak za premenné xgy1,...,x, dosadime 0,
dostaneme tak kvadraticki formu v premennych 1, ..., zg, ktord je opéat kladne definitné a
ktorej matica je presne podmatica uréend prvymi k riadkami a stipcami.

Ak vietky hlavné minory matice A st kladné, tak podla tvrdenia [8.3.4 mozno pri-
slusnt kvadraticku formu upravit na diagonalny tvar, v ktorom s vSetky cleny kladné. Preto
je tato matica kladne definitna. O

Doésledok 8.3.6. Nech A je symetrickd matica typu n X n. Matica A je zdporne definitnd
prdve vtedy, ked hlavny minor Dy, md rovnaké znamienko ako (—1)* pre vietky k = 1,..., n.
(Teda znamienka hlavngch minorov si striedavo (—,+,—,+,...).)

Poznamka 8.3.7. Aby sme dostali kritérium pre kladne semidefinitné matice, nestaci v pred-
chadzajicej vete zmenit slovo ,kladné“ na ,nezdporné“. (Ako jednoduchy kontrapriklad mo-
Zeme zobrat maticu ( ] )) V podobnom kritériu pre kladne semidefinitné matice vystupuju

vSetky minory matice A (=vSetky determinanty Stvorcovych podmatic).

Moznost overit, ¢i je nejakd matica kladne alebo zaporne definitnd, mé vyznam v ma-
tematickej analyze pre hladani extrémov funkcii viacerych premennych. Nutnd podmienka
na to, aby v nejakom bode xy mala nejakd funkcia lokdlny extrém je, aby vSetky parcidlne
derivécie boli nulové. (Podobne ako v jednorozmere bola nutnd podmienka f'(xq) = 0.)

of , . of
87‘/1;1(‘%0) - 8x7l

(z0) = 0.

V pripade, Ze je v jednorozmere splnend tato podmienka, skimame dalej to, ¢i je kladna
alebo zapornd v danom bode jej druhd derivacia. Vo viacrozmere funkciu druhej derivéicie
hra matica

9%f 9%f *f
Tﬁ(xo) Ox101o (Io) *t Oz 0z (IO)
9% f 9% f ’f
H = Ox20x1 (IO) Tt%(xo) Oz dxy, (IO)
. o . e
amnale (290) angmg (Sﬂo) cee ﬁ(xo)

Tato matica je symetrickd pre kazdi funkciu, ktora je dvakrat spojito diferencovatelna.
7 viacrozmernej verzie Taylorovej vety totiz vyplyva, ze hodnotu funkcie v bode zg mo-
zeme aproximovat ako

£(a) ~ Flo) = 53w — zo)H(w — o)

(kde & — ¢ st body z R™, teda ich chdpeme ako vektory.)

To znamend, Ze hodnota f(z) — f(xo) je aproximovand (v nejakom okoli bodu zg) kvad-
ratickou formou s maticou H. Z toho vyplyva, Ze v bode f(xg) je lokdlne minimum préve
vtedy, ked tato matica je kladne definitnd (f(z) — f(xo) je v nejakom okoli kladné), lokalne
maximum ak je zdporne definitnd. (V pripade, Ze je kladne definitnd, vieme dokonca povedat,
7e vo vhodnych stradniciach sa této funkcia lokdlne podobna na funkciu 2% + - - - + 2, ktort
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si vieme aspon v dvojrozmere celkom dobre geometricky predstavit. Inou podobnou funkciou
vieme zasa aproximovat tie funkcie, ktoré maji maticu H zaporne definitnd.)

Viac o tejto problematike sa mézete dozvediet napriklad v [GD, Kapitola 9.4], [Ap|, [Pro2]
(a v podstate v kazdej ucebnici, ktord sa zaoberd analyzou viac premennych).

Priklad 8.3.8. V dokaze tvrdenia sme videli, ako sa (za predpokladu, ze dand sy-
metrickd matica ma nenulové hlavné minory) daji najst koeficienty v diagondlnom tvare, do
ktorého tito maticu vieme previest iba pomocou operacie pripocitavania niektorého nasobku
riadku/stfpca k inému. Kombinacia takychto operacii znamena to, ze matica transformacie
bude mat na diagonale jednotky:.

Vyskusajme si to na kvadratickej forme z tlohy . Zodpovedajica symetricka matica

je
1 1 1 1
2
1 1 ?
2 1 3 2
R 1
11 1 1
7 1 1 2
3 3 3 1

Ak pocitame jej hlavné minory dostdvame D; =1 a pre k > 1

1 11 1 k+1 k+1 k+1 k41 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
D 1144 Lo ] (k1) 1144 (k1) 040..0 k+1
k = 'i. 'i' CERIE ‘i' = I = B R = R R Ry = ——
11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 00 19 2k
it 1 i i1 1 f i 1 i 00 (2J i
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

(V prvom kroku sme k prvému riadku pripocitali vSetky ostatné, v poslednom kroku sme
odréatali prvy riadok od vSetkych ostatnych. Takéto operdcie nemenia hodnotu determinantu.)
Pre koeficienty na diagonale potom dostavame

Dy k+12FY k41
D, 2 k 2k’

C =
¢ize rovnaky vysledok ako nam vysiel v tlohe [8.3.9f .

Cvicéenia

Uloha 8.3.1. Pre dani kvadratickd formu uréte tie hodnoty parametra ¢t € R, pre ktoré je
kladne definitna.

a) 5x? + 3x3 + txd + dviwo — 31103 — 21073

b) 222 + 23 + 323 + 2tz170 + 27123

c) %x% + 222 — 3tad + 2x139 + 2tx0m3 + 27173

d) (23 + 23 + 23 + 22123 — 22073) + t(67122 — 221203 — 223) + t2(2? + 23)

(Pozndamka: Niekedy sa vypocet determinantov Dj, Do,... moze zjednodusit, ak zmenite
poradie premennych. Takito zmena neovplyvni to, ¢i je matica kladne definitnd.)

Uloha 8.3.2. Pre aké hodnoty parametra a je dand kvadratické forma kladne definitna.
a) 227 + a3 + 323 + 2aw1 72 + 27173

b) 22 + 22 + 523 + 2ax1 29 — 22173 + 42073

c) ¥2 + 423 + 23 + 2ax179 + 102123 + 67973

d) 222 + 223 + 23 + 27125 + 62173 + 21073.

Odpovede: a) |a| < \/g, b) —2 <a <0, c), d) pre Ziadne a
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Pre dant kvadratickd formu urcte tie hodnoty parametra t € R, pre ktoré je kladne definitna.
a) 5a? + 3x3 + txd + dxy 1y — 3w173 — 27973

b) 222 + 23 + 323 + 2tz 29 + 27173

c) %x? + 223 — 3ta3 + 2w179 + 2tx073 + 23173

d) (2% + 23 + 23 + 22125 — 2w023) + t(67122 — 22103 — 22%) + (22 + 23)

(Poznédmka: Niekedy sa vypocet determinantov Dj, Do, ... moZe zjednodusit, ak zmenite
poradie premennych. Takdto zmena neovplyvni to, ¢ je matica kladne definitnd.)

Uloha 8.3.3. Z tdajov ktoré st zadané o symetrickej matici A zistite, ako vyzera kanonicky
tvar prislusnej kvadratickej formyE| (Dali by sa tieto tivahy pouzit na zistenie kanonického
tvaru pre niektoré kvadratické formy z predoslych prikladov?)

a) Matica A je kladne definitnd symetrickd matica rozmerov n x n.

b) Matica A je zdporne definitnd symetrickd matica rozmerov n X n.

c*) A je nenulovd symetrickd matica rozmerov 3 x 3, ktord ma nulovii stopu aj determinant,
t.j. det(A4) = Tr(A) = 0.

Uloha 8.3.4. Nech A je symetrickd redlna matica taka, ze D; > 0,Dy > 0,...,D, > 0.
(Determinanty Dy, maji rovnaky vyznam ako v tvrdeni [8.3.4]) Dokdzte, Ze potom a,, > 0.

Uloha 8.3.5. Ako D;. si ozna¢me determinant velkosti k x k v pravom dolnom rohu symet-
rickej matice A, t.j.

!/
1= |ann|
D _ | @n—-1,n—-1 Gn-1,n
2 — An,n—1 QAnn
ail a1z ... Ain
D/ | a21 az22 ... az2n
n — e e e
anl Gn2 Ann

Dokazte, ze A je kladne definitnd prave vtedy, ked vSetky determinanty D}, D, ..., D} st
kladné.

Uloha 8.3.6.

[Proll, 1201,1202] Pre ktoré z uvedenych kvadratickych foriem existuje reguldrna linedrna
transformécia premennych, ktora prevedie jednu z nich na druha?

a) fi = xf — wax3; fo = y1y2 — 35 f3 = 2122 + 23;

b) fi = @} + 4a3 + a3 + dzrwe — 2wow3; fo = Yy 4 2y3 — v3 + dyrye — 201y3 — Yy2ys;
fa=—422 — 22 — z§ — 42120 + 42123 + 182923

Uloha 8.3.7. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a @1, ..., &, € V. Definujme maticu
A = la;;|| tak, ze a;; = (&, ;). (Tato matica sa zvykne volat Gramova matica.) Dokézte,
7e |A] > 0 a Ze tieto vektory si linedrne nezévislé prave vtedy, ked |A| > 0.

Uloha 8.3.8*. [FS, 534] Pre kvadratické formy f = 3" ajjzizj a g = 3. bjjxx; definujeme

2,] 2,7
kvadratickd formu (f, g) = Y ai;jbijzix;. Ukédzte, ze ak f a g st kladne definitné, tak aj (f, g)
4,J
je kladne definitna.

1V ¢asti c) treba pouzit nejaké veci, ktoré budeme preberat v dalsich kapitoldch — sem som tlohu zaradil
iba preto, Ze sa podobd na ostatné Casti a ze suvisi s kanonickym tvarom kvadratickej formy.
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. n

Uloha 8.3.9*. [FS| 528] Pre kvadratickt formu Y 2? + Y. x;2; ndjdite hodnoty ro-
i=1 1<i<k<n

hovych determinantom Dy, ..., D,. Vedeli by ste ndjst aj nejakt transformaciu premennych,

ktora zodpovedd transformécii na diag(Dy, Da/D1, D3/Da, ..., D, /Dy_1) alebo na akykol-

vek diagonalny tvar?

10 oo 0

210 ... 0
[Vysledok: yf + 3y3 + 293 + - + Bthy2; P = T110.0]]

T

2 3 4 ° n

Uloha 8.3.10*. [FS| 529] Prevedte kvadratickt formu )  ;x; na diagonalny tvar.
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Kapitola 9

Podobnost matic

Uvodn4 ¢ast tejto kapitoly je spracovans na ziklade IKGGS| 9.4,9.5] a .... Podkapitola
obsahuje poznamky spracované J. Guricanom k tejto témeE]

V kapitole [8]sme sa zaoberali kvadratickymi formami a ukézali sme, Ze pri vhodnej zmene
premennych vieme kvadratickd formu upravit na velmi jednoduchy a pekny tvar (diagonélny,
pripadne kanonicky). St¢asne ndm vztah medzi tymito kvadratickymi formami povedal nieco
o vztahoch medzi ich maticami.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat do istej miery podobnym problémom. Tentokrat
sa vSak budeme snazit pomocou zmeny premennych néjst ¢o najkrajsi tvar matice linedrnej
transformaécie.

9.1 Matica prechodu, podobnost matic

Pripomenme, zZe ak a,...,d, je nejakd baza kone¢norozmerného vektorového priestoru V,
tak Tubovolny vektor z V' sa dé jednoznacéne vyjadrit v tvare ¥ = ¢1d1 + -+ - + ¢p@p. (Pozri
vetud.4.16]) Tento fakt ndm vlastne hovori, Ze baza ndm poskytuje akusi stradnicovi stistavu
v priestore V — kazdy vektor mé jednoznacne urcené suradnice cy,...,cy,.

Definicia 9.1.1. Ak &y,...,d, je baza vektorového priestoru V nad polom F a 4 € V, tak
n-ticu (e1,...,c,) € F™ taka, ze plati

—

’}/201&1+"'+Cn0_2n

—

nazyvame sdradnicami vektora 5§ v bdze a1, ..., 0.

Jednou z otézok, ktorymi sa budeme v tejto podkapitole zaoberat, je to, ako sa zmenia
suradnice vektora pri zmene bazy daného vektorového priestoru. Pri tom bude uzitocna
matica uvedend v nasledujicej definicii, ktord popisuje istym spésobom vztah medzi tymito
dvoma bazami.

Definicia 9.1.2. Nech ay,...,d, a &,...,d, st dve bazy vektorového priestoru V' nad

Thttp://modx.gurican.sk/assets/files/algebra_i_3/podobnost.pdf
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174 Matica prechodu, podobnost matic

polom F'. Nech p;; € I st také, Ze plati

—/ — — —
ay =p1101 + p12@ae + -+ - + PipQn
—/ — — —

Qg =pP2101 + P22z + - - - + PanQn

-/ — — —
Q) =Pp101 + Pn2Qa + - + PpnQp
Potom maticu P = ||p;;|| nazyvame matica prechodu od bézy &, ...,d, k baze a,...,a,.

Inak povedané, matica prechodu je takd matica P, ktorej i-ty riadok je tvoreny sturadni-
cami vektoru &; v bdze &, ..., dy,.

Poznamka 9.1.3. V literatire najdete Casto i presne opac¢nt definiciu, nez sme uviedli my.
Teda niektori autori by tito maticu nazvali maticou prechodu od &, ...,d), k d1,...,d,.

Sktsme si rozmysliet, ¢o vieme povedat o matici prechodu opa¢nym smerom, t.j. od
ay,...,ad, kad,...,d,. Ozna¢me tito maticu P’ = ||p;;||. Plati:
@i =Pl @y + Plipdly + -+ + Pl dl, =

:pél(pn@'l + p12ds + -+ 4 P1aln)+

Dy (p21G1 + Paa@a + - - + Poandin)+

+p;n(pn1&1 +pn20_22 + - +pnn62n)

(Vektory &, ..., sme upravili pomocou (9.1]).) Ttto rovnost teraz upravime tak, ze ddme
dokopy cleny obsahujuci ten isty vektor &; — inak povedané tak, ako sme ju zapisali pred
chvilou to znamenad, ze s¢itance teraz usporiadame po stlpcoch.

a; =(Pi1p11 + Piapo1 + - + PipPn1 )1+
+(Pip12 + Digpaz + - -+ + DiyPn2) G+

+(p;1p1n + p;2p2n +--+ p;np7Ln)&n

Obe predchadzajice ipravy sme mohli struc¢nejsie zapisat taktoﬂ

n
- ! =/ _
Q; = E P =
Jj=1

7Z jednoznac¢nosti vyjadrenia vektora v baze a1, . . ., &, vyplyva, Ze koeficienty na pravej strane
rovnosti sa musia rovnat

n n
> phpikdn = | > phpin | G-

1k=1 k=1 \j=1

J

n n
s

zn:, s 1, aki=k
j_lp”pjk_ w 0, inak.

2Aj v dalsom budeme pouzivat tento stru¢nejsi zipis pomocou sim, chcel som vsak aspon pri prvom
pouziti celil tpravu rozpisat trochu podrobnejsie tak, aby sticasne bolo vidno, Ze sa tam skutocne nésobil
i-ty riadok matice P’ s jednotlivymi stipcami a aby sme si uvedomili, e na v§menu poradia sumécie sa d4
v takychto pripadoch pozerat tak, Ze namiesto toho, aby sme rovnost precitali po riadkoch, si ju pre¢itame po
stipcoch. V pripade, e by vymena poradia sé¢itovania v niektorom z dalsich dokazov robila problémy, moze
pomdct prepisat si ju tak ako tu.
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Zistili sme teda, ze plat{ P'P = I, ¢o znamen4, ze P’ je inverzna matica k P (pozri pozndmku
5.5.8)).

Ukazme si, ako sme celé predchadzajice odvodenie mohli stru¢nejsie odvodit pomocou
maticového zapisu.

V prvom rade si uvedomme, ze vztah sa da ekvivalentne zapisat takto:

51 ay
: =P < : ) . (9.2)
(i:/ (i:’VL

1

=/

& ay
Kedze vektory a,...,a’ aj ai,...,d, tvoria bazu, matice : a | : | majd hodnost
1» )y B 9 ) 3
a’ﬂ,

07.71
n, Cize su regularne. Ak pomocou nich vyjadrime maticu P, zistime, Ze aj tato matica je
reguldrna (sicin dvoch reguldrnych), ¢ize k nej existuje inverzné.

Hned vidime, ze ak plati rovnost (9.2)), tak plati i

ay a1
p! : = N I
&’IIL a7l

Posledn4 rovnost znamen4 presne to, ze P~! je matica prechodu od &, ...,&, k @y,...,da,.
Mohli by sme pouzit aj postup, ktory by tplne presne kopiroval predchiadzajice odvodenie,

pricom by sme dostali
@1 dl
@.n (i.n

a

: )) uz vyplyva P'P = 1.

Qn

z ¢oho (na zéklade regularity matice (

Poznamka 9.1.4. Predchadzajice odvodenie v skuto¢nosti nebolo uplne korektné. Z vekto-
rov ay, ..., 0, mozeme vytvorit maticu typu n x n len vtedy, ak ide o vektory vo vektorovom
priestore V' = F". Toto vSsak mdzeme pomerne lahko opravit — staci si uvedomit, ze kazdy
n-rozmerny priestor je izomorfny s F™ (veta . Ak si pevne zvolime nejaky izomorfiz-
mus medzi V a F”, m6zeme potom uz vsetky tvahy robit v F™. Délezité je uvedomit si, ze
izomorfizmus neovplyvni veci ako dimenzia, linedrna kombinécia, linedrna nezavislost, sirad-

nice vektora v danej baze a pod. (Napriklad ak vektor ¥ € V mé v baze &, ..., &, siradnice
(c1,...,¢n) a f: V — F™ je lubovolny izomorfizmus, tak aj stradnice vektora f(¥) v baze
f@1),..., f(@) st (c1,...,cn). Z tejto skutoénosti dalej vyplyva, Ze sa zachovd aj matica

prechodu medzi dvoma bazami.)

V dalsich itvahdch budeme niekedy pouzivat podobné argumenty — bez toho, ze by sme
zdoraznili prechod do F™. Citatel si moze na prislusnych rozmysliet, Ze to skutoéne funguje.
Budeme vsak vzdy uvadzat aj odvodenie, ktoré sa neopiera o maticovy zapis, a teda pri nom
takyto prechod nie je potrebny.

Dokazali sme nasledujicu vetu:

Veta 9.1.5. Ak P je matica prechodu od bdzy &1, ...,0, k bize &Y, ...,a,,, tak matica P je
reguldrna a matica P~1 je matica prechodu opacnym smerom, teda od &y, ..., &, kdi,...,dp.

Ukazeme, ze to funguje aj naopak — pre kazdi bazu a regularnu maticu P pouzitim
predpisu (9.1) dostaneme opét bazu.
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176 Matica prechodu, podobnost matic

Tvrdenie 9.1.6. Nech P = ||p;;|| je reguldrna matica typu n X n a &i,...,08, je bdza
vektorového priestoru V. Potom aj vektory &, ..., d., urcéené vztahmi

—/ — — —
Q; = P1101 + P12Qe + - + P1pQyp

—/ — — —
Qg = P2101 + P220i2 + - - - + PanQin

oy = pnl&l +pn2&2 + - +pnn&n

tvoria bazu priestoru V.

Doékaz. Podla vety nam staci ukéazat, ze tieto vektory si linedrne nezavislé. Nech teda
c181 + -+ ¢pdy, = 0. Ak do tejto rovnosti dosadime vyjadrenia vektorov &, ..., & v béze
ai,..., 0, dostaneme

n
622 sz]&j Z Zczng &]

j=1 Jj=1 \i=1
Vsimnime si, ze koeficienty pri vektoroch &y, . . ., @, na pravej strane predchidzajicej rovnosti
su presne zlozky vektora (c1,...,c,)P. Pretoze vektory as, ..., &, st linedrne nezavislé, aby

platila tato rovnost, musia sa vsetky tieto koeficienty rovnat nule. Dostali sme teda rovnosti

(c1,...,¢cy) =0P71 =0
Cl="'"=Cp= 0
Tym sme ukdzali, ze @, ..., a, s linedrne nezdvislé. O

Opét moézeme to isté tvrdenie dokdzat aj s vyuzitim (9.2]).

Doékaz. Kedze dy,...,d, tvoria bazu, tak hodnost matice . | je n. Pretoze nasobenie

reguldrnou maticou nemeni hodnost, tak aj hodnost matice

je m, ¢o znamend, ze riadky tejto matice tvoria bazu vektorového priestoru V' (kedZze jeho
dimenzia je n; aj tu vyuzivame vetu [4.4.14)). O
Zmena suradnic vektora pri zmene bazy

Ukéazeme si ako pomocou matice prechodu moézeme dostat vzfah medzi vyjadrenim siradnic
daného vektora v dvoch réznych bazach.

Veta 9.1.7. Nech dy,...,d8, adl,...,a., si bdzy vektorového priestoru V. Nech P je matica
prechodu od bdzy &, ..., 08, kbdze dy,...,d&. . Nechy € V a(xy,...,2,) st siradnice vektora
5 v bdze @, ..., a0y, (),...,2,) st jeho siradnice v baze &, ...,da., . Potom plati
! /
(@1, ) = (27,...,2)P.
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Postup, ktory pouzijeme v ddkaze je v podstate rovnaky, ako tpravy pouzité v dokaze
predchadzajticeho tvrdenia.

Dékaz. To, ze vektor ¥ méa v baze a4, ..., d,, suradnice (21, ...,]) znamend, ze plati rovnost
= ! =/ ! =/
¥y =x100 + -+ x,0,.

Ak do tejto rovnosti dosadime za &, ..., d, z (9.1)), dostaneme

n

n n
¥= > piyd;.
i=1 =1
Aby sme dostali koeficienty pri jednotlivych vektoroch z ay, ..., d,, zmenime poradie s¢ito-
vania.
n n
DDV
j=1 =1
Vyraz Y ., «pi;, ktory sme dostali pri vektore @;, je presne j-ty prvok z n-tice (24, ...,z )P.
Tym je tvrdenie vety dokazané. O

Opéat mozeme predchddzajici dokaz zapisat struénejsie maticovym zapisom.

Dékaz. Uvedomme si najprv, Ze ¥ mé siradnice (z,...,2,) v bdze &, ..., &, prave vtedy,
ked plati rovnost

—

g =(x},...,2))

Spolu s rovnostou (9.2) potom dostaneme

o ay
(@%,-2) | :(xll,...w;l)P(:),

—/
225

teda suradnice v baze ay,...,ay su (zf,...,x,)P. O

Matica zobrazenia v danej baze

Definicia 9.1.8. Nech V je vektorovy priestor a f: V — V je linedrne zobrazenie. Nech
d1,..., 0y, je baza V. Matica zobrazenia f vzhladom na bdzu &, ..., d, je matica A = ||a;;||
takéa, ze plati

f(O_z'l) = ailﬁl R amo?n.

Predchadzajica definicia teda hovori, Ze matica zobrazenia f pri baze V je takd matica,
ktorej i-ty riadok tvoria stradnice obrazu i-teho bazového vektora v tejto baze.

Tato definicia do istej miery pripomina definiciu matice zobrazenia, ktord pozname z pr-
vého roénika (definicia . Tam sme pouzivali Standardnt bazu. Na rozdiel od pripadu,
ktory sme uviedli tu, nepozadovali sme, aby zobrazenie islo z daného vektorového priestoru
do toho istého priestoru. Podobne aj tu by sme mohli definovat o ¢osi vSeobecnejsi pojem ma-
tice linedrneho zobrazenia f: V' — W vzhladom na nejakd dvojicu béz (jedna z nich je bdzou
priestoru V' a druhd je bazou priestoru W), zatial sa vSak uspokojime s tymto jednoduchsim
pripadom.

Nasledujtice tvrdenie je do istej miery analogické s podobnym vysledkom z prvého rocnika,
ktory hovoril o rovnosti medzi obrazom vektora a suc¢inom vektora s maticou zobrazenia

(poznamka [5.4.10)).
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178 Matica prechodu, podobnost matic

Tvrdenie 9.1.9. Nech V' je vektorovy priestor, a1, ...,0, je bdzaV a f: V — V je linedrne

zobrazenie. Ak A je matica zobrazenia f pri bdze di,...,0, a vektor ¥ md v tejto bdze
stradnice (x1,...,Ty), tak jeho obraz f(7) md v tej istej bdze siradnice
(.Tl, ‘e ,l‘n)A

Dokaz. Podla predpokladov plati ¥ = z1d1 +- - - +x,d,. Ak pouZijeme na obe strany rovnosti
zobrazenie f, tak (s vyuzitim linearity f) dostaneme

f('?) = f (Zmz&z> = Zmzf(&z) = ZZ‘Z Zaijd'j =
i=1 i=1 =1

i=1

n

n
E Qj E TiQij-
7j=1 i=1

Vidime, ze j-ta stradnica vektora f(¥) v baze d1,...,d, je Y., T;a;j, ¢o je skutoéne j-ta
suradnica vektora (z1,...,z,)A. O

Opét nas bude zaujimat to, ako sa zmeni matica zobrazenia, ak zmenime bazu vektorového
priestoru.

Veta 9.1.10. Nech V je vektorové priestory, f: V — V je linedrne zobrazenie a Qy, ..., 0y,
&Y, ..., al s bdzy priestoru V. Ak P je matica prechodu od dy,...,d, k d},...,dal, A je
matica zobrazenia f pri bdze an,...,a, a B je matica tohoto zobrazenia pri bize &}, ..., d.,
tak plati

B =PAP % (9.3)

Dékaz. Uvazujme vektor 4, ktory ma v béze &, ...,d), stradnice (z,...,z}). Podla vety
mé tento vektor v baze dy, ..., d, stradnice (z}, ...,z )P. Dalej z tvrdeniamweme,
Ze tento vektor sa v zobrazeni f zobrazi na taky vektor, ktory m4 stiradnice (z7,...,2])PA
(ide opét o sdiradnice v bze @y, ..., d,.)

Schematicky mozeme situdciu v stradniciach dy, ..., d, znazornit takto

(@),..., 2 )P s (z,...,20,)PA.

Co dostaneme, ak sa na situdciu pozrieme v stradniciach @, . .. , a7 Stiradnice vektora
f(¥) vieme pouzitim vety previest do tejto bdzy pouzitim matice prechodu od &, ..., d’,
k @i,...,da,. Podla vety je to matica P!,

Vektor f(§) ma teda v baze &,...,a!, stradnice (2,...,2!)PAP~1. V stradniciach

n
~/

&y, ...,a to teda vyzerd takto:

(zh, ... 2)— (2},...,2] ) PAP™?
Podla tvrdenia v8ak stcasne musi platit, ze f(¥) ma v bdze &,...,a, suradnice
(xh,...,20)B.

(@) = (2, a) B

7 toho dostavame rovnost

(zh,...,2))B = (... 2/ )PAP™L,

!

PretoZe tdto rovnost plati pre Iubovolni n-ticu (zf,...,2),

rovnost

) € F™, musi platit maticova

B=PAPL.
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Definicia 9.1.11. Nech A, B su stvorcové matice nad polom F. Ak existuje matica P taka,
7e B = PAP~!' hovorime, 7e matice A a B st podobné.

Z vety[9.1.10|vyplyva, Ze 2 matice si podobné prave vtedy, ked existujui linedrne zobrazenie
a dvojica baz také, ze toto zobrazenie ma v jednej biaze maticu A a v druhej maticu B.
Je pomerne lahké overit, ze podobnost matic je relacia ekvivalencie.

Cvicenia
Uloha 9.1.1. Ukdite, ze podobnost matic (chdpand ako relicia na M, ,(F)) je reldcia
ekvivalencie.

Ijloha 9.1.2. Pre 0_21 = (2, 1), &2 - (1,2)7 gl = (*1, 1), 52 = (2,3), ’_}/'1 = (1,1), "72 = (3, 1)
Najdite:

a) Maticu P; prechodu od bazy &y, ds k baze B, Ba.

b) Maticu P, prechodu od bézy 51, 52 k baze 1, Y.

¢) Maticu P5 prechodu od bazy &, ds k baze 71, Y.

d) Aky je vztah medzi maticami Py, P> a P3?

Uloha 9.1.3. Néjdite vsetky matice, ktoré si podobné s nulovou maticou.

Uloha 9.1.4. Ak aspori jedna zo §tvorcovych matic A, B stupiia n je reguldrna, tak AB a
BA st podobné. Plati to aj za predpokladu, Ze nie su reguldrne?

Uloha 9.1.5. Nech A = ¢I. Aké matice st podobné s maticou A?

Uloha 9.1.6. Pre vektory 9; € R3, i = 1,2,3, oznaéme ako #; stradnice vektora v baze
ajh, Olg, A3 a & stradnice toho istého v baze &}, a4, &%. Najdite matice prechodu od dy, dl, &3
k &, d,,d, ak viete, ze @ = (1,2,1), & = (=1,1,1), @& = (=1,0,3), & = (1,—1,1),
Z3=(3,1,2) a & = (2,1,—2). (Ndvod: Bude to matica istého linedrneho zobrazenia.)

,

Uloha 9.1.7. Ukézte, ze ak matica A je podobnd matici B, tak aj matice A~! a B~! st
podobné.

Uloha 9.1.8. Ukéite, 7e ak A a B st podobné, tak maji rovnakd hodnost, determinant a
stopu. (Stopu matice sme definovali v tlohe [7.3.10})

Uloha 9.1.9. N4jdite vietky matice A také, Ze jedind matica, ktord je podobné s A, je prave
matica A. (Inak povedané, trieda ekvivalencie matice A je jednoprvkova.)

Nasledujice tlohy sa tykaju ,,dosadzovania“ matic do polynémov. Ak méme polyném
tvaru p(z) = cpa”™+- -+ 1z +co, kde ¢, . . ., ¢, € F, tak symbolom p(A) rozumieme maticu

p(A) =c, A"+ -+ 1A+ ol

Toto sa skuto¢ne podoba na dosadenie matice do toho istého polynému - s tym, ze posledny
¢len sme interpretovali ako cgA? = ¢oI. (Nemohli sme tam napisat iba ¢y — dostali by sme
tak stCet matice a ¢&isla, ¢o neddva zmysel.)

Mozeme sa pytat na to, aké polynémy vynuluji dant maticu, t.j. plati

p(A) = ch A" + -+ 1 Ax + ¢l = 0.

Neskor uvidime vysledok, ktorym sa dé dostat, ze maticu A vynuluje tzv. charakteristicky
polyndém — tento polyném vieme vypoéitat priamo z matice A (veta[0.2.14] nazyvana Cayley-
Hamiltonova veta). Ale aj s vedomostami, ktoré mame uz teraz, vieme pomerne lahko ukézat,
7e maticu A vynuluje nejaky polyném stupiia nanajvys n?. A s trochu vic¢sou ndmahou sa
nam to podari aj pre polyném stupna najviac n.
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180 Podobnost s diagondlnou maticou

Uloha 9.1.10. Nech A € M, (F). Ukédzte, Ze existuje nenulovy polyném stupiia nanajvys
n? taky, ze p(A) = 0.

Uloha 9.1.11. Nech 4 € M, »(F) a & € F". Dokazte, ze existuje nenulovy polyném stupria
nanajvys n taky, ze Zp(A) = 0.

Vysledok pre stupen n je asi vyhodnejsie dokazovat v podobe pre linearne transformaécie.
Ak méme vektorovy priestor V a linedrne zobrazenie f: V — V tak pre polyném p(x) =
cp ™ + - -+ + c1x + ¢g moZeme zobrat

p(f) = C7zfn+"'+01f+60’idv.

Ak naSe zobrazenie je zobrazenie f(Z) = FA, tak p(f) je zobrazenie uréené maticou p(A).
(VSeobecnejsie: Ak f mé pri nejakej baze maticu A, tak p(f) ma pri tej istej béze maticu

p(4).)

Uloha 9.1.12. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a f: V — V je linedrna transfor-
mécia. Ukazte, Zze pre Iubovolny polyném p(z) € Flz] je aj p(f): V — V linedrne transfor-
macia.

Uloha 9.1.13. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a f: V — V je linedrna transfor-
maécia. Ukézte, ze ak p1,p2 € Flz], tak pre ich stéin p(z) = p1(x) - p2(z) plati

p(f) = p1(f) o pa(f)-

Uloha 9.1.14*. Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor dimenzie n nad polom F'
a f: V = V je linedrna transformécia. Dokazte, Ze existuje nenulovy polyném p(z) € F[x]
taky, ze p(f) = 0.

Z toho dostdvame pre A € M, ,r) existenciu polynému stupiia najviac n takého, ze
p(A) = 0.

(Hint 1: Ak si zvolime nejaky nenulovy vektor & € V, tak dostaneme nejaky polyném
p1(x) na zéklade dlohy Co vieme povedat o dimenzii podpriestoru Ker(p;(f))? Hint
2: Vedeli by ste nejako pouzit podpriestor Im(p2(f)) a matematickii indukciu na dokonéenie
dékazu tohoto tvrdenia?)

9.2 Podobnost s diagonalnou maticou

9.2.1 Nutné a postacujice podmienky

Pre Stvorcovii maticu A je zaujimavé zistit, ¢i je podobnd s diagondlnou maticou, t.j. ¢i
existuje reguldrna matica P takd, ze PAP~! je diagonalna (matica). Kvoli zjednoduSeniu
budeme diagonalnu maticu

di 0 0
0 do 0
D= .
0 0 d,
skrétene zapisovat ako diag(dy,ds, ..., dy,).
Ak teda A je podobné diagonalnej, je PAP~! = diag(dy,ds,...,d,) = D pre vhodni
maticu P a vhodné é&isla dy, .. ., d,, potom vieme Jahko vypoéitat napr. A'°° ako

P~ 'diag(d}”, d5*°, ..., d,*°)P,
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alebo ak v danom poli existujd napr. V/di, ..., Vd,, tak vieme vypoéitat nieco ako v A (..
maticu B taku, ze B> = A) pomocou P~! - diag(vdy, Vds,...,\d,) - P (matica B nie je
vo vSeobecnosti uréend jednoznacne, toto je jedno mozné rieSenie). Alebo keby sme chceli

vypoéitat nie¢o typu e, mohli by sme pouzit Taylorov rozvoj e* =1 + z + o+ g—? +...a
potom pocitat
D2 3
=PI+ D+ G+ g+ )P =Pl diag(eh o) - P

Tento vypocet je urobeny formélne, bez toho, aby sme strazili konvergenciu potrebnych
radov, ale pri troche starostlivosti by sa dalo ukazat, ze je to pomerne zmysluplny postup.
D4 sa potom robit pre napr. funkcie f(z), ktoré maji Taylorov rozvoj, ktory pri dosadeni

vSetkych ¢isiel dy, ..., d, konverguje - t.j. vSetky sa nachadzaji vnitri polomeru konvergencie
prislusného Taylorovho radu.
D4 sa potom definovat aj nieco ako et = P~1 . diag(e®!,... ed"t) - P. (Ide o fun-

kciu, ktora kazdému redlnemu &islu ¢ priradi maticu.) Pre funkciu f(t) = e4?, potom plati
f'(t) = Af(t), o aspon trochu naznacuje, Ze takdto funkcia by mohla suvisiet s riesenim
diferencidlnych rovnic. (Na overenie rovnosti f/(t) = Af(t) sa stadl presved¢it o tom, Ze
(e) = P(eP?) P~! = PDeP P~ = PDP~1PePt P~ = Aet))

Jedna vec, ktord v danom momente nie je zrejma je, ¢i Cisla dy,...,d, zavisia od P
- matice prechodu - alebo nie. Z nasledujiceho postupu bude jasné, Ze nezdvisia (okrem
poradia).

Skisme si uvedomit, ¢o presne znamend, ze matica A je podobna s diagonalnou maticou
D. To ndm hovori, ze zobrazenie, ktoré ma pri standardnej baze maticu A, mé pri vhodnej
béze ay,...,a, maticu D = diag(dy,ds,...,d,). Pre kazdy z vektorov bazy teda plati

a; A =d;a;.

Skiisme sa na to este pozriet trochu inak. To, Ze A a D st podobné nam déva rovnosti

PAP™'=D
PA=DP
Oznacme teraz riadky matice P ako &y, ..., d,. Potom z predchadzajicej rovnosti dostaneme:

ay Ay
()=
Gim n
1A d1ds
( : ) = < : ) . (9.4)
GnA dnén
Ked porovname jednotlivé riadky matic v poslednej rovnosti, opat dostavame presne rovnaky
vztah

Q1

QL

a; A =d;a;.
7d4 sa, ze pri zistovani, ¢i je dand matica podobna s diagonédlnou, by mohli hrat zaujimavu
ulohu dvojice ¢ € F' a & € F™ s vlastnostou @A = cd. Budeme sa teda teraz chvilu zaoberat
tym, ako takéto dvojice najst.

Definicia 9.2.1. Nech A je stvorcova matica nad polom F. Prvok ¢ € F nazveme vlastngm
¢islom matice A, ak existuje nenulovy vektor @ € F" taky, ze @A = cd.

Nenulovy vektor @ € F™ nazyvame vlastngm vektorom matice A, ak existuje ¢ € F (c
mbze byt aj 0) také, ze @A = cal.

Ak & je nenulovy vektor a pre ¢ € F plati @A = cd@, hovorime, aj, Ze (vlastny) vektor &
prislicha ku vlastnému ¢islu ¢, alebo Ze (vlastné) ¢islo ¢ prislicha ku vlastnému vektoru a.
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Ako ndjdeme vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A7
Najprv vlastné ¢isla: Pozrime sa nasledujice ekvivalentné tvrdenia:

1. ¢ je vlastné ¢islo matice A

2. Existuje nenulovy vektor & taky, ze dA = ca
3. Existuje nenulovy vektor & taky, ze @A = a(cl) (I je identickd matica)
4. Existuje nenulovy vektor @ taky, ze &(A —¢I) =0

5. Jadro zobrazenia s maticou A — ¢! je netrividlne (t.j. toto zobrazenie nie je injektivne,
t.j. matica A — ¢l je singuldrna).

6. Determinant matice A — ¢l je nulovy.

Kedze v tomto momente hladdme vhodné prvky ¢, mdZeme sa na determinant matice A — ¢l
v poslednom tvrdeni pozriet ako na vyraz v ,neznamej“ c - skiisme radsej pouzit premennii
x. Je dobre si uvedomit, ze |A — x| je polyném v premennej z, napriklad ak

A:(1 2),tak |A—xl|=’1x 2

0 4 0 d—z =(1-2)4—2)—0-2=4—5z+ 22

Posledne menovany determinant budeme nazyvat charakteristicky polyném matice A a ozna-
Covat ako cha(z), t.j. cha(z) = |A — aI|. Zistit vlastné ¢isla matice A teda znamend néjst
korene jej charakteristického polynému ch 4 (x).

Pre uvedeny priklad teda dostdvame, ze vlastné ¢isla si 1 a 4.

Najst vlastné vektory znamend teraz pre dané vlastné ¢islo ¢ najst netrividlne rieSenia

rovnice &(A — ¢I) = 0. Ak si napiSeme @ = (x1,...,x,), rovhicu moéZeme prepisat do tvaru
X1 0
X9 0

(A—eDTaT"=A—-cDT| 7 | =
Ty 0

¢o je vlastne homogénny systém rovnic s nezndmymi 1, . . ., z,, a maticou systému (A—cI)?.

Pre uvedent maticu
1 2
=0 1)

teda vieme, zZe jej vlastné ¢isla st 1 a 4. Najdime vlastné vektory:
Pre vlastné cislo 1:

C(1-1 2 \_ [0 2 o (00
A—1~I—< 0 4_1>—<03>,teda (A 1])—(23)

Hlad4dme riesenia homogénneho systému rovnic s poslednou maticou, t.j.

T _ (00 2 3 1
(A-1-1)" = < 2 3 0 0 0
odkial je vidief, ze vlastné vektory prislichajice vlastnému cislu 1 st nenulové vektory z
podpriestoru [(—2,1)] = [(—3,2)]. (Overte si, Ze napriklad (—3,2)A = (—3,2).)

2 b)
Pre vlastné ¢islo 4:

Ownlw
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(1-4 2 \ [ -3 2 o ar_ (30
e (50 2 ) () e a2

Hladame riesenia homogénneho systému rovnic s poslednou maticou, t.j.

-3 0 10 10
[ . T f— ~Y ~Y
a-em=(50)~(20)~(00)
odkial je vidiet, Ze vlastné vektory prislichajice vlastnému ¢islu 4 st nenulové vektory z
podpriestoru [(0,1)]. (Overte si, Ze (0,1)A = 4(0,1).)
Teraz sa mozeme zamysliet nad tym, akd maticu mé linedrna transformacia urcena v béze
(1,0), (0,1) maticou A v baze (—3,2), (0,1), t.j. ak &1 = (1,0),&2 = (0,1) aay = (—3,2),d2 =
(0,1), A= A= (= A), o bude AZ1*2(= AZ). Podla vzorca (9.3) je

_ -3 2
A% = PAS P, kde P:( 0 1 )
t.j. riadky matice P st vektory di,ds, t.j. generdtory podpriestorov [(—3,2)] (ktorého ne-
nulové vektory st vlastné vektory prislichajtice ku vlastnému ¢&islu 1) a [(0,1)] (ktorého
nenulové vektory si vlastné vektory prislichajiice ku vlastnému éislu 4). P je samozrejme
matica prechodu od epsilonovej ku alfovej baze. Ale AZ v i—tom riadku obsahuje sturadnice
obrazu vektora &; vyjadrené v baze d,ds, a kedze @; je vlastny vektor prislichajici ku
vlastnému ¢islu 1, je
a1A =1.07 + 0.ds

a podobne, kedze dls je vlastny vektor prislichajuci ku vlastnému ¢islu 4, je

QA = 0.0 + 4.d5

a preto je AS = diag(1,4) = ( (1) 2 > = PAP~!
Iny spdsob, ako m6zeme zddvodnit tito rovnost je pouzit rovnaky postup ako pri odvodeni

).

V predchddzajicom priklade tvorili vlastné vektory bazu priestoru R2?, v ktorom sme
pracovali. Vdaka tomu sme z nich dostali regularnu maticu P. Nasledujuci priklad ukazuje,
ze to tak nemusi byt vzdy.

Priklad 9.2.2. Vypocitajme vlastné ¢isla a vlastné vektory pre maticu

1 -3 3
A= 0 1 =2
0 0 1
-2z -3 3
Tu je cha(xz) = 0 l—z -2 | =(1-2)3 tj mame jediné vlastné &slo, 1 - je

0 0 1—x
trojndsobny koren charakteristického polynému - (to samo eSte nemusi byt na zdvadu). Ale
ked hladame vlastné vektory, zistime, Ze sa to rieSenia homogénneho systému rovnic s mati-

0 -3 3\ 0 0 0
cou(A-DT tj. | 0 0 -2 =| -3 0 0 |].Tato matica mé o¢ividne hodnost
0 0 0 3 -2 0
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2 a preto rieSenia tohoto systému tvoria jednorozmerny podpriestor ([(0,0,1)]), ktorého ne-
nulové prvky si jediné vlastné vektory tejto matice. Ako ukdzeme, toto je problém (mélo
linedrne nezavislych vlastnych vektorov), ktory sposobuje, Ze uvedend matica nie je podobnéd
so ziadnou diagonalnou maticou.

Veta 9.2.3. Nech A = ||a;j|| je Stvorcovd matica typu n x n nad polom F. Potom A je
podobnd s diagondlnou maticou prdve vtedy, ked spomedzi vlastniych vektorov vieme vybrat
bazu.

Dékaz. =: Nech A je podobna diagondlnej matici diag(dy,ds, ..., d,), t.j. existuje reguldrna
matica P taka, ze PAP~! = diag(dy,ds,...,d,). Potom ak ¢: F* — F™ je zobrazenie
s maticou A, t.j. A= Af = Af,l’“"g", tak maticu P mozeme povazovat za maticu prechodu
od bazy &1,...,&, ku baze @y,...,d,, kde dy,...,d, su postupne riadky matice P. Podla

vzorca (9.3) plati
PA¢ P! — AG1:0n
@ @ ’

a teda Agl’“"&" = diag(dy, da, ..., d,). Toto a vyznam matice Aglv'“’&n hovori, ze a1, ..., d,
st vektory s vlastnostou 4;A =0-a; 4+ ---+d;d; +---+0- &, = d;jd;, t.j. &t =1,...,n
s vlastné vektory matice A prislichaji po rade vlastnym ¢islam d;,i = 1,...,n (a tiez, ze
di,i =1,...,n si vlastné ¢isla). Ale kedze vektory &y, ..., d, st riadky reguldrnej matice P,
tvoria bazu F", takze vieme, Ze existuju vlastné vektory tvoriace bazu.

Opét i v tomto pripade by sme ako alternativne zdévodnenie mohli pouzit rovnaky postup
ako pri odvodeni (9.4)).

<: Nech sa z vlastnych vektorov matice A d& vybrat baza dy,...,d,. Potom ak tieto
vektory ulozime ako riadky do matice P, tak rovnako ako v prvej casti dokazu vidime,
7e PAP~! = PA;,P_1 = Agl’“”&". Ale matica Agl"“@" je diagondlna, lebo c1,...,¢c, su
vlastné cisla. O

Tato veta umoznuje zistit, ¢i je matica podobnd s diagonalnou alebo nie, ale jej pouzitie
je numericky pomerne ndroc¢né, a preto je vhodné (ak nds naozaj zaujima len tato skutoénost
a nie aj matica prechodu P) najst iné, aspon postacujice podmienky, ktoré zabezpecia to,
Ze matica A je podobnda diagonilnej. Jedna z dvoch, ktoré si uvedieme, je zalozena na leme

Lema 9.2.4. Nech A = ||ai;|| je Stvorcovd matica typu n x n nad polom F a vlastné &isla
C1,--.,Cp matice A st navzdjom rézne proky pola F, dy,...,d st vlastné vektory po rade
prislichajice c1, ..., cg. Potom si vektory dy,...,dy linedrne nezdvislé.

(Strucéne: Roznym vlastngm cislam zodpovedaji linedrne nezdvislé vlastné vektory.)

Dékaz. Sporom. Vektor @y je vlastny vektor a preto je nenulovy. Preto je zavislost vektorov
a1, .. .,ax ekvivalentnd s tym, zZe jeden z nich (pre ¢ > 1) linedrnou kombindciu predchidza-
jucich, t.j. existuju aq,...,a;,_1 také, ze

i = a0 + -+ a;—101

Predpokladajme, Ze sme vybrali najmensie i s takouto vlastnostou, t.j. ze vektory a1, ..., &1
uz su linedrne nezavislé. Teraz vyuzijeme, Ze a1, ..., dy su vlastné vektory, preto

QA = cid; = ¢i(a10y + -+ + ai—10i-1) = a0y + - + cia—idi_1,

kde aspon jedno z ¢éisiel aq, . .., a;—1 je nenulové (inak by bol vektor &; nulovy, ¢o sa vlastnému
vektoru nemdze stat) ale aj

(@10 + -+ a;—10;-1)A = ar@ A+ +a;—j@; 1A = cra1@y + - + ¢i—10;—-idi—1
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odkial porovnanim a prehodenim vsetkych ¢lenov na lavt stranu ziskame rovnost
(ci —c1)ardy + -+ + (¢ — ¢i—1)a;@i—1 =0

Ked7e vSetky éisla ¢;—cy, . .., ¢;—c;—1 st nenulové, tak aspon jedno z ¢isiel (¢;—cq)ay, .. ., (¢;—

¢i—1)a;i—1 je nenulové, ¢im dostédvame spor s linedrnou nezéavislostou vektorov ay, ..., & _1.
O

Prislusné postacujica podmienka (eSte stdle numericky pomerne ndro¢nd) potom znie

Désledok 9.2.5. Nech A = ||a;;|| je Stvorcovd matica typu n x n nad polom F a vlastné
éisla c1,...,c, matice A st navzdjom rézne pruky pola F (t.j. A md n navzdjom réznych
vlastngch cisiel z pola F). Potom A je podobnd s diagondlnou maticou.

Doékaz. Treba spojit vysledok lemy [9.2.4]a vety|9.2.3|a uvedomif si, ze n linedrne nezavislych
vektorov v priestore F'™ tvori bazu. O

Este sformulujme niekolko pomocnych kritérii, ktoré pomozu zistit skutoc¢nost, ze dve
konkrétne matice A, B nie si podobné (obe tieto kritérid naozaj funguji len jednym smerom,
t.j. ziadne z nich nevie potvrdit, ze matice A, B su podobné, vedia len vylucit tento fakt -
si to nutné podmienky na podobnost).

Lema 9.2.6. Nech A, B st stvorcové matice typu n X n nad polom F. Ak A a B st podobné,
tak cha(z) = chp(x).

Dékaz. Nech si A, B podobné, t.j. existuje takd reguldrna matica P, ze PAP™' = B.
Pocitajme

chp(x) = |B—al|=|PAP ' —xI|=|PAP ' —zPIP'|=|P(A—x)P7!| =
|P||A — 2I||P7| = |PPY|A—aI| = |I||A — zI| = |A — zI| = cha(z)
O
a este jednoduchsie kritérium
Désledok 9.2.7. Pre maticu A = ||a;;|| - stvorcovd matica typu n x n nad polom F polozme

Tr(A) = a11+ase+- -+ any - t.4. Tr(A) je siucet prokov na diagondle matice A. Ak si matice
A, B podobné, tak Tr(A) = Tr(B).

Hodnota Tr(A) sa nazyva stopa matice A.

Dokaz. Treba si uvedomit, ako vyzera charakteristicky polyném matice A, je to

ai] — & ai12 . A1n
a1 a99 — T N agn
A—zl =
anl o Upn—-1 GOpn — T

Podla definicie determinant |B| = ||b;;| je siet stéinov (—1)P)by 1y ... byy(n), kde ¢ € Sy,
Specidlne pre nasu maticu A — I si treba vdimnit, Ze pre ¢ identickt permutéciu, t.j. viber
diagondlnych prvkov tam mdame ¢len +(a1; — ) -+ - (ann — x). Ak zoberieme akykolvek iny
sucin, neobsahuje aspon jeden diagonalny prvok, ale musi obsahovat z kazdého riadka a
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kazdého stipca préve jeden prvok, tak musi existovat eSte jeden diagondlny prvok, ktory
neobsahuje a preto ako polyném v premennej x ma stupen najviac n — 2. Kedze

(11 —2) - (apn —2) = (=1)"2" + (=1)" a1 + -+ @pn)z™ 4 ...
=(-D"z+ (-1)" T Tr(A)z" " + ...

a ostatné stuciny neovplyvnia koeficienty pri ™ a 2"~ ! v cha(x), a podla predoslej lemy
cha(x) = chp(x). Preto ich koeficienty pri 2"~ ! sii rovnaké, ale tieto koeficienty st (az na
znamienko) Tr(A), respektive Tr(B), dostdvame rovnost Tr(A) = Tr(B). O

Iny dokaz. Lahko sa da overif, ze plati Tr(AB) = Tr(BA) (tloha [5.4.4). Z toho mame
Tr(PAP™Y) = Tr(APP~1) = Tr(A). O

Podobnym sp6sobom sa da dokézat, ze podobné matice A, B maji rovnaké determinanty
(az na znamienko st to absolitne koeficienty - koeficienty pri 2° - v charakteristickych poly-
némoch). Opét, ten isty fakt moézeme dokdzat aj pouzitim rovnosti |AB| = |A||B| = |BA|.

Priklad 9.2.8. Ak si vezmeme matice A = (}9) a B = (} 1), tak vidime, Ze obe matice
maji rovnaky charakteristicky polyném cha(x) = chp(z) = (z — 1)2. Lahko sa overi, Ze
matica B nie je podobna so ziadnou diagonalnou maticou

Tento priklad teda ukazuje, Ze implikdcie v leme plati iba jednym smerom. (Iny
kontrapriklad moézete najst v iilohe )

9.2.2 Symetrické matice — veta o hlavnych osiach

Teraz prejdeme ku druhému slubovanému kritériu, ktoré zabezpeci, Ze matica je podobna s
diagondlnou. Je zaloZené na tplne inom principe ako kritérium z dosledku 0:2.5] Nizie je
sformulované pod ndzvom ,veta o hlavnych osiach“ (veta . Numericky je velmi jedno-
duché, ale ma pomerne tizky ,rozsah aplikovatelnosti“ — hovori, ze kazda redlna symetricka
matica je podobna s diagonalnou maticou a ze dokonca v tomto pripade vieme podobnost
zabezpecit pomocou ortogondlnej matice P, t.j. tato podobnost je zaroven kongruencia matic
(lebo ortogondlna matica je definovand ako matica P spltiajica podmienku PT = P~ a teda
PAP~! = PAPT). Takiito podobnost budeme nazyvat ortogonilna podobnost.

Zastavme sa chvilu pri definicii ortogonalnej matice. Podla definicie je to matica, kto-
ra spiﬁa PPT = PTP = I. Rovnost PPT = [ vlastne znamen, e riadky matice P st
ortonormélne vektory. Rovnost PTP = I hovori to isté o stipcoch matice P.

Pred uvedenim samotnej vety o hlavnych osiach potrebujeme dve tvrdenia.

Veta 9.2.9 (Schurova veta). Nech A = ||a;;|| je Stvorcovd matica typu n x n nad polom R.
Nech vsetky vlastné cisla matice A su z pola R. Potom existuje hornd trojuholnikovd matica
T, ktora je ortogondlne podobnd s maticou A.

Dékaz. Nech a, € R je vlastné ¢islo matice A, nech &,, € R™ je vlastny vektor matice A

prislichajici ku a,, a ktory ma dizku 1. Nech @, ..., d,_1 su vektory v R", ktoré dopliiaji
@y, do ortonormdlnej bazy priestoru R™. Transformécia s maticou A (t.j. A je matica tejto
transformécie pri Standardnej bdze) ma v baze ay,. .., a, maticu A’, ktorej posledny riadok
obsahuje len jeden zaujimavy prvok — posledny prvok je a, a ostatné prvky v poslednom
riadku st nuly, t.j. ak st riadky matice P po rade vektory &y, ..., &, tak
C1
B i = A' = PAPT
Cp—1
0...0 an,
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Kedze riadky matice P st ortonormaélne vektory, plati PT = P!

(matica P je ortogondlna).

Cely dokaz teraz urobime indukciou. Start indukcie — matica A je 1 x 1, teda A je horna
trojuholnikova a nemame co dokazovat.

Nech to teraz plati pre vSetky matice B typu (n — 1) x (n — 1). Urobme vyssie uvedent
uvahu. KedZe pre charakteristické polyndmy matic A a B plati vztah cha(z) = (z—ay)chp(x)
(lebo matice A, A’ sii podobné), kazd4 vlastnd hodnota matice B je vlastnd hodnota matice A
a preto vsetky vlastné hodnoty matice B lezia v poli R. Matica B je podla induk¢éného pred-
pokladu ortogondlne podobnd hornej trojuholnikovej matici, ozna¢me ju 7. Teda existuje
ortogonalna matica @ typu (n — 1) x (n — 1) taka, ze QBQT = T". Potom

0 C1 0
Q . B : , QT | | =
0 Cp—1 0
0...0[1 0...0] an 0...0[1
_(QBQT |y \ _ (T |y
0...0 | an 0...0] ap, /)’
kde v = (e1, ..., ¢n—1). Poslednd matica je ale vdaka indukénému predpokladu horné troju-

holnikova matica. Kedze je matica

ortogondlna (overte!), je tym je ukonéeny dokaz indukéného kroku. O

Ortogonalna podobnost zachoviva pojmy ako symetri¢nost, kososymetri¢nost a ortogo-
nélnost, t.j. ak je A symetrickd (kososymetrickd, ortogondlna) a P je ortogonalna matica,
potom PAPT je tiez symetrickd (kososymetrické, ortogonéalna). Ak je A symetrickd, a T je
horné trojuholnikové ortogondlne podobné s A, tak T' je tiez symetrickd, t.j. diagonalna. Ak
by sme vedeli, Ze redlna symetrickd matica A je ortogondlne podobnda hornej trojuholnikovej
- t.j. vdaka Schurovej vete sa sta¢i presvedcit, ze redlna symetrickd matica ma vzdy vsetky
vlastné ¢isla redlne - vedeli by sme, Ze je (dokonca ortogonalne) podobné diagondlnej matici.

Veta 9.2.10. Nech A = ||ai;|| je stvorcovd symetrickd matica typu nxn nad polom R, potom
vsetky vlastné cisla matice A su z pola R.

Dékaz. Podla predpokladu je polyném chs(z) polyném s redlnymi koeficientami, t.j. jeho
korene st bud realne alebo komplexné ¢isla. Budeme predpokladat, ze st to komplexné ¢isla
a+bi (a,b € R) a dokdzeme, Ze pre symetrick maticu A je vzdy b = 0, t.j. je to redlne éislo.
Kedze A = ||a;;|| je matica nad R, urcite je to aj matica nad polom komplexnych ¢isiel C.
Ak uvazujeme o jej (mozno komplexnom) vlastnom éisle z = a + bi, musi k nemu prislichat
(mozno komplexny) vlastny vektor (z1,...,2,) = (a1 + b1é,...,an + bni) = (a1,...,a,) +
(b1,...,bp)i (a;,b; € R), t.j. plati ZA = (a + bi)Z. Ak polozime & = (a1,...,a,) a B =
(b1,...,by), tak vdaka tomu, ze A je redlna matica modzeme tito rovnost napisat ako

(@+ Fi)A = (a+bi)(@ + Fi) = (ad — bF) + (af + bd)i
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Ale plati aj (@ + BZ)A = (@A) + (gA)i, kde vektory @A, EA st redlne vektory, aspon jeden
z nich nie je nulovy. Porovnanim redlnych a imagindrnych casti dostaneme

GA = ad—bf
BA = af+ba

Pozrime sa teraz na skaldrny stcin (@A, ). Jedna z moznosti, ako pocitat tento skaldrny sicin
je pouzit maticové nasobenie, presnejsie pre Standardny skaldrny siéin plati (Z,7) = Zy7.
Pouzitim tohoto vzorca dostaneme

(@A, ) = GABT = aATFT = a(FA)" = (a, fA)
Druh4 rovnost je dosledok symetrie matice A.
Pouzitim rovnosti pre @A a SA, ktoré sme ziskali vyssie dostaneme

= —

(@A, B) = (ad@ — b3, B) = ald@, B) — b(3, F)

KedZe aspon jeden z vektorov a, gje nenulovy, plati <E, 5) + (&, d) > 0. Preto z poslednej
rovnosti vyplyva b = 0, a teda vlastné ¢islo z = a + 0¢ je redlne cislo. O

Na zaklade Schurovej vety teda dostavame tvrdenie, ktoré je zname ako , Veta o hlavnych
osiach“:

Veta 9.2.11 (o hlavnych osiach). Nech A = ||a;;|| je stvorcovd symetrickd matica typu n xn
nad polom R, potom A je ortogondlne podobnd s diagondlnou maticou.

Pri hladani prislusnej ortogondlnej matice prechodu je uzitoéné vediet nasledujici fakt

Veta 9.2.12. Nech A = ||a;;|| je stvorcovd symetrickd matica typu n x n nad polom R, nech
a # b st dve vlastné cisla matice A a nech @ je vlastng vektor prislichajici ku vlastnému
¢islu a, podobne gje vlastny vektor prislichajici ku viastnému cislu b. Potom a L ﬁ (t.j. a
a E st na seba kolmé v zmysle standardného skaldrneho sicinu).

oJi

Dékaz. Jedno z &isiel a, b je nenulové, nech je to a. Vypocitajme hodnotu af

B):

- — - -

a(@, B) = (ad, B) = (dA, B) = GART = GATFT = G(FA)T = (d, fA) = (a,b6) = b(d, f)

-,

¢ize (a — b){a@, ) =0 a pretoze a — b # 0, je skalarny stiéin (&, q) =0,tj.al B. O
Tlustrujme si pouzitie tejto vety na konkrétnom priklade.

Priklad 9.2.13.
1 4 -2
A= ( 4 1 72)
—2 -2 -2

Ak existuji, najdite ortogonalnu maticu P a diagondlnu maticu D tak, aby D = PAPT.
Charakteristicky polyném je —(z + 3)%(z — 6), ¢iZe vlastné hodnoty st —3 a 6.
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Riesenim stistav s maticami (A+31)7 resp. (A—6I)T dostaneme vlastné vektory. Délezité
je vlastné vektory normalizovat, pripadne ak je niektora vlastné hodnota viacnasobnd, tak
aj z nich urobit ortonormélnu bézu. (Aby sme dostali ortogondlnu maticu.) Vdaka predché-
dzajicej vete mame automaticky zabezpecené, ze vlastné vektory pre rozne vlastné hodnoty
budi na seba kolmé.

Vlastné vektory prislichajice k —3 st (%, —%, 0), (ﬁ, ﬁ, %) Vlastny vektor pri-
2 2

slichajuci k 6 je ( —%) Ked tieto vektory ddme do stipcov dostaneme hladand maticu

373
P.
1 1 2 A _1 9
G- (BTN (2
—2)=|-% 3 2 0 30 2 L 4
222 N 0 06/ \ 32 32 32
3v2 3 3 3 73

Veta o hlavnych osiach ndm poskytuje rozklad symetrickej matice na matice projekcie.
Ortogonalna podobnost matice A s diagondlnou maticou nam totiz hovori, Ze existuje orto-
gonalna matica P taka, ze

A= PTDP,

pri¢om vieme, Ze na diagonale matice D su vlastné ¢isla dy, . .., d, matice A a riadky matice
P sa vlastné vektory matice A. Predchadzajicu rovnost potom mozeme upravit na tvar

dy
. ) an didy
-7 [0 d2 - . -7 ~T :
A= (af ... al) - ol =(af ... al) :
0 ... 0 dy
A=diala, + dodtdy + -+ dyala, (9.5)

Predchédzajuci zapis sa niekedy zvykne nazyvat spektrdlny rozklad matice A.

Vsimnime si, Ze maticu A sme rozlozili na sicet ndsobkov ortogonalnych projekcii do sme-
rov vlastnych vektorov. (Matica @' @; je presne matica ortogondlnej projekcie na podpriestor
[d@;] — pozri tlohu [7.3.14)).

Mozeme si vSimnut, ze matice tvaru A = @' @ maju niektoré pekné vlastnosti. Oc¢ividne
plati AT = A, ¢ize takato matica je symetrickd. Vdaka tomu, ze matica P je ortogonalna, st
vlastné vektory dy, . . ., &, ortonormélne. Specidlne vdaka tomu, ze maji velkost 1, dostaneme
AA = dT(@aT)a = a’.1.a = a’a = A. Matice (a im zodpovedajtice linedrne zobrazenia),
pre ktoré plati A2 = A sa zvyknd nazyvat projekcie.

T

9.2.3 Cayley-Hamiltonova veta

Ak by sme cheeli tedriu nac¢ati v tomto texte cheeli Studovat seriéznejsie, potrebovali by sme
tzv. Caley-Hamiltonovu vetu, my ju teraz uvedieme len ako malé doplnenie problematiky a
mozno ako zaujimavost.

Veta 9.2.14 (Cayley-Hamilton). Nech A je stvorcovd matica nad polom F. Potom A je
koreriom svojho charakteristického polynému, presnejsie ak je cha(x) = (—=1)"a"+cp, 12" 1+
coodeg tak (m1D)"A" + ¢ 1AM 4 4ol = ][0

Dokaz. Vzhladom na to, ze charakteristicky polyném je determinant, je vhodné pripomentt
jednu zaujimavt vlastnost - v prvom semestri sme ju pouzivali pre vypocet inverznej matice
ku reguldrnej matici. Teraz ju uvedieme v trochu vseobecnejsej formuldacii, ktora vyuzijeme
v dokaze: majme Stvorcovi maticu A typu n x n. Znakom A;; (1 < i,j < n) oznaéme
determinant matice, ktord z A vznikne vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca vynasobeny
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190 Podobnost s diagondlnou maticou

¢islom (—1)"7 (tzv. algebraicky doplnok prvku a;; matice A). Zndmy vzorec na vypocet
inverznej matice ku reguldrnej matici A (veta|6.5.1) hovori, ze

A Ax Ani
AT TA Al
Axz Azo An2
AL [A] [Al [A]
A Aon Ann
[A] [Al [A]

¢o je Specidlny pripad nasledujiceho vzorca:

A A ... An 10 . 0

A12 A22 . Ang o1 ... 0
AL =A-L s [ FAL

Ain Ao ... Apy 00 ... 1

ktory plati aj v pripade, Ze je |A| = 0. (A d& sa dokézat podobne ako veta M)
Matica

Ay An ... Am
A12 A22 e Ang
Aln AZn v Ann

sa oznacuje znakom adj(A), t.j. plati A -adj(4) =|A4]-I.

Naviac je dolezité to, ze pojem determinantu mézeme rovnako ako pre matice nad (neja-
kym) polom F zaviest pre matice nad lubovolnym komutativnym okruhom a v pripade, Ze je
to okruh s 1, uvedeny vzorec bude platit (i ked mozno napr. nemézeme maticu upravit na re-
dukovany trojuholnikovy tvar a na zéklade zndmych viet o tom (tieto vety ostant v platnosti
aj pre matice nad komutativnym okruhom), ako sa sprava determinant pri elementarnych
riadkovych operacidch potom pocitat determinant - to je vo vseobecnosti vysada matic nad
poliami).

Teraz mézeme pristipit ku samotnému dékazu. Nech B = A — zI. Potom B;; ako (az na
znamienko) determinant ,podmatice“ matice B, ktord vznikla vynechanim jedného riadku
a jedného stipca je polyném stuptia menej ako n, t.j. nanajvys stuptia n — 1 v premennej z.
T.j. matica adj(B) je matica s prvkami z F[z], ¢o je komutativny okruh s 1.

Vzhladom na uvedené mozné stupne polynémov existuji také matice C,,_1,...C1,Cy -

vSetko matice n X n nad polom F' (t.j. ich prvky uz st konstanty, nie polynémy), ze
adj(A — 2I) = adj(B) = Cpp_12" ' 4+ -+ Crz + C
Oznacme si cha(x) = |B| = (=1)"2" + ¢ 12" 1+ - + 1z + ¢
|B|-T = (=1)"Iz"+cp - Iz" 4 - ter-Txtcol = B-adj(B) = (A—zI)-(Cp_12™ '+ - -4+-Crz+Cp),

odkial porovnanim ,koeficientov* pri rovnakych mocniniach = dostaneme
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COI = ACO
Cl.[ = ACl - CO
ol = ACy—(C4
Cn—1l = Acnfl - Cn72
a nakoniec
()" = —Cha
Vynasobme zlava teraz postupne prvi rovnicu maticou I, druhi rovnicu maticou A, tretiu
rovnicu maticou A2, ..., a poslednd, t.j. rovnicu s poradovym ¢&islom n + 1 maticou A,
dostaneme
col = ACy
A = A0 — AC,
wA? = APC, - A’C4
CnflAn_l = A"Ch_1— A"‘lCn,g
a nakoniec
(-nHrA™ = —-A"C,—

Po scitani Tavych a pravych stran tychto rovnic dostaneme

(—1)"A" 4 cp A" At ] =
—A"C,_1+ (AnCn_l — Anilcn_g) + 4 (A302 — AzCl) -+ (A201 — AC()) + ACy = ||0||n><n

t.j. cha(A) = 0] O
Cvicenia

Uloha 9.2.1. N4jdite vlastné hodnoty a vlastné vektory danych matic nad polom C:

f) (53)
Ak taka matica existuje, najdite regularnu maticu P s vlastnostou, ze PAP~! je diagonélna.

Uloha 9.2.2. Ukézte, Ze vlastné vektory matice A typu n x n prislichajice k danej vlastnej
hodnote ¢ spolu s nulovym vektorom tvoria podpriestor priestoru F™.

Uloha 9.2.3. Ako vyzera matica A zodpovedajiica otodeniu v rovine okolo poéiatku strad-
nicovej sustavy o nenulovy uhol ¢7 Néjdite jej vlastné hodnoty a vlastné vektory v C? Ako
mozno geometricky interpretovat fakt, ze tato matica nemad realne vlastné vektory?

Uloha 9.2.4. Ukaite, ze pre ¢ € R~ {0} matica ($ %) nie je podobna s diagondlnou maticou.
AKk4 je geometrickd interpretéacia tohoto vysledku?
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192 Podobnost s diagondlnou maticou

Uloha 9.2.5. Ukéite, 7e ak k je smernica vlastného vektora matice A typu 2 x 2, tak k
spliia kvadraticki rovnicu ag; k2 + (a11 — az)k — a2 = 0.

Uloha 9.2.6. Ak A, B st reguldrne matice, tak AB a BA maji rovnaké vlastné hodnoty.

Uloha 9.2.7. Dokazte: Stvorcovd matica A je reguldrna prave vtedy, ked 0 nie je vlastné
¢islo matice A.

Ak A je regularna, tak c je vlastné ¢islo matice A prave vtedy, ked ¢! je vlastné &islo
matice A1,

Uloha 9.2.8. Ak A je idempotentné matica, ¢ize A2 = A, tak jej vlastné hodnoty mézu byt
jedine 0 alebo 1.

Uloha 9.2.9. Nech A je Stvorcova matica. Ukdzte, Ze X je vlastné &islo matice A prave vtedy,
ked A + a je vlastné ¢islo matice A + al.

Uloha 9.2.10. Nijdite (ak takd matica existuje) maticu P taku, ze PAP~' = D je diago-
néalna matica.

—210
2 (919)
1 2 1
b) ( 6 —1 0)
R
9(921)
110
Q) (439)

Uloha 9.2.11. N4jdite (ak takd matica existuje) ortogondlnu maticu P taki, ze PAPT = D
je diagonalna matica.

a)(lll
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3 10.. 0 0 n 0 ..00

Uloha 9.2.12. S matice A = ( 93,9 8) aB = ( oot 8) podobné? Ak &no,
00.. 0 n 0 0 201

néjdite maticu P taku, ze B = PAP~!.
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Uloha 9.2.13. Pre dané matice vyratajte charakteristické polynémy ch(z), chp(x). Vy-
ratajte aj stopu a determinant tychto matic a porovnajte ich s prislusnymi koeficientami
charakteristického polynému. St tieto matice podobné?
1 4 —2 1 5 —2
A:<4 1 72);B:(2 1 74).
—2 -4 -2
Uloha 9.2.14. Pre dané matice vyratajte charakteristické polynémy cha(z), chp(z). St
dané matice podobné?
1 4 -2 1 4 =2
A:(4 1 —2);B:(1 1 —8)
—2 -2 -2
Uloha 9.2.15*. N4jdite symetrickii a ortogondlnu maticu P taki, ze PAP~! je diagonilna
matica ak
a’? ab ab b?
ab a® b*> ab
ab b*> a% ab
b2 ab ab a®

A:

Uloha 9.2.16*. Nech V je vektorovy priestor vietkych matic typu n x n nad R, nech A € V
nech T: V — V je definované ako T'(X) = AX. Néjdite charakteristicky polyném matice
zobrazenia T a ukéazte, Ze ak matica A je podobna s diagondlnou maticou, tak aj 7" je podobna
s diagondlnou maticou. (Pozndmka: Matica zobrazenia T sice zavisi od volby bazy priestoru
V, nie je vsak fazké si uvedomit, ze charakteristicky polyném ani diagonalizovatelnost matice
sa nemenia prechodom k inej béze, ¢ize od volby bézy nezévisia.)

9.3 Krivky druhého radu

Ako aplikdciu vety o hlavnych osiach si popiSeme ako vyzeraji mnoziny bodov v rovine
popisané polynémom 2 premennych stupna 2. Z toho, ¢o si o nich povieme, by sndd mohlo
byt zrejmé, preco sa tato veta nazyva ,veta o hlavnych osiach®.

9.3.1 Ortogonalne matice 2 x 2

Najprv sa na chvilu zastavme pri ortogonalnych maticiach. Kedze chceme skiimat situaciu
v R2, budi nés hlavne zaujimat redlne symetrické matice rozmeru 2 x 2.

Pripomenme, Ze ortogonalna matica je Stvorcova matica O, ktora spiiia podmienku OOT =
1. Tato podmienka znamenad, ze riadky tejto matice tvoria ortonormélnu bazu v F™.

Ekvivalentne mézeme definovat ortogonalne matice podmienkou OTO = I, ¢o znamena,
Ze ortonorméalnu bézu tvoria stipce. Ind ekvivalentnd formulécia je, ze transponovand matica
k O je stcasne k tejto matici inverzna, t.j. OT = O~'. Takisto priamo z definicie vidno, Ze
ortogonalna matica musi byt regularna.

Lahko sa da ukazat, ze ortogondlne matice daného rozmeru tvoria vzhladom na nasobenie
matic grupu (tloha . Vsimnime si eSte jednu vlastnost ortogonalnych matic. Uvazujme
standardny skaldrny stcin na R™. Pre Iubovolné 2 vektory @, ﬁ € R™ a ortogonalnu maticu
O dostaneme

(@0, 60y = G0(B0)" = 00" 3" = ap" = (a, B).

Zistili sme, ze linedrne zobrazenie zodpovedajice matici O zachovava skalarny siacin. Z toho
Specidlne vyplyva, ze zachovava velkost a uhly vektorov.
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194 Krivky druhého radu

Teraz sa pozrime len na matice rozmeru 2 x 2. Ak redlna matica O = (‘é Z) je ortogonalna,
jej prvky musia spiﬁaﬁ’

a4+ =1
A+d?=1
ac+bd =0

Ak a = 0, dostaneme z prvej rovnice b = +1 a z tretej rovnice d = 0. Z toho potom
vyplyva ¢ = £1.

Ak b =0, dostaneme a = +1, c=0a d = +1.

Ak ab # 0 mozeme poslednti rovnicu vydelit ¢islom ab a dostaneme 7 + % = 0, dize
—g. Ak oznacime § = —% =: k, mame ¢ = bk a d = —ak. Po dosadeni do druhej rovnice

me

E [ShTeY
sVN

(a® + b)k? = 1.

Spolu s prvou rovnicou to znamens, ze k? = 1, a teda k = £1.

Lubovolné riesenie prvej rovnice je tvaru a = cosp, b = sinp. V zavislosti od volby k
dostaneme bud ¢ =siny a d = —cosp alebo ¢ = —sinp a d = cos ¢. Vsimnime si, ze tieto
riesenia zahfnaji aj pripad a = 0 a b = 0, ktoré sme riesili zvIast (pre ¢ =0, 5,7, %W)
Zistili sme teda, ze vSetky ortogonilne matice 2 x 2 st tvaru

cosp  singp cosyp  singp
—siny cosp sinp —cosp
pre ¢ € (0, 2m).

(Tieto riesenia mozno lahko nédjst aj na zdklade geometrického vyznamu rovnic, ktoré sme
pouzivali. Hladali sme vlastne vektory (a,b) a (¢, d), ktoré si navzajom kolmé a maji velkost
1. Skuste si nakreslit obrézok. )

Prva z uvedenych matic je presne matica otocenia okolo pociatku stradnicovej stustavy
o uhol ¢ proti smeru pohybu hodinovych ruci¢iek (staci si vS§imnit, Ze pri tomto linedrnom
zobrazen{ sa vektor (1,0) zobrazi na (cos ¢, sin ) a vektor (0,1) na (— sin ¢, cos ¢)).

7 rovnosti
cose sing \ (1 0 cosp siny
(singp — cos <p> - <O 1) ( singp  cos gp)
vidime, Ze ostatné ortogonalne matice zodpovedaji zobrazeniam, ktoré st zlozenim osovej
stumernosti podla osi z a otocenia o uhol .

Zaver: Linedrne zobrazenia zodpovedajice ortogondlnym maticiam s prave zobrazenia,
ktoré vznikni zloZenim osovych simernosti (podla osi prechadzajticej pociatkom) a oto¢en{
(okolo podiatku).

Nieco podobné plati aj vo vseobecnosti — kazda redlna ortogonalna matica sa dd napisat
ako su¢in matice nejakej rotacie okolo pociatku a matice, ktora zodpoveda linedrnemu zobra-
zeniu takému, ze jednotkové vektory sa pri nom nejakym spdsobom povymienaji a niektoré
z nich sa zmenia na opacné.

9.3.2 Popis kriviek druhého radu

Teraz sa uz skiisme dostat k otdzke, ktorou sme sa chceli zaoberat povodne — preskimat
krivky v rovine popisané rovnicami druhého stupna. Presnejsie, ak

fx1,22) = a112? + 2a102120 + a2 + 20171 + 2a0x2 + d, (9.6)
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kde aspon jedno z ¢isel a1, aia, age je nenulové (t.j. ¢len druhého stupina v tejto funkcii je
nenulovy), tak nds zaujima ako vyzerd mnozina bodov

K = {(x1,22) € R?, f(x1,25) = 0}.

Ako sa da uhadnut z oznacenia pouzitého v 7 tento problém bude nejako suvisiet
s kvadratickymi formami.

Ako sa d4 uhddnut z oznacenia pouzitého v ([9.6), tento problém bude nejako stvisiet
s kvadratickymi formami. Ak si v§imame len kvadratickt ¢ast predpisu f(z1, z2), vidime, Ze
ide o kvadraticki formu

2 2
g(x1,x2) = a112] + 26122122 + ag2x5.

ayl a2

Matica tejto kvadratickej formy A = (gl 32) je symetrickd. Podla vety o hlavnych osiach
teda existuje ortogondlna matica P tak, ze PAPT = diag(A1, A2), kde \; o st vlastné
¢isla matice A. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze P je maticou otocenia
okolo podciatku stradnicovej ststavy. (Ak by to nebola matica otocenia, staéi vyraz PAPT
zlava aj sprava vynasobif maticou (%, Pl).)

Matica P zodpovedd zmene premennych, ktord je linedrna, teda v novych stradniciach
bude rovnica nasej krivky vyzerat

Fyr,y2) = Myt + Aays + 2011 + 2bays +d' = 0.

Uvazujme najprv pripad, ze A1 Ay # 0. Potom méZeme tito rovnicu dalej upravit doplne-
nim na Stvorec. Zavedieme nové premenné z; = y; + ;’\—11, Zo = 1Yo + ;’\—Z. Dostaneme

flz1,20) = M2d + Xoz2 +d" = 0.

Geometricky zmena premennych, ktort sme urobili, zodpovedd posunutiu o vektor (— SV E)

V zavislosti od znamienka koeficientov vystupujtcich v tejto rovnici uz z nej vieme vycitat
tvar krivky. V pripade, Zze A1, A2 > 0 a d’ < 0, ako aj v pripade A;, 2 < 0 a d”’ > 0 ide
o elipsu.

Ak A\, X2 >0ad” > 0alebo A\, Ay <0 ad’ <0, tak uvedené rovnica nem4 riesenie.

V pripade, ze A1 a A2 maji rozne znamienka a d’ # 0, je to hyperbola.

Ak d” = 0 tak ide bud o jednobodovi mnozinu (ak A1 a A2 majd rovnaké znamienko)
alebo o dvojicu pretinajicich sa priamok (ak maji rézne znamienka).

Zostava nam vyriesit pripad, ked niektoré vlastné ¢islo je nulové. Nech napriklad A; = 0.
V tomto pripade mdzeme doplnenie na stvorec pouzit len v druhej premennej a dostaneme

)\223 + 2b121 + d/’ =0.

Ak by # 0, je to parabola. Ak by = 0, tak v zdvislosti od znamienka d” to moéze byt prazdna
mnozina (rovnaké znamienko ako Ay), priamka (ak d” = 0) alebo dvojica rovnobezngch pria-
mok.

Zistili sme teda, ze — s vynimkou degenerovanych pripadov — kazdéd krivka vyjadrena
rovnicou druhého stupna bude vhodne posunuté a otocena elipsa, hyperbola alebo parabola.
Vlastné hodnoty matice A ndm udévaji hlavnt a vedlajsiu poloos tychto kuzeloseciek.

9.3.3 Invarianty kriviek druhého radu

V tejto Casti si ukdzeme, ako mozno zistit typ krivky druhého rddu bez toho, aby sme ju
museli upravovat na kanonicky tvar.
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196 Krivky druhého radu

Definicia 9.3.1. Invariantom krivky druhého radu
alle + 2a1971T2 + aggl‘g + 2a121 + 2a022 +d =10

rozumieme taky algebraicky vyraz zavisiaci od ai1, a1z, as2, a1, as a d, ktory sa nezmeni, ak
tuto krivku vyjadrime v inych siradniciach, ktoré dostaneme posunutim a otocenim.

ail a2 a1
aA=|ag axp a
ai a9 d

ail; a2
a12 Aa22

Tvrdenie 9.3.2. Vyrazy s = Tr(A) = a11 + age, § = |A] =

st invariantms krivky druhého radu
anxf + 2a102129 + agga:% +2a12x1 +2a929 +d =0

Doékaz. Overme najprv, ze tieto vyrazy sa nezmenia pri posunuti. Polozme z; = y; + d; a
T9 = ys + do. Dostaneme

allx% + 2@12$1$2 + G,QQI'% + 2(11%1 + 2@21’2 + d=
a11y; + 2129192 + ays + 2(a1 + a11dy + a1adz)yr + 2(az + ageds + arady )ys + ar1di+
2a12d1d2 + (122613 + 2a1d1 + 2a2d2 +d.

. C o , , . ) air a2
Pre vyjadrenie krivky v novych siradniciach mame s = ay; + ag2, § = |4| = a o] @
12 22
aii ai2 a1 + aj1dy + arads
A= a1z a2 az + azeds + a1ady

a1+ aindy +ajady  as + azeds 4+ ar2d;  a11d? + 2a12dids + asedi + 2a1dy + 2asdy + d

Stac¢i si vSimnut, ze maticu v determinante A mdzeme dostat ako

1 O O aill ai12 al 1 O dl
0 1 0 ai12 Q29 QA2 0 1 d2
dy dy 1 ay ay d 00 1

(Pri hladani matic, ktorymi musime prendsobit poévodnd maticu, je mdze pomoct vSimnit
si, aké riadkové a stipcové operdcie sa daju pouzit.) Kedze sme pdvodni maticu ndsobili
maticami s determinantom 1, determinant sa tym nezmeni.

Teraz skisme to isté overit pre otocenie o uhol ¢, ¢ize x1 = yycosp + yasinp a xo =
—1 sin ¢ + ya cos . Dostaneme

2 2
a1127 + 2a1221 T2 + agex; + 2a121 + 20222 +d =

2 ©)—a92 cOS Y Sin )y Yo+

(a11 sin® o — 2a15 sin” p + agy cos? )Yz + 2(ay cos ¢ — az sin )y; + 2(a1 sin ¢ + az cos ) +d

(a11 cos? (p—2a15 €Os P sin Y+ags sin? gp)yf+2(a11 cos ¢ sin <p+a12(cos2 p—sin

Potom dostaneme

s = Tr(A) = (a1 cos® p—2a12 cos psin g+ags sin® @)+ (a1 sin? p—2a1 sin? Y+ag, cos? p) =
2 s 02 2 202

a11(cos® p + sin® ) + aga(cos® ¢ + sin® @) = a1y + age.

(5 — aiy cos? @w—2a12 cos @ sin p+az2 sin? 7] a1 cos @ sin <p+a12(cos2 <,ofsin2 Lp)fa22 cos @ sin ¢

ai1 cos @ sin <p+a12(cos2 <,ofsin2 Lp)fa22 cos @ sin ¢ aiy sin? @w+2a12 cos ¢ sin p+az2 cos? @

a sucasne

a1 cos? w—2a12 cos @ sin p+az2 sin? @ a1 cos psin ga-&-alz(cosQ gz:—sin2 p)—azzcospsing | _
a1 cos psin ¢+a12(c052 gafsin2 p)—as2 cos ¢ sin ¢ a1 sin? @w+2a12 cos ¢ sin p+azs cos? %)

cosp —singp) (a1 a2 cosp singp
siny  cosgp aj2 Q2 —sing cosy
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KedZze sme pdvodni maticu vyndsobili ortogonalnou maticou (a t4 ma determinant rovny 1),
determinant sa nezmeni.
Podobne dostaneme

aly aly ay cosp — as sing
ab, aho a1 sing +ascose | =
a1 Cos@ —azsiny ap sin g + ag cos d
cosp —singp 0 ail G2 a1 cosp singp 0
singp cosep O a2 G2 G2 —sing cosep 0
0 0 1 a1 ay d 0 0 1
Ani v tomto pripade sa determinant nezmeni. U

V predchadzajicej casti sme rozanalyzovali aki krivku dostaneme na zaklade znamienok
A1,2 a d”. Na uréenie tychto znamienok ndm vsak budu stacit aj spominané invarianty.

Uk4zali sme, 7e rovnicu krivky druhého rédu mozeme upravit na tvar A\ 22 + o253 +d” = 0
(v pripade, Ze obe vlastné hodnoty sii nenulové). V tomto pripade plati s = A\j + A2, § = A1 Ao,
A= X od".

V pripade, Ze A\; = 0 sa rovnica danej krivky dala upravit na tvar Aoz2 + 2by21 +d” = 0.
Hodnoty invariantov st s = Ag, § =0 a A = —b? \s.

Uvazujme najprv pripad § # 0, ktory zodpoveda tomu, ze obe vlastné hodnoty si nenu-
lové. Ak § > 0 znamend to, ze vlastné hodnoty maji rovnaké znamienka, ak 6 < 0 tak maja
opacné znamienka.

Ak maja vlastné hodnoty rovnaké znamienka, tak dostavame bud prazdnu mnozinu — ak
aj d” mé rovnaké znamienko ako vlastné hodnoty — alebo elipsu, ak mé opa¢né znamienko.

Ak A =0, znamen4 to, ze d’ = 0, ¢ize ide o jednobodovii mnozinu.

Nech teraz ¢ < 0, ¢ize vlastné hodnoty maji rézne znamienka. Pre d” # 0 (¢ize A # 0)
dostaneme hyperbolu. Ak je d” nulové, je to dvojica pretinajicich sa priamok.

Zostava nam pripad, ze niektora z vlastnych hodnét je nulova, podobne ako doteraz
budeme predpokladat, ze je to A\;. Potom ak b; je nenulové, ide o parabolu. To zodpoveda
tomu, ze A # 0. V opa¢nom pripade ide o dvojicu rovnobeznych priamok, jedini priamku
alebo prazdnu mnozinu (v zavislosti od toho, ¢i Ay a d’ maji rovnaké znamienka).

0>0 1| A#0 | elipsa alebo prdzdna mnozina
>0 A=0 jediny bod

0<0 | A#0 hyperbola

<0 | A=0 pretinajice sa priamky
=0 A#0 parabola

§=0| A=0| rovnobeiné priamky alebo

9.3.4 Kuzelosecky

Krivky, ktoré takymto sposobom dostaneme sa zvykni nazyvat kuzelosecky. Vieme ich totiz
dostat ako prienik kuzela s vhodnou rovinou. (Dvojicu rovnobeznych priamok vieme dostat
ako prienik valca s vhodnou rovinou.) Na prvy pohlad vidno, ze ak vezmeme kuzel 2% = 224>
a rovinu ax+by+cz = d, a ak napriklad koeficient ¢ je nenulovy, tak mo6zeme z druhej rovnice
vyjadrit z = % a dosadit do prvej, o¢ividne tak dostaneme rovnicu druhého stupna.

Pokiisme sa vyjadrit kuzelosecku v stradniciach urc¢enych danou rovinou. Nasa rovina
nech je dana rovnicou

(@1, 2, x3) = (b1, ba, bg) + t(u1, us, u3) + s(vi, ve, v3).
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198 Krivky druhého radu

Vhodné bude predpokladat, ze vektory @ = (u1,us2,us) a ¥ = (v1,v2,v3) st na seba kolmé.
(Takto vyjadrime hladant krivku v pravouhlej siradnicovej ststave.) Vyratajme jej prieseénik
s kuzelom 3 = 2% + 23. Po dosadeni za z1, z2 a x3 do rovnice kuzela dostaneme

(b3 + tU3 + 8’1)3)2 — (bl + tul + 5’01)2 - (bg + tUQ + SU2)2 =0
a po uprave
(u3 —u? — ud)t? + 2(uzvs — vy — ugvy)st + (v3 — v — v3)s*+

2(b3U3 — blul — bQUg)t -+ 2([)3”03 — bl’l)l — bQ’UQ)S -+ (bg — b% — b%) = 0

Ak s a t chapeme ako siradnice, vidime, ze ide skuto¢ne o krivku druhého stupna. Pokisme
sa vyratat aspon ¢ — tento invariant urcuje typ krivky.

2 2 2
uz—uj —us uzvz—uivi—u2v2 | _ 2 2 2 2 2 2\ _ _ 2 _
I S = (ug —uj —u3) (v — vy —v3) — (uzvz — UV — UV2)

22, 292, 292, 292, 292 9292 99 99 99
= ULV T UV + UZV3 + UV + UVT — UV — U3V] — UpU3 — U3V;

— u%vf — u%vg — u?,,vg — 2UUV1 V2 + 22U u3V1V3 + 2U2U3VaV3 =

= V3 + usv? — 2uugvi Vs — UTVS — UV 4 2u UzV1V3 — URVS — UV + 2UpUzVoU3 =
2 2 2
= (Ul’UQ — UQ’Ul) — (U1U3 — ’LL3’[)1) — (’LLQ'Ug — U3’U2)
Ak smerové vektory roviny st (uq,ug,us) a (vi,ve,v3), tak jej normédlovy vektor je

(n17n2,n3) = (U17U27U3) X (’01,’02,’03) = (UQ”U3 — U3V2,U3V1 — U1V3,UIV2 — UQUl)-

Dostali sme teda
2 2 2

0 =n3 —nj —ns.
Elipsu dostaneme v pripade, ze § > 0, ¢o zodpoveda tomu, ze normélovy vektor smeruje do
vnutra uvazovaného kuzela. Aby sme dostali parabolu, musi platit 6 = 0, t.j. normélovy vektor
patri uvaZovanému kuzelu. Vzhladom k tomu, Ze sme zobrali kuzel s rovnicou 2% = 23 + z3,
je to ekvivalentné s tym, ze rovina je rovnobeznd s niektorou priamkou leziacou na povrchu
kuzela. Zostavajuci pripad d < 0 zodpovedd tomu, Ze normalovy vektor smeruje mimo dany
kuzel.

Poktuisme sa pozriet na to, ¢i by sme nie¢o podobné dostali aj keby sme ratali s lubovolnym
kuzelom. Kuzel, ktory m4 os orientovant v smere vektora (0,0, 1) a vrchol v poéiatku sirad-
nicovej stistavy bude mat rovnicu 2% + 23 — az? = 0, kde a > 0 je nejakd kladna konstanta.
Ttito rovnicu mozeme prepisat v tvare ZKz! = 0 pre

10 0
K= (0 10 ) .
00 —a
Tato matica je diagondlna, Co znamend, ze je symetrickd a tiez, ze lahko vieme vyratat
10 0
inverzni maticu K—! = <8 o >
3
Zapisme rovnicu roviny ako ¥ = Zy + us + Ut, pricom predpokladdme, Ze u, U maju
jednotkovii velkost a st na seba kolmé. Po dosadeni do rovnice ZKZ7 = 0 dostaneme
aKal s? + (GKo" + 0Ka@)T st + TKvTt2 + - - = 0. (Chceme vyratat d, ¢iZze nds zaujimaji len
¢leny, ktoré su stupiia 2.) Mdme teda

§ = | @KaT aKaT
Ka’ vKoT
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V&imnime si, ze @K G7 = uyv; + ugvy — augvs = vKi! (alebo tiez ©Kv! = (@Ko1)T =
TKTa" = vKaT), teda uvedena matica je skutoéne symetrickd a moézeme pouzit to, ¢o sme
odvodili v predoslej ¢asti. (Pouzivame tu vysledky, ktoré platia pre symetrické matice.)

Na vyjadrenie tohoto determinantu nam pomoze, ked si vSimneme

i aKa" aKsT 0
v ) K (a% o7 k—aT ) = | sxa® skdT o0 ,
K 0 0 AK~'aT
kde 7 = 4 x ¥ je vektorovy sicin vektorov 4 a ¥, ¢ize je to normalovy vektor danej roviny.

Ak na obe strany rovnosti pouzijeme determinant, tak méame:

i | s
b ‘ |K| =6 0K '
AK~!

Stcéasne si moézeme viimnit, ze ik 17T = n% + n% - %n%, |IK|=—aa

Uy uz U3
V1 V2 U3

n
ny ny —2

1
2 2 2
=nj+ns— an?,,

a
v
AK !
7 ¢oho uz dostaneme
1
0=—a (n?—i—ng—ng ,
a

¢ize znamienko § je rovnaké ako znamienko vyrazu n? + n3 — %ng, ktory urcuje, akti polohu
mé dana rovina vzhladom ku kuzelu.

9.3.5 DMaximalna a minimalna vlastnd hodnota

Este sa pozrime na geometricky vyznam, ktory mé najviacésia a najmensia vlastnad hodnota
v pripade, Ze ide o elipsu. Uvazujme rovnicu uz upravenu na diagonalny tvar

M2 + hozl =d.

Nech napriklad A1 > As. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze obe vlastné hodnoty su kladné.
(V opa¢nom pripade by sme ich v predchddzajicej rovnici nahradili ich absoldtnymi hodno-
tami.)

Skisme hladat bod na elipse s najvi¢sou moznou vzdialenostou od jej stredu. Méame

d = M3+ Xz > No(2F + 23)
d

2 2
ry + x5 < —
1 27)\2

Vidime teda, Ze najviicSia mozna hodnota, akd moze vyraz 23 + x3 nadobtdat, je )\%. Tato
hodnota sa skutoc¢ne aj nadobida pre x; = 0. KedZe tato rovnica je uz v novych stiradniciach,
znamend to, ze bod z najvic¢Sou vzdialenostou od stredu lezi v smere vlastného vektora
prislichajiceho k Aq.

Vseobecne — vlastnd hodnota s najmensou absolitnou hodnotou a jej vlastny vektor
nam urcuju najvzdialenejsi bod elipsy od stredu, podobne ak vezmeme v absoliitnej hodnote
najvacsiu vlastni hodnotu a jej vlastny vektor, nadjeme tak najblizsi bod. Vlastné vektory
a vlastné ¢isla nam teda udavaju hlavné osi tejto elipsy.

Maximum z absolutnych hodnét vlastnych hodnét matice A sa zvykne nazyvat spektrdlny
polomer matice A. Je dolezity napriklad z toho dovodu, Ze — ako sme uz spominali — na
zistenie ¢i nejaky mocninovy rad obsahujtci matice konverguje je potrebné zistit, ¢i vsetky
vlastné hodnoty st mensie ako polomer konvergencie. Samozrejme, na to ndm staci skiimat
najvacsiu vlastni hodnotu.
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200 Jordanov normalny tvar

Cvicenia

Uloha 9.3.1. Dokézte, Ze ortogonalne matice typu n x n tvoria s operdciou ndsobenia matic
grupu.

9.4 Jordanov normalny tvar

Ked sme sa zaoberali kvadratickymi formami a kongruenciou matic, podarilo sa ndm ukazat,
7e kazdi maticu (kvadratickd formu) mozno upravit na diagonédlny tvar. Tento diagonalny
tvar bol teda spoloénym reprezentantom celej triedy kongruentnych matic.

Podobne aj pri podobnosti matic sa da z kazdej triedy vybrat ,pekny“ reprezentant.
Ako sme vsak videli v predchadzajucej kapitole, nie kazdd matica je podobna s diagonalnou.
Preto v tomto pripade matice reprezentujice jednotlivé triedy vyzeraju o Cosi komplikovanej-
sie. Ukazeme si jednu z moznosti vyberu takéhoto reprezentanta, ktora sa nazyva Jordanov
normalny tvar matice.

Vetu o Jordanovom normélnom tvare uvedieme bez ddkazu. Jeden mozny dokaz, ktory
vyuziva tedriu modulov (=isté zovSeobecnenie pojmu vektorového priestoru), sa mozete do-
zvediet na predmete Vybrané kapitoly z algebry [G3]. Dokaz toho tvrdenia moZete néjst aj
v [Z1] Kapitola 20]. Iny dékaz zaloZeny na teérii matic (vyuziva okrem iného aj komplexni
verziu Schurrovej vety) mozno ndjst v [HJ, Theorem 3.1.11].

Definicia 9.4.1. Jordanov blok velkosti k prislichajici ¢islu A je matica typu k x k tvaru

A1 o ... ... 0
0 A 1 0O ... 0
O FEN
0o ... ... 0 A1
0O ... ... ... 0 X

Veta 9.4.2 (Jordanov normélny tvar). Pre kaZdd maticu A nad C existuje blokovo diagondlna
matica J, ktorej diagondlne bloky su Jordanove bloky takd, Ze A je podobnd s maticou J.

Ty (A1) 0 0
0 sz()\g) 0 0
AN E '.' '.. .. E
0 0 Jk].o\jfl) 0
0 0 ka()\j)

Matica J sa nazjva Jordanov normalny tvar matice A.

Navyse plati, Ze matica J je jednoznacne urcend aZ na poradie Jordanoviych blokov na
diagondle.

Dalej plati, Ze dve matice A a B st podobné prave vtedy, ked maji rovnakyj Jordanov tvar
(az na poradie Jordanovyjch blokov).

Hodnoty A1, ..., \r vystupujice v predchddzajicej vete su vlastné hodnoty matice A.
V pripade, Ze je matica A diagonalizovatelna, vsetky Jordanove bloky v jej Jordanovom
normélnom tvare maju velkost 1.

Vieme, ze podobné matice maji rovnaku stopu i determinant. Kedze stopu a determinant
matice v Jordanovom normélnom tvare mozno vypocitat velmi jednoducho, vidime, ze stopa
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KAPITOLA 9. PODOBNOST MATIC 201

matice je presne stcet jej vlastnych hodnét (vrétane nésobnostﬂ) a determinant matice do-
staneme ako si¢in jej vlastnych hodnoét (vratane ndsobnosti). To isté sme uz vlastne odvodili
v dokaze dosledku a pozndmke za nim.

Ked uz pozndme kanonicky tvar z vety [0.4.2] na sposob, ako ho najst, mozeme prist velmi
podobne ako pri hladani diagonalnej matice podobnej s danou maticou.

Pre jednoduchost sa pozrime najprv na to, ¢o znamend, ze dand matica je podobna
s Jordanovym blokom, t.j. existuje takd regularna matica P, 7e plati PAP™! = J,(\).
Predchadzajicu rovnost mozeme prepisat ako

PA=J,(\)P

Oznac¢me riadky matice A ako @1, .. ., &, a precitajme si ti istil maticovii rovnost po riadkoch.

&1 A1 o ... 0 &1
Qi 0 X 1 0y
K A=l i} (9.7)
Qi1 0 ... 0 x 1]]|%—
ain 0 ... ... 0 A ain
a A A1+ as
G A Ads + as
: = : (9.8)
&y 1A An_1 + o,

anA Adin,

Porovnanim tychto matic vidime, ze musi platit
anA = Ay,

To znamend, ze A je vlastnd hodnota matice A a @, je vlastny vektor, ktory k nej prislicha.

Vlastné hodnoty a vlastné vektory uz vieme hladat — ndjdeme korene charakteristického

polynému |A — x| a pre ne potom riesime homogénnu stistavu uréenti maticou (A — \I)7.
Predchddzajuci vektor ma spliiat rovnost

Op_1A = Np_1 +ayp

alebo, ekvivalentne,
An—1(A = X)) = d,.

Vektor a,,_1 teda moézeme najst rieSenim nehomogénnej ststavy rovnic
T~T _ =T
(A=AD)'a,_, =a,.
Podobne postupujeme dalej — v kazdom kroku ndjdeme novy vektor riesenim sustavy

T ~T =T

(A=) d;_, =aj.

Ak néjdeme vektory spltiajice uvedené rovnosti, tak matica P skuto¢ne spliia rovnosti

a PAP~! = J,()\). Navyse, ukézali sme, 7e aby pre maticu P tieto rovnosti platili, jej
riadky musia spliat vSetky uvedené podmienky.

3Rozumieme tym nasobnost vlastnej hodnoty ako korefia charakteristického polynému.
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202 Jordanov normalny tvar

Na ten isty problém sa mdzeme pozrief este aj inym spésobom. Vieme, ze podobnost matic
znamend, ze obe matice predstavuju pri réznych bézach to isté zobrazenie. Cize hladdme bazu

a1, ..., 0y, pri ktorej mé zobrazenie uréené (pri Standardnej béze) maticou A maticu Jy(n).
To znamenad Specialne, ze ma platit

anA = X\,

O_zn—lA = )\&n—l + &n

01 = Ay + da

Dostali sme teda presne tie isté rovnice pre a7y, ..., dy.

Vo vseobecnosti mozeme mat Jordanovych blokov viac, nie iba jeden ako v predchadzaju-

cej tvahe. Ukazme si na konkrétnom priklade, ako mézeme potom najst Jordanov normalny
tvar danej matice.

Priklad 9.4.3. Nijdime Jordanov normélny tvar pre maticu

6 1 -3 2 )
-1 2 1 -3 0
A=11 0 1 3 0
-1 0 1 3 -2
-2 0 2 2 =2

1 -3 2 5 5 6-xz1 -3 2 5
-12-2z 1 -3 0 |(@)]| 0 2=z2—2z 0 0 011 0 0
cha(x) 1 0 1-z 3 0 |=|1 0 1-xz 3 0 |=(2—2z)| L 01-z 3 0 |=
-1 0 1 3-z -2 -1 0 1 3-z -2 10 1 3-z -2
-2 0 2 2 -—2-z -2 0 2 2 -2-z 20 2 2 -2-z
STYT R 8 e 6ov 4 205 g NS T S
_ - <) _ —x ) _ —x _
=2-z)| 1L 01—e 3 0 | =(2-x)| 5y 1732, 5 |=2-2)| 5 1732 o=
—1 o1 3oz 2 2 2 2 -2 0 0 2z—-42
-2 0 2 2 —2—z - ez T—% a—T
6-—z —4 2 5 6—z —4 12 0
6—2 —4 12 | 4 6—2 —4 12
_ 2 1 1-z 3 0 | _ 20 1 1-z 3 0] _ 2 4 2
=(2-2)7| 5 175, | =2-2)7| 5 1" lao| = (2-2) ’ LT 3T (2—z) ‘ oAz
0 0 -2 1 0 0 -2 1
6—x —4 12 6—2z —16 0
:(2—3:)3‘ 1 1—13)2(2—1‘)3’ 1 —2—10‘:(2—$)3|61x:21fw =
0 1 1 0 11

(2—2)?[(x—6)(x+2)+16] = (2 —2)®*(2? — 4z +4) = (2—2)°

Pouzité upravy:
(1) Pripocitanie tretieho riadku k druhému
(2) Laplaceov rozvoj podla druhého stipca
(3) Odpocitanie dvojndsobku tretieho riadku od Stvrtého.
(4) Pripocitanie druhého riadku k tretiemu
Nasli sme charakteristicky polyném

cha(z) = —(z — 2)°.
Jediny koren charakteristického polynému (a jedind vlastnd hodnota) je teda ¢islo 2.

Teraz ndjdeme k tejto vlastnej hodnote vlastné vektory. Riesime ststavu dani maticou
(A—2D)T.
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4 -1 1 —1 -2 10 0 0 O 10 0 0 O 10 000 10 0 00
1 0 0 0 O 0—-11 —1-2 0-11 —-1-2 0—-1 1 00 01-100
-3 1 -1 1 2 ~ 01 —-11 2 ~ o1 —-11 2 ~ 01 —-100 ~ 00 0 12
2 =33 1 2 0-3 3 1 2 0-33 1 2 0-3 300 00 0 00
5 0 0 —2—-4 00 0 —2—-4 00 0 1 2 00 012 00 0 00

Podpriestor rieSeni tejto stustavy je [(0,1,1,0,0),(0,0,0,2,—1)]. Lahko overime, Ze tieto
vektory s skutoc¢ne vlastné vektory prislichajice k vlastnej hodnote 2. Podobne je vlastnym
vektorom aj kazd4 ich linedrna kombindcia a(0, 1,1,0,0) + 5(0,0,0,2, —1).

Kedze mnozina vlastnych vektorov je dvojrozmernd, pre maticu A sa daji najst 2 linedrne
nezavislé vlastné vektory. Znamena to, ze jej Jordanov normalny tvar bude mat 2 Jordanove

bloky.

Teraz budeme riesit rovnicu zadan maticou (A —2I)7, v ktorej pravi stranu tvoria prave
vypocitané vlastné vektory.

4 -1 1 -1-2]0 1 0 0 0 0
1 0 00 0]a 4 -1 1 —1-2
31 -11 2 ]a |~]-31-11 2
2 -33 1 2|2 2 33 1 2
5 0 0 —2—4]—b 5 0 0 —2—4
10 0 0 0] a 10 000]
0-11 —1-2| —4a 0-11

01 -1 1 2| 4a ~]lo01 -100]
0-33 1 2 | —2a+2b 0-3300]|—
00 0 1 2| 3at+3d 00 0 12]
Nasli sme riesenie a(1,3,0,2,0) + b(0,

|~ a4

| a

| 0

| a

| 2b

| —b
a

%a—%b
Za+3b

St}

_%307%7

~

0) pre vlastny vektor a(0,1,1,0,0) +

10 0 0 0| a
0-11 —1-2| —4a

01 —-11 2| 4a ~
0-3 3 1 2 |—2a+2b
00 0 —2-4| —5a—b

10000 a
01-100]| 2a—3b
000 12| Za+ib

)

b(0,0,0,2, —1). KedZe sme nasli rieSenie pre kazdy vlastny vektor, oba Jordanove bloky musia
mat velkost aspon 2. Vzhladom k tomu, ze stcet ich velkosti je 5, musia to byt bloky velkosti
2 a 3. To znamena, Ze uz vieme, ako vyzerd Jordanov normalny tvar nasej matice, pokisime
sa vSak este dopocitat aj maticu prechodu.

Opét riesime ststavu danu tou istou maticou, pricom za prava stranu vezmeme lubovolny

3005 11

vektor tvaru a(l, 5,0, 3,0) +b(0,—5,0, 5,0).

4 -1 1 -1-2| a 1 0 0 0 0 |3a—30b 10 0 0 O 2a—1b

1 0 0 0 0 |2a-1b 4 -1 1 -1-2] a 0-11 —1-2| —5a+2b

-3 1 -11 2] o0 ~|l -31-11 2] o0 ~lo1-11 2| 2a-3b ~

2 =33 1 2 |3at3d 2 =33 1 2 | 3at3d 0-33 1 2| —%a+3b

5 0 0 —2-4] 0 5 0 0 —2-4] 0 00 0 —2-4|—-18a+3b

10 0 0 0] 2a—12b 10 000 2a—3b

0-1 1 —1-2] —5a+2b 0-1100]| —3%a+2

01 -11 2] %a=3%b | ~] 01 -100] 2a-1b

0-33 1 2 |—fa+3b 0-3 3 00| —2latily

00 0 1 2| d&a-2p 00 012] L2a—2p

Aby predchadzajica ststava mala riesenie, musi platit f%a + %b = f%a + ib (dostaneme
to porovnanim druhého a tretieho riadku). Z toho dostaneme a = b. Tym prejde sistava na
tvar

10 000]| a

0-1100]| —% 100 00| a

01 -100]| & ~|[01-100] 2

0-3 3 00]|—32a 000 12] 3a

00 012]| 5a

Ako jedno z mozZnych rieseni dostaneme a(1, %, 0, %, 0). Pri volbe a = 1 méme
> 105
a1 = (175703570)
ap = a1 (A—-2I)=(1,1,0,3,0)
as = a(A—2I)=(0,1,1,2,-1)

Dostali sme presne vlastny vektor zodpovedajici hodnotdm a = b = 1. Tieto 3 vektory
urcujui jeden Jordanov blok. Aby sme dostali druhy, potrebujeme pouzit nejaky vlastny vektor
linedrne nezéavisly od (0,1, 1,2, —1). MoZeme zvolit napriklad a = 1, b = 0:

3
92

5
’ 92

Qy = 0

as

(1 0)

a4(A—2I)=(0,1,1,0,0)
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Dostali sme teda

1 3032 0 2 100 0
1 1.0 3 0 0 2 1 00
P=|0 1 1 2 -1 J=]10 0 2 0 O
1 203 0 000 21
01 1 0 O 0 00 0 2
Pre tieto matice skutocne plati
J=PAP™.

Vlastné vektory st uréené rovnostou @(A — 2I) = 0 Vsimnime si, Ze pre ostatné vektory,
ktoré sme dostali v predoslom priklade plati @y (A —21)% = @4(A—20)2 =0a a@,(A—21)% =
0. Vektory, ktoré vyhovuju rovnici @(A — AI)™ pre nejaké n € N a A € C, sa nazjvaji
zovseobecnené vlastné vektory.

Vdaka tomuto pozorovaniu moézeme hladat vlastné vektory aj inym spoésobom. Konkrétne
ide o to, Ze sa moZeme pozriet na mocniny matice A — A1, teda na matice tvaru (A — \I)™.

Ak je matica A podobné s blokovo-diagonalnou maticou J pozostavajtucich Jordanovych
blokov, tak A — AI je podobna s maticou J — AI. Tato matica vyzerd tak, ze v blokoch
zodpovedajucich vlastnej hodnote A sa A nahradila nulou a v blokoch zodpovedajicich nejakej
vlastnej hodnote p # A nahradime na diagondle p ¢islom g — A.

Ak nds zaujima hodnost matice (A — A\I)™, stadi sa pozriet na maticu (J — A\I)™, lebo
podobné matice maju rovnaku hodnost. Tato matica je vyrazne jednoduchsia, takze ju bu-
deme asi vediet Tahsie umocnit. Skutoc¢ne, ak umocnujeme blokovo-diagonalnu maticu, tak
vysledok je opét blokovo-diagonalna matica, pricom jednotlivé bloky st mocninami blokov
vystupujtcich v pdvodnej matici. Takze sa ndm staci pozriet na to, ¢o sa deje pri umocnovani
jednotlivych blokov.

Z blokov zodpovedajucich vlastnej hodnote A sme dostali bloky takéhoto tvaru:

01 0 .. .. 0
00 1 © 0
0 010
0 01
0. ... )

Vidime, ze v kazdom taktomto bloku je jeden riadok nulovy a ostatné su linedrne nezavislé.
Bloky zodpovedajtce ostatnym vlastnym hodnotdam vyzeraju takto

p=x 1 0 .. .. 0

0 pu—XA 1 0 0
0 ' u—'/\ 1. 0
0 pn—A 1
0 R TEDN

Fakt, ze p — A # 0 zabezpedi, ze takdto blokova matica bude reguldrna.

Ked sa teraz pozrieme na celd maticu A — A1, tak tato matica obsahuje tolko nulovych
riadkov, kolko je v nej Jordanovych blokov prislichajicich k vlastnej hodnote A a ostatné
riadky sd linedrne nezavislé. Teda pocet Jordanovych blokov pre tuto vlastni hodnotu je
n — h(A — A\I), ak pévodnd matica A m4 rozmery n x n.

Este by sme si mali rozmysliet, ¢o dostaneme umocnovanim takychto matic. Nie je tazké
uvedomif si, ze ak umocnime Tubovolni maticu tvaru

0 C1,2 €C1,3 ... Cl,n
0 0 c2,3c2,4 C2.n
0 0 ch—2,n—1Cn—-1,n
0 0 Cn—1,n
0 .
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t.j. TubovoInl maticu, ktord ma na hlavnej diagonale aj pod nou samé nuly, tak v druhej
mocnine ndm pribudnt nuly tesne nad diagondlou. V tretej mocnine nam pribudne dalsia
vedlajsia diagondla pozostdvajica zo samych nil. (Do istej miery podobnd tivaha ako robime
za rovnostou (9.13).) Cize ked porovndme (k — 1)-vli a k-tu mocninu, tak ném pre kazdy
Jordanov blok velkosti aspon k pribudol jeden nulovy riadok.

Bloky, ktoré mali na diagonéle nenulové ¢isla p—A budd vo svojich mocninéch na diagonéale
nenulové ¢isla (i — A\)™ a zostant reguldrne. Podobné tivaha by fungovala aj pre Iubovolnd
maticu tvaru

dici2c1,3 ... Ci,n
0 do C2.3 €24 C2,n
0 dn—2 Cn—2,n—1 Cn—1,n
0 dn—1  Cn—1,n
0o ... .. dn

Ked zhrnieme doterajsie tivahy, zistili sme, ze v matici (A — AI)¥ je pocet nulovych
riadkov rovny ni + --- + ng, kde nj oznacuje pocet Jordanovych blokov velkosti aspon k
prislichajicich vlastnej hodnote A. Ostatné riadky sa linedrne nezavislé. Teda z hodnosti
takychto matic vieme zistit poc¢ty Jordanovych blokov jednotlivych velkosti.

Ukéazme si tento postup na tej istej matici ako v predoslom priklade.

6 1-32 5
Priklad 9.4.4. Opit teda budeme pracovat s maticou A = <_11 § :1} _gg 82>. UZ sme vyra-

—20 2 2 -2
tali, Ze charakteristicky polyném je cha(x) = —(z — 2)° a jediné vlastné é&islo je 2.

Pozrime sa teraz na to, ako vyzeraji mocniny matice (A — 2T). Z Cayley-Hamiltonovej
vety vieme, ze (A —2I)® = 0, teda budeme musiet ist nanajvys po piatu mocninu. (To vyzera
na prvy pohlad velmi pracne — ideme nasobit maticu 5 x 5 — ked si vSak vSimneme, ze druhy
a treti riadok sa lisia az na skalarny nasobok; podobne je to pre stvrty a piaty riadok; tak
ked mame druhy a Stvrty riadok v matici (A — 27 )27 hned pozndme aj treti a piaty, ktoré
dostaneme ako prislusné nasobky.)

41-32 5
-10 1 -3 0
A—2[:<10—13 0)
-10 1 1 -2
202 2 —4
04 4 8 —4
9 0-1-1-21
(A-2I)"=(01 1 2 -1
0-1-1-21
0-2-2-4 2
00000
(A—20)?®= {00000
00000
00000

Vidime, ze h(A —2I) =3, h((A —2I)?) =1 a h((A - 2I)3) = 0.

Z hodnosti, ktoré sme vyratali, vidime, ze pocet Jordanovych blokov je 2 =5 — 3. Pocet
blokov, ktoré maju velkost aspon dva je 2 = 3—1 a pocet blokov velkosti aspon tri je 1 = 1—0.
Teda mame jeden blok velkosti 2 a jeden blok velkosti 3. (MoZeme si v§imnut aj to, Ze ndm
stacilo ratat prvé dve mocniny.)

Teraz uz teda vieme, ako vyzerd Jordanov normélny tvar:

21 0 00
02100
J=10 0 2 0 O
0 00 2 1
00 0 0 2
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Nevyhoda oproti predoglému postupu je ta, ze sme nezostavili maticu P. (Cize pri predoslom
postupe sme mohli urobit kontrolu vynasobenim PAP~!.)

Tak sa skisme pozriet na to, ¢i by sme tu vedeli nijst zovseobecnené vlastné vektory.
Vektor @3 je tvaru ai(A — 21)2. Kazdy taky vektor je nasobkom vektora (0,1,1,2,—1).
(Pozerame sa na vektory, ktoré st v podpriestore generovanom riadkami matice (A — 27)2,
v nasom konkrétnom pripade je tento podpriestor jednorozmerny.) Mézeme teda zvolit ds =
(0,1,1,2,—1).

Mali by sme teraz ndjst vektor ds taky, ze dy(A — 2I) = a5 a vektor @; vyhovujici
rovnosti @ (A —2I) = dlp. To sa d& urobit riesenim stistavy; v podstate rovnaki stistavu sme
riesili pri poc¢itani predoslym postupom, vieme teda, Ze mozné rieSenia su a7 = (1, %, 0, g, 0),
ds = ay(A—2I)=(1,1,0,3,0).

Dalej by nés zaujimal vektor ds, ktory je vlastnym vektorom a stcasne sa da dostat ako
ds = d4(A — 21) pre nejaky vektor @4. (Tymto podmienkam vyhovuje aj vektor ds, my
chceme nejaky vektor, ktory nie je jeho ndsobkom.)

Vektor a5 teda patri do podpriestoru [(4,1,—3,2,5), (1,0,—1,3,0), (1,0, —1,—1,2)] gene-
rovaného riadkami matice (A — 27I). Stiéasne by mal byt vlastnym vektorom, teda by mal
lezat v podpriestore [(0,1,1,0,0),(0,0,0,2,—1)]. (Tento podpriestor sme nasli ako podpries-
tor rieSenf homogénneho systému s maticou (A — 2I)T uz v predoglom postupe.)

Prienik dvoch podpriestorov by sme vedeli vyratat, v tomto konkrétnom pripade mame
v8ak situdciu vyrazne zjednoduseni. Pretoze cely podpriestor [(0,1,1,0,0),(0,0,0,2,—1)] je
dvojrozmerny a mame v nom dva vektory linearne nezavislé s a ds, tak vieme, ze ten prienik
musi byt dvojrozmerny, bude sa teda zhodovat s podpriestorom [(0,1,1,0,0), (0,0,0,2, —1)].
Preto je vhodnym kandidatom pre &5 Iubovolny nenulovy vektor z tohoto podpriestoru

rozny od ds. Ak napriklad zvolime & = (0,1,1,0,0), tak rieSenim ststavy dostaneme
= 13005
ds = (1,3,0,3,0).

Poznamka 9.4.5. Na zaklade toho, Ze z hodnosti matic h((A — AI)*) sa d4 vycitat pocet
blokov jednotlivych velkosti, by sme vedeli dokazat aspon to, ze Jordanov normalny tvar je
jednoznacne urceny az na poradie blokov.

Cvicenia

Uloha 9.4.1. N4jdite Jordanov normélny tvar J matice 4 a regularnu maticu P taku, ze

00 1
A= (115)
010
by A=(0 31
<113—(1)>—11
o a=(2 %11
OEEIN
4= (24)
2 0 -1
o 4=(32 )
[a) cha(z) = —(z — 1)3, vlastng vektor (1,1,-2), J = (éi?) b) cha(z) = —(z —

1)3, jediny vlastny vektor (1,1,1), J = (é (%) i ¢) cha(z) = —(z — 1)*, vlastné vek-
i
1
0

1
1
1 000°
tory [(—1,1,0,0),(-2,0,-1,2)], J = (86 >; d) cha(x) = —(z — 2)3, vlastné vektory
00
210
[(1,0,-2), (0,1, -1)], J = (8%8)5 e) cha(x

7= ()

= —(z — 1)3, vlastné vektory [(1,—1,—1)],

(=l
O
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Uloha 9.4.2. Najdite Jordanov normélny tvar danych matic.
10 26 1 9 —6 —2 4-52 1 -3 3 7 —12 6 00
( 0) (11 ) (18—12 —3) (5-73) (—2—613) (10—19 10) (Oto) pret #0
2 12 18 —9 —6 6 —9 4 —1-438 12 —24 13 to0t
(200) (*1 0 0) (73 0 0) (100) (110) (10 0) (100)
Riesenia: (021 0 -1 1 0 -3 1 001 011 01 0 0¢1
002 0 0 —1 0 0 -3 000 001 00 -1 00t
Uloha 9.4.3. Nijdite Jordanov normalny tvar danych matic.
1 -303 3710 3-40 2 3-1 1 =7
-2 -6013 110 4-5-2 4 9 -3 -7-1
0 -31 305 00 3 —2 00 4 -8
—1-40 4-13 00 2 —1 0 4

0o 2 —
2100 110 O 0100
0200 01 0 O 0000
0021 00-11 0001
0002 00 0 —1 0000

Uloha 9.4.4. N4jdite Jordanov tvar danej matice:

-2 -5 3
a1 0 -1
0 -4 1
0o 1 -1
Bt o 1
2 =2 3
-1 1 0 1 1 0
Vysledky:a) [ 0 —1 o] b) [0 1 0
0 0 1 0 0 1

Uloha 9.4.5. Nijdite charakteristicky polyném a Jordanov tvar matice Néjdite aj prislusnt
maticu prechodu a zapiste prislusnii maticovi rovnost.

-3 0 4 1 4 -3 -2 -5 3 2-10 3-31 3-31
(3 7175) (()73 1 ) ( 1 0 71) (1 0 0) (2721) (272 1)
2 0 3 0—-4 1 0 —4 1 2 21 2-32 2 -3 -2

-110 -110 -110 110 110 -110
Vysledky: 0—10 0 —10 0 —10 011 010 0 —10
01 0 01 0 01 001 001 0 01

9.5 Aplikacie podobnosti a Jordanovho normalneho tvaru

9.5.1 Linearne rekurencie

Pomocou Jordanovho normélneho tvaru sa da odvodit riesenie linedrnych rekurentnych rov-
nic. My sa pre jednoduchost obmedzime na rekurencie druhého radu.
Pod linedrnou rekurenciou druhého rddu rozumieme predpis

An+1 = aAn + bAnfl, (99)

kde a,b € C. Je zrejmé, Ze ak nejakd postupnost (A4,)52; vyhovuje rovnici pre vsetky
n € N a ak pozndme jej pociatocné hodnoty Ag a Aj, tak tym je uz postupnost (A4,)52
jednoznacne urcena.

Zékladom pre to, aby sme mohli aplikovat nase poznatky o podobnosti matic na linedrne
rekurencie je uvedomit si, ze s rovnostou je ekvivalentny nasledovny maticovy zapis

An+1 _[a b An
(5) =00 G) o1
Charakteristicky polyném tejto matice je

a—x b
1 —T

cha(zx) = =xz(r—a)—b=2%—azx —b.
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208 Aplikacie podobnosti a Jordanovho normalneho tvaru

Vlastné hodnoty st rieSenia rovnice cha(x) = 0. Této rovnica sa zvykne nazyvat charakte-
ristickd rovnica rekurencie .

Pre vlastné hodnoty A; 2 matice A = (Cll 8) teda plati
AM+Al=a
L (9.11)
A1 A2 =—b

Z rovnosti (9.10) dostaneme postupne

S AnJrl _ An A2 Anfl _ __ AN Al
{aplik:EQMOCN} < A ) =A <Anl> =A (An2) =-..=A4 (A0> (9.12)

Ak pozndme Jordanov tvar matice A, t.j. ak plati A = P~1JP, tak tito rovnost vieme

prepisat ako
An+1 n Al -1 qn (Al
( An ) (AO> A()

Na dalsie vypocty potrebujeme vediet ako vyzeraji mocniny matice v Jordanovom nor-
mélnom tvare. V pripade, ze J je diagonalna matica, jednoducho umocnime prvky na diago-
nale. Pre matice 2 x 2 mame.

(MO n_ (AT 0
J(o )\2> = 7 (0 A
Vo vseobecnosti ndm sta¢i umocnovat Jordanove bloky. V pripade matice 2 x 2 je situacia
pomerne jednoduché:

. (A1 o (A% 02X n (A" mAnT!
{aplik:EQMOCNJORD} J = (0 A) J® = (0 )\2> J" = <0 \n (9.13)

Kedze pracujeme iba s rekurenciami druhého stupna, vystacime s maticami 2 x 2. Mo6-
zete si ale skusit rozmyslief, ze podobne to bude fungovat aj pre Jordanove bloky véc-
sich rozmerov, t.j. k-ta mocnina Jordanovho bloku obsahuje (poénic od diagondly) prvky
AERAR (B AR

Pozrime sa teraz nato, ¢o z predchadzajicich rovnosti dostaneme pre rekurentné postup-
nosti.

V pripade, ze Jordanov tvar je diagonalny, mame

(An+1) _ (p’n p/12) (/\’f 0) (pn P12) (Al) _ <p’11 p’m) (A? 0) (a’1> _
Ap Do Pho 0 A3) \p21 p22) \Ao Do Dho 0 A3) \ag
_ (plll p/12) (all)‘?) _ (plllall)‘? +P/12a6)‘5b>
Ph Pha) \apAs Po1a1 AT + PhoapAy
Ak porovname druhy riadok matic na lavej a pravej strane v predoslej rovnosti, vyslo
nam, ze
Ap = AT + ey

Na vyratanie konstant c¢; » mézeme pouzit to, Ze pozname inicidlne hodnoty Ag ;.
Pozrime sa na pripad, ze matica A nie je diagonalizovatelni. Jej Jordanov tvar potom
obsahuje jediny Jordanov blok velkosti 2. Vlastné hodnoty st rovnaké, ich spolo¢nti hodnotu
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oznac¢me A. Potom maéame

<An+1> — (P/n p'12> <)\n n)\nl) (pll P12> <A1> — (P/n p'12> <)\n n)‘nl) <G/1
An Py Pra) \ 0 A” P21 P22/ \ Ao Ph Pra) \ 0 A aj

_ (p/n p'12> <Q,1>\n +a6”>‘n1> _ ((p/nall + phaag) A" er/nn)\nl)
Py Dho ag\" (phya} + phoag) A" + phynA™ 1

Zistili sme, ze
A, = A" + con AL
Opit, konstanty c¢; o mézeme vyratat z pociatocnych podmienok.
Podobnym spésobom sa da odvodit aj vSeobecny vzfah pre linedrne rekurencie k-tého
stupna
Apik = k1 Ansk—1 + ck—2Anik—2 + -+ c1Ant1 + oAy,

Opét, rieSenie mdézeme najst ako linedrnu kombinaciu geometrickych postupnosti urcéenych
korenmi charakteristickej rovnice, v pripade, ze je niektory koren viacnasobny, treba brat do
tvahy okrem geometrickej postupnosti A\ aj postupnosti nA"~1, n2\"=2 ... (tolko z nich,
kolko je ndsobnost prislusného koreria).

Viac o linedrnych rekurenciach ako aj dokaz vety o tvare rieseni zalozeny prave na pouziti
Jordanovho normélneho tvaru mozete najst napriklad v [CFRI Section 2.2]. Iny dékaz mdzete
najst v [W].

Priklad 9.5.1. N4jdime vyjadrenie n-tého ¢lena Fibonacciho postupnosti uréenej predpisom
Foyw=F,+F,_1 (9.14)

a pociato¢nymi hodnotami
Fy=0,F; =1.

Maticovy zapis rovnice (9.14) je

(FHl) B G (1)> <FZ:T_L1) (9.15)

Charakteristickd rovnica je 22 — 2 — 1 = 0 a jej korene st

A2 = 5
Na zaklade Viétovych vztahov pre ne plati
A+ A =1,
A1Ag = —1.

Vlastné vektory pre vlastnii hodnotu A; ndjdeme rieSenim stistavy s maticou

1—XA 1\ (X 1
1 -xn) 1t -

Vidime, Ze obom rovniciam vyhovuje napriklad vektor (1, —\z).
Podobne vlastnym vektorom pre vlastnit hodnotu Ay je (1, —A1). Teda pre maticu

1 -
P(1 —)\1>
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plati PAP~! = diag(\1, \2).
Inverzna matica k matici P je

1 A1 A
p-1— 1 A2
(V)
Dosadenim do (9.12]) potom dostaneme
Fot) _por (A 0\ p (B _ L (=0 gty 1y 1 gt
F) 0 Ay Fo) A= M \ AT A% 1) X=X\ Ay — AT

Na zaklade porovnania spodného riadku na lavej a pravej strane predchadzajtcej rovnosti
vidno, ze

M-
DYDY

Ak dosadime Ay = % ai = 1_‘/5, tak mame

2
(55)" - (=)'
{aplikrekur:EQBINET} F, = 2 2 . (9.17)

V5

Vzorec (9.17) (resp. (9.16])) sa vold Cauchy-Binetova formula.

Maticové rovnosti a nam mozu pomdct nielen odvodit vzorec pre n-ty clen
postupnosti ale aj na odvodenie niektorych vztahov platnych pre rekurentné postupnosti.
Ako jednoduchy priklad si mézeme ukazat odvodenie vzorca pre siucet prvych n ¢lenov Fi-
bonacciho postupnosti.

Viac o vyuziti matic pri odvodzovani réznych identit platnych pre ¢leny Fibonacciho
postupnosti (pripadne aj vSeobecnejSie pre linedrne rekurencie druhého stuptia) sa mozete
do¢itat napriklad v [J, 1S].

{aplikrekur:EQBINETAB} F, (9.16)

Priklad 9.5.2. Vyuzijeme rovnosti

Ich séitanim dostaneme

B+ +F n—1y [ F2
S (I4 At e+ A" .
(F1+~-+Fn> THA++ A"k

Vsimnime si, ze plati

(A-DI+A+---+ A" H=A"— 1],

a teda
T+ A+ + A" =(A-1)"H (A" - ).

210



KAPITOLA 9. PODOBNOST MATIC 211

Lahko vypocitame, ze

a0 (s

(Tento fakt sme mohli spozorovat aj z charakteristickej rovnice. Podla Cayley-Hamiltonovej
vety [9.2.14] totiz musi platit cha(A) = A2 — A — I = 0, z ¢oho dostaneme A(A —1) =1 a
(A-1)"t=A)

Méme teda

Fot+-4+For1\ _ 4 p-lian Fo\ (1 1\ (Fry2—1\ _ (Fays—1
(F1+---+Fn>_(A D= =Nip =1 o Fop1—2) " \Fuyo—1)°
Vypocitali sme teda, ze

ZFk:Fn+2_1~
k=1

Poznamenajme, zZe identitu odvodeni v predchadzajicom priklade by sme mohli Tahko
overit indukciou. Za vyhodu uvedeného pristupu mozno povazovat to, ze takto sme boli
schopni tento vzorec objavit — pri dokaze indukciou musime najprv uhddnuf ako vzorec
vyzeré. (Této vyhoda je mozno zjavnejSia pri odvodzovani niektorych komplikovanejsich rov-
nost{; my sme sa uspokojili s tymto velmi jednoduchym prikladom.)

Cvicenia

Uloha 9.5.1. Najdite predpis pre n-ty ¢len danej rekurentnej postupnosti:

a) an = 5ap—1 — 6ay,_o, pricom ag =4 a a; =7;

b) an = an—1 + 2a,_2, pricom ag = 4 a a; = 5;

¢) ap = 6a,_1 — 9a,_2, priCom ag =2 a a; = 3;

d) an, = 2an—1 — 2a,_2, pricom ag = a; = 2.

[Vysledky: a) 527 — 37, b) 3-27 + (—1)"; ¢) 23" —n3" d) (1 + )" + (1 —i)".]

Viaceré cvicenia v tejto Casti st zamerané na dokaz niektorych identit tykajucich sa
Fibonacciho ¢isel pomocou matic. Pre mnohé z nich sa daju dokazat podobné vysledky aj
pre lubovolné rekurentné postupnosti druhého radu. Na porovnanie obtiaznosti si mozete
niektoré z nich skusit dokazaf aj matematickou indukciou, dosadenim vzorca pre n-ty
¢len alebo inymi sposobmi (generujuce funkcie, rézne metédy na vypodet sum, .. .).

{aplikrekurcvic:FIBDOUBL
Uloha 9.5.2. Ukézte, 7e pre maticu A = (1 1) a pre n € N plat{ A" = (F}}Zl Ffil)'
Na zaklade toho ukazte, ze:
a) Fy1F,_1 — F2 = (—1)" (Cassiniho identita)
b) Frin = FnFrny1 + Frn—1 F, (konvoluéna vlastnost)
C) Fyy, :Fn(FnJrl +Fn71) aFQnJrl :F»,%Jrl “FF,,%

Vedeli by ste pomocou vysledkov z Casti ¢) navrhnit efektivny algoritmus na vypocet

n-tého Fibonacciho c¢isla.

Uloha 9.5.3. Dokéite, ze S p_o Fars1 = Fonir) @ Dopo For = Fongr — 1.

Uloha 9.5.4. Ukéazte, ze ZZZO F,? = F,F,11. (Hint k maticovému odvodeniu: Comu sa
rovna (AF)2? Ind moznost: Pouzit nejako tilohu ).)

Uloha 9.5.5. Ukézte, ze Fb, = ZZ:O (Z) F}.. (Hint k maticovému odvodeniu: Skuste vyuzit
rovnost A2 =1+ A.)
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212 Aplikacie podobnosti a Jordanovho normalneho tvaru

Uloha 9.5.6. Nijdite vzorec pre Fj 141 a pre Fs,.

V zostavajucich tlohach budeme pouzivat aj iné postupy ako pouzitie matic. Cielom je
ukézat niektoré zaujimavé vlastnosti Fibonacciho postupnosti.

Uloha 9.5.7. a) Vyjadrite F,, 43 a F,, pomocou Fy, 11 a Fj,1o.
b) Ukézte, ze Fn2+2 — F?2,, = F,F, ;3 plati pre lubovolné n € N.

n

Uloha 9.5.8. Lucasova postupnost je postupnost urcend predpisom L,y1 = L, + L,_1 a
podmienkami Lo =2, L1 = 1.

a) Najdite vyjadrenie n-tého ¢lena Lucasovej postupnosti.

b) Ukézte, ze L, = Fr—1 + Fry1.

Uloha 9.5.9. Ukézte, ze pre Fibonacciho postupnost plati:
) n | Fk:n7
b) (Fp, Frni1) =1,
C) (Fkn-‘rm n) (F,,F),
Kolko delem S0 zvyékom je potrebné vykonat, ak hladdme (F,, F;,—1) pomocou Eukli-
dovho algoritmu?

9.5.2 Sustavy linearnych homogénnych diferencialnych rovnic

V tejto casti sa budeme zaoberat stustavami linedrnych homogénnych diferencialnych rovnic.
Pre jednoduchost sa opdt obmedzime na stistavy 2 rovnic. Si to teda ststavy tvaru

2/ (t) = ax(t) + by(t)
y'(t) = cx(t) + dy(t)
pricom a,b,c,d € C st konstanty, z(t), y(t) si hladané funkcie redlnej premennej a vsetky

derivacie vystupujice v sustave chapeme ako derivacie podla ¢.
Strucnejsie budeme predchadzajicu sustavu zapisovat ako

!/
' =ax+b
, v (9.18)
y =cx+dy
Budeme vyuzivat to, Ze vieme, Ze rieSenim diferencidlnej rovnice
u' = ku
pre dané k € R je funkcia
u(t) = CeF?,

pricom C' = u(0). (Lahko overime, ze této funkcia danej rovnici skutoéne vyhovuje. Akondhle
je dané u(0), je tym uz funkcia u jednoznacéne urcend.)

Pozrime sa najprv na nasledujici jednoduchy priklad, kde sa dd4 uhadnut ako moézeme
sustavu previest na tvar, ktory uz vieme riesit.

Priklad 9.5.3. RieSme ststavu

¥ =x+2y
Yy =2z+y
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Upravme tuto stustavu tak, ze jednotlivé rovnice s¢itame a odc¢itame. Dostaneme tak
rovnice

' +y =3z + 3y
x’—y':—x—i—y

7 tychto 2 rovnic mame

x—|—y=clegt

xr—1y= coe”t
a po vyjadreni x a y dostaneme riesenie

T = alegt + ageft

3t

Yy =aye’” — age_t

(Kvoli ,krajsiemu zépisu sme zaviedli nové konstanty aq o také, ze ¢1 = 2a1, co = 2as.)
Dosadenim do povodnej rovnice sa lahko presvedéime, Ze je to skutocne riesenie povodnej
sustavy.

Opit, podobne ako v pripade rekurencii, vieme sustavu (9.18) zapisat maticovo ako

(@",y) = (z,y)A (9.19)

()

Vsimnime si, ¢o sme vlastne v predchadzajicom priklade urobili. Najprv sme zaviedli
nové funkcie v a v (zmena stradnic), pre ktoré sme ststavu vedeli riesit, a potom sme
urobili opa¢ni zmenu suradnic, aby sme dostali rieSenie pre pdvodné funkcie. To presne
zodpovedd podobnosti matic — pri nej tiez robime zmenu stradnic P a zmenu suradnic
opa¢nym smerom P~!. Na tento problém sa teda mozno pozerat tak, ze hladdme maticu
podobni matici A, pricom chceme, aby tdto matica (a tym paddom aj zodpovedajica stistava)
boli ¢o najjednoduchsie. Vhodnym kandiddtom by mohol byt Jordanov normalny tvar.

Co dostaneme ak maticu P prevedieme na Jordanov norméalny tvar? Mame potom

pricom

(z',y) = (z,y)P"*JP

Cize
(', ) P! = (z,y) P

Uvazujme nové funkcie u(t) a v(t) urcené ako
(u,v) = (,y) P~
Z nich vieme vyratat hladané funkcie x a y a ziskali sme pre ne o ¢osi jednoduchsiu ststavu

(', v") = (u,v)J.
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Rozmyslime si aspon najjednoduchsi pripad, matica J je diagonalna a obe vlastné hodnoty
su redlne ¢isla. Potom ststava, ktorej maji vyhovovat u a v je

u = \u

v = \gv

a jej riesenie je
u = creMt?t
v = cpet?!

Riesenia povodnej sustavy dostaneme vynasobenim sprava maticou P.

(:C(t)7 y(t)) = (Cle)qta CQeAZt)P

Ked riadky matice P (¢o st stcasne vlastné vektory matice A) oznac¢ime ako a7, da, tak
predchadazjica rovnost znamena

(z(t),y(t)) = cre™ '@ + o' dy,

At A

¢ize rieSenia povodnej sustavy st linedrne kombindcie rieseni e?td; a e*2tds.
Viac o rieseni sustav linearnych diferencidlnych rovnic a tiez sposob, akym sa riesia pri-
pady komplexnych alebo viacndsobnych vlastnych hodndt, mozno najst napriklad v [GSS].

9.6 PageRank algoritmus

V tejto cCasti chceme z hladiska linedrnej algebry popisat PageRank algoritmus, ktory sa
da pouzit na ohodnotenie dolezitosti webovych stranok. Je dolezity pri vyhladavani na zo-
radenie vysledkov. Podrobnejsie o tejto téme sa mozete dozvediet napriklad v ¢lanku [BL]
alebo v knihe [LM] (tato podkapitola spracovans z tychto dvoch zdrojov a z [Me]). Dalsim
dostupnym zdrojom je bakaldrska prdca [Mi], v ktorej ndjdete dokdzany i vSeobecny pripad
niektorych tvrdeni, ktoré tu dokdzeme iba v zjednodusenom pripade, Ze ide o matice podobné
s diagondlnou maticou.

Autormi tohoto algoritmu st zakladatelia firmy Google Sergey Brin a Larry Page, zacali
na nom pracovat v druhej polovici 90-tych rokov. Oproti dovtedy pouzivanym spésobom
hodnotenia dolezitosti ndjdenych vysledkov je vyznamnym rozdielom to, ze dblezitost sa tu
neurcuje na zaklade obsahu stranky, ale podla hypertextovych odkazov na dani stranku
z inych stranok. Priblizne v tom istom Case navrhol Jon Kleinberg algoritmus HITS, ktory
bol do zna¢nej miery podobny, nesnazil sa ho vSak komercne vyuzif. V stcasnosti niektoré
vyhladavace pouzivaju tento algoritmus. Hlavny rozdiel medzi oboma algoritmami je v tom,
ze HITS okrem liniek smerujicich na dani stranku zohladnuje aj linky, ktoré smeruju z nej.

V tejto stvislosti treba spomentt, ze PageRank nie je jediné kritérium, na zaklade ktorého
Google vytvara poradie najdenych vysledkov.

Zékladnd idea PageRank algoritmu sa dé popisat velmi jednoducho. Ak dolezitost po-
sudzujeme podla toho, kolko stranok sa na nu odkazuje, mézeme sa na to pozriet ako na
yhlasovanie®. Kazd4a stranka dostane 1 hlas a ak na nej je n liniek, tak s vdhou 1/n hlasuje
za dolezitost stranok, na ktoré sa odkazuje. Teda kazda stranka mé rovnocenné ,hlasovacie
pravo*, a hlas stranky sa rozdeli medzi tie, na ktoré odkazuje.

Znamend to, Ze dolezitost stranky bude timerna tomu, kolko liniek na nu odkazuje.

Prave popisany vypocet mozeme popisat velmi jednoducho ako

T =¢€A,
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kde vektor & = (z1,...,x,) obsahuje ohodnotenia stranok, &€ = (1,1,...,1) a matica A je
uréena ako

% ak i-ta stranka obsahuje odkaz na j-tu,
PP
Y 10 inak.

pricom n; oznacuje pocet liniek na i-tej stranke.
Napriklad pre web naznaceny v nasledujicom diagrame

1

N

6 2
5 3
4
vyzera matica A ako
1 11
0 3 0 0 35 3
00 0 0 0 O
0 £ 0 3% 00
— 2 2
A 00 1 0 0 O
1 1
5 05 0 00
00 1 0 0 O

Poznamenajme, ze aj v redlnych aplikdciach bude tdto matica obsahovat vela nal — ide
o takzvant riedku maticu. To prindSa dve vyhody — maticu mozno ulozit (pomocou vhodnej
détovej Struktiry) tak, aby nezaberala zbyto¢ne vela priestoru. Takisto niektoré vypocty,
napriklad nésobenie takouto maticou, mozno implementovat tak, ze buda ovela rychlejsie
ako pre matice, ktoré maju skoro vsetky hodnoty nenulové.

Nedostatok hodnotenia, ktoré ziskame doteraz popisanym spdsobom, je v tom, Ze sme
rovnakd vaznost prikladali linkdm z menej dolezitych stranok ako linkdm z vyznamnych
stranok. Ako vsak odlisit vyznamné a menej vyznamné stranky a zabezpecit, aby hlas dolezi-
tych stranok zavazil viac? Moézeme jednoducho zobrat prave vypocitany odhad pre dolezitost
ako vahy stranok a znovu urobif to isté. To znamend, ze budeme postupne pocitat

—

i) e

Tp = Tp1A = A"

V pripade, ze vahovy vektor Z,, konverguje k nejakej limite, je pomerne prirodzené ttto limitu
povazovat za ohodnotenie vyznamnosti jednotlivych stranok.

Spomenme este iny pohlad, ako mozno interpretovat tieto vypocty. Da sa na to hladiet
tak, ze popisujeme browsovanie ndhodného surfera, ktory sa sprava tak, ze z niektorej stranky
si ndhodne vyberie Iubovolnu linku a na ti stranku ide dalej. Ak stranka neobsahuje ziadne
linky, tak si ndhodne vyberie lubovolnii stranku a zase browsuje dalej. Takto mozno povazo-
vat vektor, ku ktorému konverguje &,,, chapat ako hodnotu pravdepodobnosti, Ze sa v danom
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okamihu surfer nachddza na danej stranke za predpokladu, Zze ho nechdme surfovat neobme-
dzene dlho. (Aby sme boli presni, ak chceme pouzit tiito pravdepodobnostni interpretaciu,
pouzijeme Ty = %é’ alebo iny vektor, ktory ma kladné stradnice a ich sucet je 1 — pretoze tato
podmienka musi platit pre pravdepodobnost.) Préve tento pohlad déva do stivisu PageRank
algoritmus s markovovskymi retazcami. Tie sa studuji v teorii stochastickych procesov, ¢o
je matematicka oblast patriaca do teérie pravdepodobnosti.

Teraz sa budeme zaoberat tym, pre aké matice A si mozeme byt isty, ze vektor Z, bude
skuto¢ne konvergovat k nejakej hodnote. Ako uvidime, aby to fungovalo v praxi, bude po-
trebné maticu, ktorti sme prave popisali, eSte trochu upravit.

Najprv si vSimnime, ze ak ©yA™ konverguje k nejakému nenulovému vektoru, musi to byt
vlastny vektor matice A prislichajici k vlastnej hodnote 1.

Ak totiz plati

= lim foAn,
n— oo
tak mame aj
FA = lim ZyA"T! = 7.
n—oo
(Tu sme vyuzili fakt, Ze v priestore R" je kazdé linedrne zobrazenie spojitéﬁ Linearne zobra-
zenie je vlastne ndsobenie maticou A.)

Vsimnime si, Ze sicet prvkov v kazdom nenulovom riadku matici A je rovny 1 (prvd

iterdcia bola demokratickd — kazdd stranka mala rovnaké ,hlasovacie préavo*).

Definicia 9.6.1. Matica A sa nazyva riadkovo stochastickd, ak sacet prvkov jej Tubovolného
riadku je 1.

Tvrdenie 9.6.2. Ak matica A je riadkovo stochastickd, tak ¢islo 1 je jej vlastnou hodnotou.

Dokaz. Staci si vSimnut, Ze sicet stlpcov matice A — I je 0, ¢o znamend, ze jej stlpce st
linearne zavislé a tato matica je teda singularna. O

Vsimnime si eSte jednu vlastnost riadkovo stochastickych matic — linedrne zobrazenie
prislichajtce takejto matici nemeni stcet jednotlivych zloziek vektora.

Tvrdenie 9.6.3. Nech A je riadkovo stochastickd matica, ¥ = (x1,...,2,) € R" a § =

n n
(Y1,--.,Yn) = TA. Potom plati > y; = > ;.
i=1 i=1

Dékaz. Mame
n
Yi = E AjiTy.
j=1

Scitanim tychto rovnic dostaneme
n n n n n n
E Yi = E E Ajilj = E Ty E Aji = E Ljs
i=1 i=1 j=1 j=1  i=1 j=1

kde posledné rovnost vyplyva z faktu, Ze sticet prvkov matice A v danom riadku je 1. O

4Struéné zdovodnenie tohoto faktu: Ak ozna¢ime ||A|lmar = max; j|a;;|, tak o¢ividne pre kazdy vektor
Z taky, zZe max |z;| < 0 plati, Ze vSetky stradnice vektora ZA nepresahuji v absolitnej hodnote én||A||lmaz-
Takze ak mame dané € > 0 a dvojicu vektorov taku, ze pre vsetky ich stradnice plati |z; — y;| <

tak dostaneme FA — YA = (Z — §) A < n||Al|lmaz

&
nl[Allmaz’

e
—a— — &.
n|lAllmaz
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Iny dokaz. Fakt, ze riadky maja stcet jedna, sa da strucne jednym vztahom vyjadrif ako

Ael = et

Vsimnime si tiez, ze stcet jednotlivych suradnic vektora je presne rovny skalarnemu sicinu
ZeT. Potom dostaneme
zAeT = zel,

Co je presne dokazované tvrdenie. O

Z tvrdenia teda vidime, Ze keby sme v matici A nemali nulové riadky, mali by
sme zarucenu existenciu aspon jedného kadidata na vysledné ohodnotenie. Aby sme dostali
riadkovo stochastickti maticu, nahradime kazdy nulovy riadok vektorom }Lé. (Na stranke bez
liniek sa surfer rozhodne tplne ndhodne pre Iubovolni stranku na internete.)

Zatial vsak stale nemame nijako zarucené, ze vlastny vektor pre vlastné ¢islo 1 bude jediny
a ani to, ze k nemu budi nase vektory skuto¢ne konvergovat.

Velmi jednoduchy priklad ukazujtci, ze tento proces nemusi konvergovat je takato siet

Ny

Pomerne Tahko vidime, ze ak na zaciatku si pravdepodobnosti vyskytu v tychto troch vrcho-

loch (§ ), tak v dalsej iteracii dostaneme (%, 2, 1)

6736

N N\

Zodpovedajica matica je

11
»373

01 0
1 1
3 0 3
01 0

Ak skontrolujeme, Ze vlastné hodnoty st 0 a 1, tak pre zodpovedajicu diagondlnu maticu
méme D™ = diag(1,0, (—1)"); teda aj tu vid9me striedanie dvoch hodnét.

Ukéazeme, ze vlastny podpriestor prislichajici k vlastnej hodnote 1 bude jednorozmerny,
v pripade, Ze matica A mala vSetky prvky kladné.

Lema 9.6.4. Nech matica A je riadkovo stochastickd a a;; > 0 prei,j = 1,...,n. Potom
kazdy jej vlastny vektor prislichajici k vlastnej hodnote 1 md vsetky suradnice rovnakého
znamienka (vsetky nezdaporné alebo véetky nekladné).
Dokaz. V dokaze pouzijeme fakt, Ze nerovnost | i yi| < D1, |y;| je ostrd pre kazdy vektor
obsahujtci prvky so zmiesanymi znamienkami.

Budeme postupovat sporom. Nech by ZA = & a vektor £ m4a na niektorych sturadniciach
rozne znamienka. Potom mame ostré nerovnosti

n n
s = D agiws| <Y ajilag).
j=1 j=1
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Sc¢itanim tychto nerovnosti dostaneme
n n n n n n
S olwil <Y agilal = lwl Y a =Y |ayl-
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 Jj=1

(V poslednej rovnosti sme vyuzili, ze sicet prvkov j-teho riadku matice a je 1.)
Dostali sme nerovnost
n n
D lwil <D Jayl,
i=1 j=1

¢o je samozrejme Spor. O

Velmi podobnym spésobom ako v predchadzajicej leme mézeme odvodit nasledujuci fakt,
ktory bude neskor uzito¢ny pri dokaze konvergencie pouzitej metody.

Lema 9.6.5. Nech matica A je riadkovo stochastickd a a;; > 0 pre i,5 =1,...,n. Ak X je
jej vlastnd hodnota, tak |A| < 1.

Doékaz. Pre vlastnti hodnotu A a prislusny vlastny vektor mame.

n
>\$i= E ;i
j=1

n n
il = | Y agias| < azil;]
j=1 j=1
Sc¢itanim tychto nerovnosti dostaneme

n n n n n n
A il <D0 Tagilagl =D gl Y azi = |yl
i=1 j=1 i=1 j=1

i=1j=1

Al<1
(V poslednom kroku sme vyuzili, ze & # 0, ¢ize aj >l #0.) O

Lema 9.6.6. Ak a, 5 st linedrne nezdvislé vektory, tak existuju koeficienty c,d € R také, Ze
cd + dp obsahuje proky so zmiesanymi znamienkami.

Dékaz. Ak pre vektor @ = (a1, ..., a,) plati Y. ; a; = 0, tak tento vektor obsahuje zmieSané
znamienka (kedZe je nenulovy) a staéi zvolit ¢ = 1 a d = 0. Podobne v pripade, ze to plati
pre vektor E .

Ak ziadny z vektorov nedéva nulovy sidet, staci ndm zvolit ¢ a d tak, aby ¢ ., a; +
d Z?:l b; = 0. Linedrna nezavislost zabezpedi to, ze vektor cd + dg je nenulovy, dostavame
teda, ze znamienka jeho stradnic nemézu byt vSetky rovnaké. O

Dosledok 9.6.7. Ak A je riadkovo stochastickd matica, ktorej proky su kladné, tak podpries-
tor tvoreny vlastngmi vektormi k vlastnému c¢islu 1 je jednorozmerny.

Aby matica A mala vSetky ¢leny kladné, zabezpec¢ime tak, Ze namiesto povodnej matice
pouzijeme maticu

1
G=aA+(1-a)-é¢
n
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kde v € (0, 1). VSimnime si, Ze aj matica G je riadkovo stochasticka.

V predchadzajicej rovnosti sme skombinovali maticu A s maticou %é‘r €, ktora na kazdom
svojom mieste obsahuje hodnotu % Zodpoveda to tomu, ze ndhodne sa pohybujtci surfer sa
v nejakom percente pripadov (uréenom koeficientom 1 — «) rozhodne nepokracovat linkou
zo stranky, na ktorej sa nachddza, ale vyberie si novii strdnku tplne nédhodne. (Z takejto
interpretécie vidno aj to, ze ,ndhodnému surferovi“ tymto zabranime zacyklit sa. Cykly, po-
dobne ako stranky, z ktorych nevychadzaju linky, by sposobili, Ze pravdepodobnost vyskytu
stranky pri ndhodnom surfovani — a teda jej viha — sa nam pri iteraciach postupne naaku-
muluje vo vrcholoch cyklu.) Stcasne sme touto zmenou nezvyhodnili niektort strédnku oproti
ingm (vSade sme pripo¢itali rovnaki hodnotu).

Neskor ukazeme, ze nastavenie parametra a ovplyvinuje rychlost konvergencie k hlada-
nému rieseniu a tym aj pocet krokov potrebnych na dosiahnutie dostatocnej presnosti. Okrem
toho na tomto parametre zavisi aj citlivost metédy na zmenu matice A.

Vdaka tomu, ze stucet pouzitych koeficientov je 1 a obe matice su riadkovo stochastické,
aj vysledna matica je riadkovo stochasticka.

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze sme touto zmenou matice stratili vyhodu, ktora
nam prinasala riedkost matice A. KedZe sme ale pripoc¢itali maticu, ktord ma vSetky prvky
rovnaké, je jasné, ze ju nemusime mat v paméti ulozeni po jednotlivych prvkoch a aj to, ze
nasobit takouto maticou sa tiez da dost jednoducho.

Uz teda vieme, ze ak bude g A™ konvergovat, moze konvergovat jedine k hladanej vlastnej
hodnote. Pre jednoduchost konvergenciu overime len pre diagonalizovatelné matice. Na to
najprv dokdzeme vetu o spektralnom rozklade diagonalizovatelnej matice.

Veta 9.6.8. Ak je matica A typu n X n podobnd s diagondlnou maticou diag(A1, ..., \,), tak
existuji matice G1, ..., Gy také, Ze plati

A=XMG1+ G+ -+ NGy

a sucasne

Gi+--+G, =1,
pre kaZdé i plati G? = G, a pre i # j plati G;G; = 0.
Vsimnime si, ze z podmienok uvedenych v predchadzajicej vete vyplyva
AP = XEGy NGy + -+ MG,

Dékaz. Podla predpokladu existuje reguldrna matica P takd, 7e PAP~" = D, ¢ize P~'DP =

A. Ozna¢me stipce matice P~1 ako @y, ..., d, a riadky matice P ako 51, eory B
By
pt=(@f,...,aly pP=]:
Bn
Z rovnosti P"1DP = A potom dostaneme (podobnym spoésobom ako v dokaze (9.5))
M By
)\" gn

Oznacme G; = d’?ﬁ:—. Takto definované G; si matice n X n a plati pre ne A = \{G1 +
AoGo + -+ NGy
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Overme, Ze platia aj ostatné rovnosti uvedené vo vete. Rovnost I = P~!P mbzeme
prepisat ako

B
r=@an || =aTA A =Gt G
Bn
Ak nasobime PP~ tak dostaneme
b &T ... jar
I'= (62{7 70_222) = o ~
B’n Lal L BH&Z

Porovnanim oboch matic dostaneme ;a7 =1 a ;@1 = 0 pre i # j. To znamena, Ze

a
GG = @; (Bio?jr)ﬁj =d; .03, =0
O
7 vety o spektralnom rozklade dostaneme, v pripade, ze nasa matica je diagonalizovatelna,
AP =G+ NSGa + -+ XEG,
a
T A* = #0G1 + NG + -+ NG,
7 nasledujiceho tvrdenia vyplynie, ze vlastné hodnoty As,..., A, st v absolitnej hodnote

ostro mensie ako 1, ¢ize pre ne plati )\f — 0. To znamend, ze uvedeny vyraz skutocne
konverguje.

7 predchadzajicej rovnice vidime tiez, ze rychlost konvergencie zavisi od vlastnej hodnoty,
ktora je druha najvicsia v absolutnej hodnote. Nasledujice tvrdenie sicasne ukazuje, ze
velkost tejto vlastnej hodnoty (a teda aj rychlost konvergencie) zévisi od parametra c.

Tvrdenie 9.6.9. Nech A je riadkovo stochastickd matica a jej vlastné ¢isla si 1, Ao, ..., Ap.
Potom matica

1
G=aA+(1—-a)-cTe
n
md vlastné hodnoty 1, als, ..., a\,.

Dokaz. Skutocnost, ze sucty v riadkoch matice A st rovné 1, je ekvivalentnd s rovnostou

Nech @ je lubovolna reguldrna matica, ktorej prvy stipec je 7.

Q= (gTa X)
Ak prvy riadok inverznej matice Q! ozna¢ime 7, tak mame
. T N
-1~ _ (Y T _ [ ye yX - 1 0
Q'Q= (Y> (€7, X) = (Yé;r YX) = <6T ;) (9.20)
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(Vsimnime si, ze X a Y nie st Stvorcové matice, takze rovnost Y X = I vyplyvajica z pred-
chadzajicej rovnosti neznamend, Ze tieto matice si navzdjom inverzné.)
Ak vynasobime tymito maticami maticu A, tak dostaneme

(T g o (FAY o (FAET FAX
@ AQ—(Y)A(B ’X)_<YA> (e ’X)_<YA€T YAX

Stcasne pouzitim (9.20) dostaneme

Dostali sme teda
1 yAX
@ AQ <6T YAX) '
7 poslednej rovnosti a z toho, ¢o vieme o vlastnych hodnotach matice A, vyplyva, ze ma-
tica YAX je podobna s hornou trojuholnikovou maticou, ktord ma na diagondle hodnoty
A2y .oy Ap. (Stadi si v8imnit, Ze pre hornd trojuholnikovi maticu je charakteristicky poly-
ném jednoznacéne urcéeny hodnotami na diagondale. Jordanov norméalny tvar lubovolnej matice
je horné trojuholnikova matica.)
Vypodéitajme teraz to isté pre maticu €’ €. Dostaneme

— T -
AT (Y )\ o7 [ ye I 1 N ex
Qe eqQ = (Y) eee,X)= <Y6T> (ee",eX) = ((—)»T> (n,eX) = <(—)»T 0 )
Pre maticu G potom dostaneme

QG =aQ'AQ+ (1 - a)%Q_lé'Té’Q =

1 gAX 1 Lex\ (1 ajAX +(1-a)ieX
0‘(67 YAX) t1-a) <6T 0 )_ (E)T aY AX

Matica aY AX je podobna s hornou trojuholnikovou maticou, ktord mé na diagonale prvky
QaMi,...,a\,, z coho uz vyplyva dokazované tvrdenie. O

Hodnota «, ktort Google redlne pouziva, je 0,85. Vdaka tomu velkost druhej najvicsej
vlastnej hodnoty je nanajvys 0,85. Vsimnime si, ze ¢im mensiu hodnotu « zvolime, tym
rychlejsie bude tato metéda konvergovat, sposobime tym vsak stcasne to, Ze nad maticou A
popisujticou vzhlad webu prevladne matica %é’é’T , ktort sme pridali umelo na zabezpecenie
konvergencie.
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Kapitola 10

Okruhy a polynémy

10.1 Okruhy (a stvisiace pojmy)

Definicia 10.1.1. Trojicu (R, +, -) nazyvame okruh ak + a - st bindrne operacie na mnozine
R také, ze

(i) (R,+) je komutativna grupa,
(i) operdcia - je asociatfvnall]

(Va,b,c € R) a-(b-c)=(a-b)-c

(#ii) pre operécie + a - platia distributivne zdkony

(Va,b,c € R) a-(b+c)=a-b+a-c
(Va,b,c € R) (b+c)-a=b-a+c-a

Neutralny prvok operacie + budeme oznacovat 0. Podobne ako sme to robili pre polia,
inverzny prvok k prvku a vzhladom na operaciu + budeme oznacovat —a. Oznacenie b — a
bude znamenat b + (—a).

Ak je navyse operécia - komutativna, t.j.

(Va,b € R) a-b=>b-a,

tak (R, +,-) voldme komutativny okruh.

Ak existuje neutrdlny prvok e opericie - a sicasne e # 0 (ako sme sa dohodli, 0 oznacuje
neutralny prvok operacie +), tak tento neutralny prvok oznaCujeme 1 a hovorime Ze, Ze
(R, +,) je (komutativny) okruh s jednotkoul]

Poznamka 10.1.2. Oznacenie pre operaciu - obvykle vynechavame, ¢ize namiesto a - b
castejsie budeme pouzivat oznacenie ab.

t.j. (R,-) je pologrupa

2Pripad, ze neutralny prvok oboch operécii je ten isty, ktory sme z tejto definicie vyliéili, nastane iba pre
jednoprvkovy okruh {0}.
Z minulého semestra vieme, ze jednotka v okruhu musi byt jednozna¢ne urc¢end — tvrdenie[3.1.
V niektorych ucebniciach sa v definicii okruhu s jednotkou nepozaduje podmienka 1 # 0, potom sa vsak tato
podmienka objavi ako jeden z predpokladov vo vicsine viet, ktoré o okruhoch s jednotkou dokazujeme, preto
sme tu zvolili tito formu definicie.
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Takisto, ked budt uvazované binarne operéacie jasné z kontextu, budeme pisat stru¢ne R
namiesto (R, +, ).

Pri grupach sme spominali aditivny a multiplikativny zapis — v okruhu vzdy pre operaciu
+ pouzivame aditivny a pre operaciu - multiplikativny zapis. Teda pouzitie operacie viackrat
na ten isty prvok oznacime ako n x a pre operdciu + a a™ pre operéciu - (kde n € N~ {0}).

Priklad 10.1.3. (Z,+, ) — celé ¢isla s obvyklym séitovanim a ndsobenim tvoria komutativny
okruh s jednotkou.

(Zp,®,®) — mnozina Z, = {0,1,...,n—1} so s¢itovanim modulo n tvor{ komutativny okruh
s jednotkou.

Priklad 10.1.4. Priklad komutativneho okruhu, ktory nemé jednotku: (2Z,+, -).

Dokaz nasledujiicej lemy ponechavame ako cvicenie, kedze je velmi podobny ddékazom,
ktoré sme robili pre polia.

Lema 10.1.5. Nech (R,+,-) je okruh, a,b € R. Potom plat{

O0a =a0=0
a(=b) = —ab= (—a)b
(—a)(=b) = ab

Priklad 10.1.6. Na mnozine Z x Z definujeme operécie + a - ako s¢itovanie a nasobenie po
zlozkach, t.j.
(a,b) + (a’,0) = (a+d,b+ 1),
(a,b)(a’,b") = (aa’,bb").

Potom (Z x Z,+, ) je komutativny okruh s jednotkou. (Jednotka je dvojica (1,1), nula je
dvojica (0,0) =0.)

Vsimnime si, ze (1,0) - (0,1) = (0,0), teda v okruhu moZe byt stéin nenulovych prvkov
rovny nule.

Predchadzajuci priklad mozno jednoducho zovseobecnit:
Priklad 10.1.7. Ak (Ry,+,) a (Re,+,-) st okruhy, tak Ry X Ry tvori s operdciami defino-
vanymi po zlozkach
(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2)
(a1,a2) - (b1,bz) = (a1 - b1, az - by)

tieZz okruh.

Podobne, ak pre kazdé i € M je (R;,+,-) okruh, tak aj mnozina®| [[ R; = {f: M —
ieM
U Ri| (Vi e M)(f(i) € R;)} tvori s operdciami definovanymi po zlozkach
ieM

(f +9)(i) = f(i) + g(i)
(f-9)(@) = f(@) - g(d)
okruh.
V pripade, Ze vsetky pouzité okruhy s rovnaké, t.j. R; = R pre kazdé i € M, budeme
pouzivat oznacenie RM. Okruh RM pozostava zo vsetkych zobrazeni z M do R.

3Takto sa definuje kartezidnsky siéin pre Iubovolny (teda nie len koneény) podet mnozin. V pripade, Ze
ste to nemali na ziadnom inom predmete, bude asi jednoduchsie, ked tito definiciu budete citat tak, ako keby
R; = R pre vsetky @ € M — pozri pozndmku na konci tohoto prikladu.
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Priklad 10.1.8. Délezity priklad okruhu tvoria matice M, ,(F') typu n X n nad polom F
spolu s ndsobenim matic. To, Ze s¢itovanie a nisobenie matic spltiaji podmienky z definicie
okruhu, sme ukazali v minulom semestri. Tento okruh ma jednotku, je nou jednotkova matica
I. Tento okruh nie je komutativny.

Definicia 10.1.9. Nech (R,+,") je okruh a S C R je neprazdna podmnozina mnoziny R.
Hovorime, ze S je podokruh okruhu R, ak pre lubovolné a,b € S platia —b e S, ab € S.

a,be S = a—beSabe S

Inymi slovami, podokruh je podgrupa grupy (R, +), ktord je navySe uzavretd vzhladom
na nasobenie.
Pomerne jednoducho sa da overit, ze plati

Tvrdenie 10.1.10. Nech (R, +,-) je okruh a S C R, S # (0. MnoZina S je podokruh okruhu
(R, +, ") prdve vtedy, ked' S s operdciami + a - zuZenymi na mnozinu S tvori okruh.

Priklad 10.1.11. 2Z je podokruh (Z,+, ).
N nie je podokruh (Z, +,-) (je uzavrety na nasobenie a stcet, nie vSak na rozdiel).

Priklad 10.1.12. UvaZujme zobrazenia z uzavretého intervalu (0,1) do R. Z matematickej
analyzy vieme, ze rozdiel a stcin spojitych funkcii je opét spojitd funkcia. Vdaka tomu spojité
funkcie f: (0,1) — R tvoria, so s¢itovanim a ndsobenim funkci{ po bodoch, podokruh okruhu
R1 Tento okruh oznacujeme C(0,1).

Definicia 10.1.13. Ak v okruhu (R, +, ) neexistuju prvky a, b také, Ze a,b # 0 a
ab =0,

tak hovorime, 7e R je okruh bez delitelov nuly (alebo tiez, Ze R nemd delitele nuly).
Ak (R,+,") je komutativny okruh s jednotkou bez delitelov nuly, hovorime, Ze (R,+,-)
je obor integrity.

Fakt, ze R je okruh bez delitelov nuly mézeme vyjadrit pomocou nasledovnej implikécitﬂ
(Va,b € R) ab=0=>a=0VvVb=0.

Priklad okruhu, ktory nie je oborom integrity, je okruh Z x Z z prikladu [I0.1.6] Dokonca
Iubovolny okruh tvaru R; x R (pozri priklad , kde ani jeden z okruhov R;, Ro nie je
nulovy, nam déava takyto priklad.

Lahko sa overi, ze v okruhu bez delitelov nuly mézeme kratit nenulovymi prvkami:

Tvrdenie 10.1.14. Nech R je okruh bez delitelov nuly a a,b,c € R. Ak a # 0 a plati ab = ac,
tak b = c.

Dékaz. Z rovnosti ab = ac dostaneme pomocou distributivnosti a(b — ¢) = 0. Kedze a # 0,
mame b —c =0, a teda b = c. O

Definicia 10.1.15. Okruh R s jednotkou nazyvame telesom, ak ku kazdému nenulovému
prvku a € R~ {0} existuje inverzny prvok vzhladom na ndsobenie, t.j.

(Va € R~ {0})(3b € R) ab=ba=1

Komutativne teleso volame pole.

4Je to negécia vyroku (3a,b €R) ab=0A (a # 0Ab#0).
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Tvrdenie 10.1.16. KaZdé teleso je okruh bez delitelov nuly.
Kazdé pole je oborom integrity.

Dokaz. Nech R je teleso a pre a,b € R plati ab = 0. Predpokladajme, ze a # 0. Potom
existuje ¢ € R taky, ze ca = 1. Z toho dostaneme

b=1b=cab=c0 =0,

¢ize b = 0. Podobne, z predpokladu b # 0 by sme dostali a = 0.
Druhé cast tvrdenia lahko vyplyva z prvej casti. O

Definicia vlastne hovori, Ze ak (R, +,-) je okruh a navySe (R~ {0},-) je grupa,
ide o teleso. Ak je to komutativna grupa, ide o pole. Tato definicia pola je teda ekvivalentna
s definiciou [3:3.1] ktort sme uviedli v minulom semestri. Z minulého semestra pozndme
vela prikladov poli — C, R, Q s obvyklym s¢itovanim a nasobenim, (Z,,®,®) pre lubovolné
prvocislo p.

Prikladom telesa, ktoré nie je polom (t.j. nekomutativneho telesa) st kvaterniény. Viac
sa o nich mozete dozvediet v [KGGS|, Kapitola 4.7].

Cvicenia

Uloha 10.1.1. Zistite (a svoje tvrdenie zdévodnite) ktoré z uvedenych vlastnosti sa z okruhu
R prenest na uvedené konstrukcie:

R x R | RM™ | podokruh

pole

obor integrity
nemd delitele nuly
ma delitele nuly
komutativny okruh
okruh s jednotkou

Uloha 10.1.2. Je kazdy podokruh pola okruh bez delitelov nuly? Je kazdy podokruh pola
obsahujtci 1 oborom integrity?

Uloha 10.1.3. Zistite, ¢ nasledujiice mnoziny tvoria podokruhy pola (C,+, ). Zistite, ktoré
z nich st navyse poliami.

a) Z[V2] = {a+ bv/2;a,b € Z}

b) Q[v2] = {a +bv2;a,b € Q}

Uloha 10.1.4. Zistite, ¢ nasledujice mnoziny tvoria podokruhy pola (Q, +, ). St niektoré
z nich polia?

a) Vsetky zlomky také, Ze v zékladnom tvare je menovatel neparne Cislo.

b) Vsetky zlomky také, Ze v zdkladnom tvare je menovatel parne ¢islo.

¢) VSetky zlomky také, ze v zékladnom tvare je Citatel neparne ¢islo.

d) Vsetky zlomky také, ze v zékladnom tvare je ¢itatel parne ¢islo.

e) Vsetky druhé mocniny raciondlnych c¢isel.

Uloha 10.1.5. Dokézte: Ak R je obor integrity a 22 = 1, tak = 1 alebo z = —1.
Plati takéto tvrdenie aj za predpokladu, ze R je komutativny okruh s jednotkou? (T.j. ak
vynechdme predpoklad, Ze R nem4 delitele nuly.)
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Uloha 10.1.6. Ak R je okruh bez delitelov nuly a ab = 1, tak aj ba = 1.

Uloha 10.1.7. Nech (R,+,-) je okruh. Definujme bindrnu opericiu x ako a xb = b - a.
Dokézte, ze aj (R, 4+, *) je okruh.

Uloha 10.1.8. Dokézte, ze {(r,7);7 € R} je podokruh okruhu R x R. Je tento podokruh
izomorfny s okruhom R?

Uloha 10.1.9. Zistite, ¢ S je podokruhom R, a tieZ ¢ v okruhoch S a R existuje jednotka
(a ak 4no, tak ¢i je v oboch pripadoch rovnaka).

a) R=1Zg, S =27 = {0,2,4}.

b) R=Ax AaS=Ax{0}, kde A je lubovolny okruh s jednotkou.

¢) R = M5 2(R), t.j. redlne matice rozmerov 2 x 2 a S ={(89);a € R}.

Uloha 10.1.10. Nech R je okruh. Centrom okruhu R nazveme mnozinu Z = {z € R; (Vr €
R)zr = rz}. Ukazte, ze:

a) Z je podokruh R.

b) Ak R m4 jednotku, tak 1 € Z.

¢) Centrum telesa je pole.

Uloha 10.1.11*. Nech (R,+, ") je okruh s jednotkou. Ak existuje inverzny prvok vzhladom
na operaciu - k 1 — ab, tak existuje aj inverzny prvok k 1 — ba.

Uloha 10.1.12. Nech f: R; — R; je homomorfizmus okruhov. Definujme
Ker f = {z € Ry; f(z) =0}.
Ukazte, ze Ker f je podokruh okruhu R;.

Uloha 10.1.13. Nech f: R; — R je homomorfizmus okruhov. Ukazte, Ze f je injektivne
zobrazenie prave vtedy, ked Ker f = {0}.

10.2 Okruhy polynémov — definicia a delenie so zvyskom

Na strednej skole ste stravili vela ¢asu s kvadratickymi rovnicami az?4bx+c = 0. Venovali ste
sa aj vSeobecnejsim rovniciam vysSieho stupna. Tieto rovnice sivisia s funkciami f: R — R
tvaru

f(x) = apa™ + ap_12" "t + - + ao.

Takéto funkcie budeme volat polynomické funkcie.

V tejto casti by sme chceli zaviest podobny pojem pre Iubovolny komutativny okruh s jed-
notkou. V minulom semestri sme pracovali s polynomickymi funkciami nad R ako s prvkami
vektorového priestoru R® vsetkych zobrazeni z R do R. Vtedy sme &asto pouzivali fakt, ze
polynomicka funkcia f(x) = a,2" +a,_12" 1+ - +ag sa rovna nulovej funkcii (t.j. v kazdom
bode nadobiida hodnotu 0) prave vtedy, ked vSetky koeficienty st nulové, t.j.

Ap =Qp_1=...=ag=0.
(Ako uvidime, tato vlastnost neplati pre vSetky polia, v pripade pola R vSak plati, ukdZeme

to v tvrdeni|10.2.13])

Prave toto je vlastnost, ktori budeme pozadovat od pojmu polynému, ktory teraz ideme
definovat.
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10.2.1 Definicia okruhu polynémov

Definicia 10.2.1. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Potom formalne zapisy tvaru
P=anx™ + an_12" "t -+ ag,

kde n je prirodzené cislo a a; € R pre i = 0,...,n nazyvame polyndmy v premennej x nad

okruhom R.

Namiesto zapisu a,z"™ + ap_12" ! + - - - 4+ ag budeme ¢asto pouzivat struénejsi zapis

n
p= E a;z’.
i=0

Prvky apn,a,_1,...,a9 € R volame koeficienty polynému p.
Ak navyse a,, # 0, tak n volame stupen polynému p, oznacujeme stp = n. V pripade
nulového polynému (vSetky koeficienty st nulové) definujeme stp = —oo. (VSimnite si, ze

s vynimkou nulového polynému je mozné také n zvolit, t.j. stupen je definovany pre kazdy
polyném.) Polynémy stuptia mensieho ako 1 voldme konstantné polyndmy.

Koeficient a,, # 0 pre n = stp voldme vedici koeficient polynému p.

Dva polynémy povaZujeme za rovnaké, ak maji rovnaké koeficienty, t.j. ak p = anx™ +
12" P4+ ag, ¢ =bpx™ +bp_12™ L+ - 4+ by an >m, tak p = ¢ prave vtedy, ked

a; = b; prei=0,1,...,m
aa; =0prei=m+1,...,n.

V tejto definicii moze byt trochu nejasné, ¢o je x a preco sa vold premenna. Este sa tohoto
problému dotkneme na konci tejto casti, je to vSak mozné jednoducho brat tak, ze doplnenie
symbolov z* je len sp6sob zdpisu — polyném je jednoznacne urceny svojimi koeficientami.

Priklad 10.2.2. Napriklad 022 4+ 122 + 22 + 1 = 122 4 22+ 1 chdpeme ako dva rozne zapisy
toho istého polynému z R[z].

Vidime teda, ze pridanie alebo odobranie nulovych koeficientov polyném tento polyném
nemeni.

Dalej by sme radi rozumnym spdsobom zadefinovali s¢itovanie a nasobenie polynémov.
,2Rozumny“ sposob by mal spiﬁat’ prinajmensom to, Ze nejakym spésobom bude respektovat
néasobenie v okruhu R a tiez by bolo vhodné, aby vysledny okruh bol komutativny.

Pritom polyném budeme chépat ako stéet vyrazov a;x’. To vlastne jednoznaéne uréuje
s¢itovanie, napriklad pre p = 22 +2x 4+ 1 a ¢ = 2 + 1 mame

prg=(*+2r+ 1)+ e+ 1) =2 +22+22+1+1=2*+4z+2.
(Vyuzili sme iba to, Ze polyném vieme rozlozit na jednotlivé ¢leny a distributivnost.)
Tieto poziadavky (t.j. vlastnosti komutativneho okruhu a to, Ze koeficienty sa nésobia

rovnako ako v R) uz takmer uréuji ndsobenie. Ak chceme napriklad vyndsobit polynémy
p=a?+2x+1aq=2r+1v Z[z], tak z distributivnosti dostaneme

(2 +2x+1)2x+1) =2 20+22-20+1-20+22-1+22-1+1-1.
Na zaklade komutativnosti dostaneme

(@ +20+1)2x+1) =222z +4dox-2+2 -2+ 12° + 22 + 1.
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Predpokladajme, Ze nasobenie vjrazov obsahujicich iba z* funguje takym sposobom, Ze
2™ - g™ = ™", Potom predchadzajici vyraz modZzeme upravit na tvar

(22 + 22+ 1)(2 + 1) = 22° + 42® + 22 + 12° + 2z + 1.
Opét z distributivnosti dostaneme
(2% 4+ 22 +1)(2x + 1) = 223 + 52® + 4 + 1.

Mozno sa tento jednoduchy vypocet zda rozpisany zbytocne privelmi podrobne, cielom
vsak bolo ukézat, aké vlastnosti potrebujeme, ked chceme nieco podobné definovat nad Tu-
bovolnym komutativnym okruhom s jednotkou. Zopakovanim rovnakej vahy pre vSeobecny
pripad dostaneme:

Definicia 10.2.3. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Nech p = a, 2™ + a, 12" ! +
ot agaq=Db,x" +b,_ 12"t + - + by st lubovolné polynémy nad R. (Tym, Ze u oboch
polynémov predpokladédme rovnaky pocet koeficientov sme sa nijako neobmedzili — v pripade
potreby je mozné niektory polyném doplnit nulami.)

Potom stcet polynémov p a q je

n

=0

Sucin polynémov p a q je polyném r = Z?Zo cizt, kde

k
C = E ajbk,j.
7=0

Teda obe operacie sme definovali rovnako ako v predchadzajicom priklade — pri s¢itovani
sa jednoducho scitaju koeficienty a pri nasobeni st koeficienty vysledného polynému prave
tie vyrazy, ktoré by sme dostali rozndsobenim (koeficient ¢y, je stucet vSetkych moznych agb;
pre s + 1 = k, ¢o st presne vietky moznosti, ako mézeme dostat ¥ = z°.z!).

Definiciu sti¢inu by sme mohli ekvivalentne prepisat ako

L = Z A by, -

m-+n=~k

7 tejto ekvivalentnej definicie vidno, Ze pre ndsobenie polynémov plati asociativnost: pre
p=>rqaxt, q=>" bzt r =3 ", ca" dostaneme (pg)r = Zf’go d;z%, kde koeficienty

dr, maju hodnoty
di, = Z Am Z bscy = Z ambscy.

m-+tn=~k s+t=n m+s+t=k

Vdaka tomu dostaneme, ze

Tvrdenie 10.2.4. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. MnoZina vsetkych polynomov
nad R s ndsobenim a sc¢itovanim definovanym v predchddzajicej definicii tvori komutativny
okruh s jednotkou. Tento okruh oznacujeme R[z] a voldme ho okruh polynémov nad R.

Scitovanie a nasobenie polynémov sme vlastne definovali tak, aby akdkolvek rovnost,
ktora plati pre polynémy platila aj ked namiesto x napiSeme akykolvek prvok okruhu R
(alebo nejakého nadokruhu, ktory obsahuje R). To zd6vodiiuje pouzitie ndzvu premennd —
namiesto  mézeme napisat (dosadit) hocijaky prvok, ¢ize sa mdze menit. (Aj dosadzovaniu
do polynémov sa budeme este venovat.)
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Dohoda. V dalSom budeme polynémy zapisovat ako p(z), ¢(z) atd., ¢im oznac¢ime o polyném
v akej premennej ide. (Ak budeme niekde hovorit sticasne o polynémoch aj o funkcidch, tak
opét pouzijeme radsej jednopismenkové oznacenie p, ¢; aby nemohlo déjst k omylu, Ze mame
na mysli nejakd funkciu resp. jej funkénd hodnotu.)

Poznamka 10.2.5. Vsimnime si, Ze s¢itovanie a ndsobenie konstantnych polynémov funguje
rovnako ako nasobenie v okruhu R. To znamend, ze ked prvky okruhu R stotoznime s im
prislichajicimi konstantnymi polynémami, mézeme R chépat ako podokruh okruhu R[z].
(Formélne by sme tento fakt sformulovali tak, Ze zobrazenie, ktoré prvku a € R prirad{
konstantny polyném a € R[z] je okruhovy homomorfizmus, ktory je navysSe injektivny.)
V dalSom budeme toto stotoZnenie ¢asto pouzivat (aj bez toho, Ze by sme na to vyslovne
upozornili.) To znamend, ze R budeme chépat priamo ako podmnozinu R[z].

Vsimnime si eSte, ze vlastnost , byt oborom integrity“ sa prenesie z okruhu R na okruh
R[z] polynémov nad tymto okruhom.

Tvrdenie 10.2.6. Ak R je obor integrity, tak pre lubovolné nenulové polynémy f,g € R|x]
plati

st(fg) = st(f) +st(g)

a okruh R[z] polynémov nad okruhom R je obor integrity.
Doékaz. Ak f a g st nenulové polynémy, mozeme ich zapisat ako

f(:l?) = anxn + an—lmnil +---+ ap,

g($) =bpa™ + bm—lxm_1 + -+ bo,
pricom n = st f, m = stg. Vyrdtajme, aky bude koeficient ¢, ., polynému f - g pri »+t™.
Priamo z definicie mame, ze

Cn4+m = CLnbma
a pretoze R je obor integrity, dostavame ¢, 1., # 0. To znamend, Ze polyném f - g je nenulovy
(teda R[z] je obor integrity) a tiez, Ze

st(fg) = m+n =st(f) + st(g).

10.2.2 Delenie so zvyskom

Pre néas bude délezity hlavne pripad ked okruh R je pole. Ako sme uz ukazali, v tomto pripade
plati

st(pg) = stp+stq.
Neskoér bude pre nas dolezita nasledujica veta:

Veta 10.2.7 (Veta o deleni so zvySkom). Nech F je pole, f(z),g(z) € Flz] a g(z) # 0.
Potom existuji q(x),r(x) € Flx] také, Ze

astr(z) <stg(z).
Navyse, q(z) a r(x) si tgmito podmienkami jednoznacéne urdené.
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230 Okruhy polynémov — definicia a delenie so zvyskom

Definicia 10.2.8. Polynémy ¢(z) a r(z) jednoznaéne uréené podmienkami z vety [10.2.7
sa nazyvaju podiel a zvysok po deleni polynému f(z) polynémom g(x). ZvySok po deleni
oznacujeme f(x) mod g(x).

Dékaz. Existencia. Matematickou indukciou vzhladom na n = st(f).

1° Ak st f(z) < st g(x), staci polozit gq(z) =0 a r(z) = f(x).

2° Nech n = st f(x) > stg(x) a kazdy polyném stuplia menej ako n sa dd vydelit so
zvyskom polynémom g(x) (indukény predpoklad).

Oznaéme f(z) = apa™ +an,_12" 1+ -+ ag, g(x) = bypx™ + by 12™ 1 4+ - 4 by pricom
an, by, # 0. Polozme h(z) = f(x) — ayb,,lz" ™g(z). Koeficient pri 2" v polynéme h(z) je
apn — anb by, = 0. Teda st(h) < st(f), ¢ize pre polyném h (podla indukéného predpokladu)
existuju s(z),r(z) € Flx] také, ze

a st(r) < st(g). Potom

Jednoznacnost. Nech plati
f(@) = qu(@)g(z) + ri(z) = q2(@)g(2) + 72(2),
pricom st(r1) < st(g), st(ra) < st(g). Potom méme
(q1(x) — @2(2))g(x) = r2(2) — r1(2).

Na pravej strane je polyném stupiia mensieho ako st(g). Ak by platilo ¢;(x) — g2(z) # 0, tak
na lavej strane tejto rovnosti dostaneme polyném stupiia aspon st(g), ¢o je spor. Preto musi

platit ¢1(x) — ¢2(z) = 0 a q1(z) = ¢2(x).
Z toho potom dostdvame aj r1(z) — ro2(x) =0 a r1(x) = ro(x). O

Vsimnime si, ze dokaz predchéadzajicej vety nam siucasne dava navod, ako ratat pre dané
polynémy ich podiel a zvysok.

Priklad 10.2.9. Vydelme so zvyskom polyném f(x) = z*+623+1222+12x+10 polynémom

g(r) = 22 + x + 1. Podla navodu z dokazu by sme sa mali pozriet najprv na vedtce ¢leny —

vidime, ze z* = 22 - 2. Vypocitame teda

f(z) — 2%g(x) = (x* + 623 + 1227 + 122 + 10) — 2%(2® + = + 1) = 52® + 1122 + 122 + 10.

Vysledok by sme opét mali delit polynémom ¢(x) a postup opakovat, az kym nedostaneme
polyném stuprtia mensieho ako g(x).

523 + 1122 + 122 + 10 — 5z(2® + 2 + 1) = 62% + 7z + 10
622 + 72+ 10— 6(2* + 2+ 1) =z +4

Celkovo sme dostali, ze f(z) — (2% + 5z + 6)g(z) = = + 4, ¢ize
f(z) = (2* + 52 4 6)g(z) + (z + 4),

teda podiel je x2 + 5z + 6 a zvySok po deleni je = + 4.
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V pripade, Ze je polyném g(z) (=stupnia 1) mézeme podiel vyrdtat jednoduchsim sposo-
bom, ktory sa naué¢ime v casti

Neskor bude pre nds uzitocny fakt, Ze analogickd veta plati aj v okruhu (Z,+,-). Dala
by sa dokazovat podobnym spésobom ako predchddzajica veta, tu si ukdzeme o trochu iny
dokaz.

Veta 10.2.10. Nech a, b su celé c¢isla, b > 0. Potom existuji celé cisla q a r také, Ze
a=q-b+r a 0<r<aqg.
Navyse, q a v su tymito podmienkami jednoznacne urcené.

Definicia 10.2.11. Cislo 7 z predchadzajicej vety sa nazyva zvysok a po deleni b a oznacuje
sa a mod b.

Dékaz. Existencia: MnoZina {k; kb < pa} je zhora ohranic¢end. Preto existuje ¢ := max{k; kb <
a}. Polozme r = a — ¢gb. Oc¢ividne plati a = gb+r a r > 0.

Tvrdime, Ze r < b. Nech by to tak nebolo. Z nerovnosti r > b dostaneme a > (g + 1)b, ¢o
je spor s definiciou ¢isla q.

Jednoznacnost: Predpokladajme, ze a = gb+1r = ¢’b+ 7', kde 0 < r,r’ < b. Potom

(g=q)b=r"—r

Predpokladajme, Ze by |¢ — ¢’| > 0. Potom |r — /| > b, ¢o je spor s tym, ze 0 < r,r’ < b.
Preto plati
(g—q)=r—1'=0,

aqg=q,r=1". O

10.2.3 Polynémy a polynomické funkcie

V tomto ¢lanku budeme polynémy vzdy oznacovat ako p,q,... (t.j. jednym pismenom).

Definicia 10.2.12. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Polynomickou funkciou nad
R budeme rozumiet Iubovolnt funkciu f: R — R urcent predpisom

f(z) = apz™ + ap_12" 1 4+ 4 ag
pre nejaké n € Naay...a, € R.

Mnozina vsetkych polynomickych funkcii s obvyklym nasobenim a s¢itovanim funkcii opéat
tvori okruh (je to podokruh okruhu R? - tiloha , tento okruh budeme oznacovat R(x).

Pri zavedeni polynémov sme spominali polynomické funkcie nad polom R. Zaujima nés,
aky je vo vSeobecnosti vztah medzi okruhmi Flx] a F(z), ak F' je Iubovolné pole.

Maéme prirodzené priradenie medzi polynémami a polynomickymi funkciami ¢: F[z] —
F{x), ktoré polynému p = a,z" +a,_ 12" 1 +---+ag priradi funkciu dant predpisom f(z) =
ant™ + ap_12" "t 4+ - 4 ag. D4 sa overit, Ze toto zobrazenie je surjektivny homomorfizmus
z okruhu F[z] na okruh F(z).

V pripade, ze homomorfizmus ¢ je injektivny, tak je to izomorfizmus. Cize na to, aby
sme zistili, ¢i st tieto dva okruhy izomorfné, staci zistit, ako vyzera Ker ¢. Ukdzeme, Ze pre
nekonecné polia st okruhy F[z] a F(z) izomorfné, zatial¢o pre kone¢né polia to platit nemusi.
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232 Okruhy polynémov — definicia a delenie so zvyskom

Tvrdenie 10.2.13. Ak F je nekonecné pole tak polynomickd funkcia f: F' — F
F(£) = 4™ + ap1z™ £+ ag

sa rovnd nulovej funkcii prave vtedy, ked ag = a1 = -+ = a, = 0, t.j. vtedy, ked su vsetky
koeficienty nulové.

Ndacrt dokazu. Vyberme n+1 navzijom roznych prvkov xg, ..., z, pola F. Potom koeficienty
ag, - . ., a, splnaja sustavu n + 1 linedrnych rovnic

-1
anxl + ap_1zg” + - F+ag=0

-1
anxt + ap_12]7" + - F+ag=0

~1
anx, + an_12, ~ +---+a=0

7 1lohy (pozri tiez napriklad [K, Priklad 6.2.17(2)], [KGGS| s.114/7]) vieme, Ze
determinant matice tejto sustavy je

1 zo xg S

1z mf s

A I | (l'j *»Ti)
Sy 0<i<j<n

1 xp Ii T

Cize ak prvky x; st navzdjom rozne, je nenulovy. To znamend, ze tato matica je reguldrna a
uvedenej ststave rovnic vyhovuje iba nulové riesenie.

Teda Ker f v tomto pripade pozostdva iba z nulového polynému (vSetky koeficienty st
nuly). O

Priklad 10.2.14. Homomorfizmus ¢: Zs[x] — Za(x), ktory polynému priraduje zodpove-
dajicu polynomickt funkciu, nie je injektivny.
Staci si v&imnit, ze pre kazdé o € Zs plati 22 + x = 0, teda polynomicks funkcia 22 +
je nulova a
2?4+ 1z € Ker .

Homomorfizmus ¢: R[x] — R(z) ndm sticasne ddva moznost ,dosadzovat® do polynémov.
Ak totiz mame dany prvok b € R a nejaky polyném f = a,z" +a, 12"t +---+ag € R[z],
tak mu vieme priradit funkciu ¢(f): R — R. Potom mo6zeme b dosadit do tejto funkcie, ¢ize
dostaneme

O(£)(b) = apb" + ap_1b" "t + - + ag.

Navyse, zobrazenie f;,: R[z] — R urcené predpisom
fb: f = anbn + an—lbnil +---+ao

je okruhovy homomorfizmus taky, ze f(z) = b (t.j. polyném z sa zobrazi na prvok b.)
To, Ze fp je skutoéne homomorfizmus mozno vidiet napriklad z toho, ze f, = gy o ¢, kde
gp: RE — R je homomorfizmus dany predpisom g;(f) = f(b) (tiloha [10.2.2)).

Definicia 10.2.15. Ak R je komutativny okruh a b € R, tak homomorfizmus f;: R[z] = R
dany predpisom
for [ anb™ +an1b" 44 ag

volame dosadzovaci homomorfizmus.
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10.2.4 Iné moznosti, ako definovat okruh polynémov

KedZe povazujeme izomorfné okruhy za rovnaké (z toho dovodu, Ze st nerozliSitelné pomo-
cou pojmov definovanych ,v jazyku okruhov“, t.j. nemozno ich odlisit ziadnou vlastnostou
sformulovanou len s pouzitim s¢itovania a ndsobenia v okruhu), je jasné, Ze akdakolvek ind
definicia okruhov, ktora by ako vysledok poskytla okruh izomorfny s okruhom R[z], by bola
rovnako dobra.

Pomerne jednoduché definicia, s ktorou by sa nam dobre pracovalo a ktorej by sme intu-
itivne celkom dobre rozumeli, by bola definicia okruhu R[x] ako okruhu vSetkych polynomic-
kych funkcii. Ako sme uz videli, takto okruh R[z] nemézeme definovat, pretoze pre koneéné
polia by sme takto zadefinovali nieco tplne iné nez chceme.

Ind mozna definicia okruhu polynémov nad okruhom R by bola nasledovnd (takto sa
definuji okruhy polynémov v [KGGS]):

Definicia 10.2.16. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Predpokladajme, ze R je
podokruh nejakého komutativneho okruhu R’ a existuje prvok x € R’ taky, Ze rovnost

ant” + ap12" 1+ 4+ag=0

pre ai,...,a, € R plati prave vtedy, ked a; = --- = a, = 0. Potom prvok z voldme
transcendentny prvok nad R.
Podokruh

Rlz] = {a,z" + an12" P+ +agn€Nay,...,a, € R}
okruhu R’ potom voldme okruhom polynémov v premennej x nad R.

Overit, ze mnozina R[z] zadefinovand v predchddzajiicej definicii je skutoéne podokruhom
R’ je jednoduché — dé sa dokonca ukdzat, Ze je to najmensi podokruh obsahujici R U {x}.
Z toho vyplyva vyhoda tejto definicie — automaticky vidime, ze R[z| je okruh, z toho, Ze ide
o podokruh okruhu R’. (V nasej definicii sme to museli dokazovat.)

Této definicia si vyZzaduje isti pracu navySe — aby sme mohli definovat R[z] pre Tubovolny
komutativny okruh R s jednotkou, treba dokézat, ze pre kazdy takyto okruh R existuje
vhodny nadokruh R/, t.j. existuje nadokruh obsahujiici aspoii jeden transcendentny prvok.
O chvilu sa dozvieme, ako sa d4 dokéazat takéto nieco.

Dalej pri pouziti takejto definicie musime ukéazat aj to, ze bez ohladu na volbu nadokruhu
R’ a transcendentného prvku z € R’ dostaneme vzdy (aZ na izomorfizmus) to isté.

Skisme sa este na chvilu pozriet na nasu definiciu K nej by sme mohli mat jednu
vaznu vyhradu — kedysi v minulom semestri sme tvrdili, ze pre nas bude pojem mnoziny za-
kladnym pojmom, ktory sice nedefinujeme (iba popiSeme niektoré jeho vlastnosti), pomocou
mnozin a operacii s nimi uz vsak budeme schopni vystavat celt potrebnt teoériu, teda vsetky
dalsie pojmy budeme schopny preformulovat v jazyku mnozin.

V tejto definicii sme pouzili ,symbol 2“ a  formélne zapisy tvaru“ an,z”™ + a,—12" ' +
.-+ agp — ¢o rozhodne nesed{ s nasou koncepciou definovat vietko pomocou mnozin. (Co je
symbol? Co znamend formdlny zdpis?)

Ukéazeme si, ako to mozeme zachranit — t.j. zadefinujeme okruh polynémov tak, aby nasa
definicia bola ,mnozinova“. Sticasne nam tato definicia poskytne aj riesenie jedného z prob-
Iémov s definiciou — existenciu nadokruhu, ktory obsahuje transcendentny prvok.

Napriek tomu sa vsak menej formalna definicia zdé byt lepsia — pretoze pri nej
s prvkami okruhu R[z] pracujeme rovnako ako s vyrazmi obsahujicimi nejaké prvky okruhu
R. Néasobenie, ako sme ho definovali v tejto definicii je teda velmi prirodzené. V nasledu-
jucej definicii bude o nieco komplikovanejSie a striktné pouzivanie tejto definicie by viedlo
k zlozitejsim zapisom polynémov.
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234 Delitelnost v okruhoch

Definicia 10.2.17. Nech R je lubovolny komutativny okruh s jednotkou. Ako R[z] ozna¢ime
mnozinu vSetkych postupnosti prvkov z R takych, ze iba konecne vela ¢lenov tejto postupnosti
je nenulovych. Dalej zadefinujeme s¢itovanie dvoch postupnosti ako

(an)pzr + (bn)pzy = (an +bn)piy

a suéin postupnosti (a,)5, (b,)52; definujeme ako postupnost (¢,)5, ktorej ¢leny su

uréené predpisom
k
CcL = E ajbi_; = E Ambn.
§=0 mtn=k

Tato mnozina postupnosti s uvedenym sc¢itovanim a nasobenim tvori okruh, ktory volame
okruh polynomov nad R.

Tato definicia v istom zmysle presne zodpoveda definicii — postupnosti st tiez
jednoznacne uréené svojimi ¢lenmi, takisto ako dva polynémy sme v definicii prehldsili
za rovnaké, ak mali rovnaké koeficienty.

Dokaz, ze takymto sposobom dostaneme okruh je takmer totozny s dékazom tvrdenia
I0Z4

Polyném 322 —12+0 v tejto definicii zodpovedd postupnosti (0, —1,3,0,0,...). Prvky z R
mozeme stotoznit s postupnostami tvaru (a,0,0,0,...), kde a € R. VSimnime si, Ze polyném
x zodpoveda postupnosti (0,1,0,0,...) a di sa ukdzat, ze v okruhu R[z] (chdpanom ako
postupnosti, ¢ize ako v poslednej uvedenej definicii) je tento prvok transcendentnym prvkom
nad R.

Cvicenia

Uloha 10.2.1. Dokéite, 7e polynomické funkcie (definicia |10.2.12)) tvoria podokruh okruhu
FF.

Uloha 10.2.2. Dokézte, ze zobrazenie fi: R1 X Ry — Ry urCené predpisom f1(r1,r2) =11
je homomorfizmus.

Dokéazte, 7e pre kazdé i € I je zobrazenie f;: R — R dané predpisom f;(g) = g(i) (pre
Tubovolné g: I — R) je homomorfizmus.

10.3 Delitelnost v okruhoch

V tejto Casti sa budeme zaoberat delitelnostou v okruhoch. Najdolezitejsimi prikladmi budua
pre nés okruh (Z,+, -) celych ¢isel a okruh (F[z], +,-) polynémov nad polom F'.

V celej podkapitole budeme predpokladat, ze okruh, s ktorym pracujeme, je obor integ-
rity. Nasledujicu vlastnost oborov integrity budeme ¢asto pouzivat, preto ju sformulujeme
ako samostatni lemu. (Vlastne to je Specidlny pripad kratenia nenulovym prvkom v obore

integrity — tvrdenie [10.1.14l)
Lema 10.3.1. Nech R je obor integrity, a,b € R. Ak plati ab=a pre a # 0, tak b= 1.

Dékaz. Z rovnosti ab = a = al vyplyva
ab—al =a(b—1) =0,

Cize v obore integrity pre a = 0 madme b — 1 =0, ¢ize b = 1. O
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Definicia 10.3.2. Nech R je obor integrity. Hovorime, Ze a deli b, oznaujeme a | b, ak
existuje ¢ € R také, ze b = ca.

Lema 10.3.3. Nech R je obor integrity. Potom pre lubovolné a,b,c,d € R, a;,r; € R plati

(vii) a|a; prei=1,...n=a|air1+ -+ apry
Dokaz. Jednoduchy — ponechame ako cviCenie. O

Priklad 10.3.4. V pripade okruhu Z je reldcia | t4 istd reldcia delitelnosti, ktori poznate
zo strednej Skoly, t.j. napriklad 3 | 12, lebo 12 = 3 - 4, zatial¢o 31 7.
Vsimnime si, Ze a | b znamend to isté, ako ze zvysok ¢isla b po deleni ¢islom a je 0.

Priklad 10.3.5. V okruhoch Z[z], R[z] plat{  — 1 | % — 1, pretoze 2? — 1 = (x — 1)(z + 1).
Pritom si moZeme viimnit, ze v R[z] plati aj 22 —2 | 22 — 1 (lebo 2% —1 = (22 —2) (12 +
%)), ale v okruhu Z[z] uz tato reldcia neplati. Delitelnost polynémov, ak ich chdpeme ako
polynémy nad Z a nad R, st rézne pojmy, hoci R je nadpolom Z.
Vsimnime si, ze aj v okruhoch F[z] plati f(x) | g(x) prave vtedy, ked zvySok polynému
g(x) po deleni f(x) je 0. (Neskor si to zdovodnime podrobnejsie vo v8eobecnejSom pripade)

Definicia 10.3.6. Ak a,b € R, kde R je obor integrity, hovorime, ze prvky a a b st asoci-
ované, oznacujeme a ~ b, ak a | b a sicasne b | a

albANblasa~b
Lema 10.3.7. Nech R je obor integrity. Pre lubovolné a,b,c,d € R plati
(i) a~mbAb~c=a~c
(ii) a~a
(iil) a~b=br~a
(iv) a~bAc~d= ac~bd

Dokaz lemy pre jednoduchost vynechavame. Mdzeme si vSimnit, ze prvé tri vlast-
nosti ndm hovoria, Ze relacia ,,byt asociovany* je reldcia ekvivalencie. (Podobnym sposobom
mozeme dostaf z lubovolného ¢iastocného usporiadania relaciu ekvivalencie — tloha )
Posledna podmienka hovori, Ze relacia ~ sa sprava rozumne vzhladom na nasobenie.

Definicia 10.3.8. Ak okruh R mé jednotku a ab = 1, hovorime, ze a je delitel jednotky.
Mnozinu vSetkych delitelov jednotky budeme oznadovat U(R).

Tvrdenie 10.3.9. Nech R je obor integrity. Potom
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236 Delitelnost v okruhoch

(i) Delitele jednotky s operdciou ndsobenia tvoria grupu, t.j. (U(R),-) je grupa.
(ii) a ~ b prave vtedy, ked existuje delitel jednotky u taky, zZe a = bu.

Dokaz. Uzavretost na ndsobenie: Ak a,b € U(R), znamen4 to existenciu ¢,d € R takych,
Ze ac = 1, bd = 1. Potom acbd = (ab)(cd) = 1, ¢ize aj ab je delitel jednotky.

Asociativnost mame priamo z definicie okruhu, neutralny prvok je 1.

Existencia inverzného prvku: Ak a je delitel jednotky, znamen4 to, Ze existuje b € R také,
Ze ab = 1. To znamend, %e b € U(R) a tento prvok je inverzny k a vzhladom na nésobenie.

Lahko vidno, Ze a ~ 0 plati préve vtedy, ked a = 0 (z lemy vieme, ze 0 | a iba
pre a = 0). Samozrejme, u0 = 0 pre lubovolné u € U(R).

Zostava nam teda dokazat tvrdenie pre pripade a # 0.

Ak a|bab]|a, tak existuji ¢,d € R také, Ze ac = b a bd = a. Potom méme

a =bd = (ac)d = a(cd)
a z lemy [10.3.1] dostaneme cd = 1, ¢ize ¢ aj d su delitele jednotky. O

Priklad 10.3.10. Lahko sa da overit, ze £1 st delitele jednotky v Z a vsetky nenulové
konstantné polynémy su delitele jednotky v Flx].

Takisto nie je tazké ukazat, ze iné delitele jednotky tam uz nie sti. Skutoc¢ne, ak ab =1
v Z, tak a,b # 0, z ¢oho méme |a| > 1, |ab] = |a||b] > 1. Aby v predchddzajiicej rovnosti
nastala rovnost, musi byt |a| = 1, ¢ize a = 1.

Ak f(z) je delitel jednotky v F[z], tak mame f(z)g(x) = 1. Pritom g(x) # 0 (lebo potom

by sme dostali f(z)g(xz) = 0), preto st g > 0. Potom (tvrdenie [10.2.6) st(fg) = st f +stg >
st f. Stcasne vieme st(fg) = st1 = 0, preto aj st f = 0 a f(z) je konStantny polyném.
(Nemoze platit f(z) = 0; zdovodnit to moézeme rovnako ako sme to spravili pre polyném

9(x).)

10.3.1 Najvacsi spoloény delitel, Euklidov algoritmus
Veta [10.2.7| o deleni so zvyskom je ddlezitou vlastnostou okruhu F[z] polynémov nad polom
10.2.10

F'. Veta [10.2.10| ndm hovori, Ze analogicku vlastnost mé aj okruh celych ¢isel (Z,+, ).

Na zaklade tejto vety mozeme odvodit viaceré vlastnosti, ktoré si spoloc¢né pre oba spo-
minané okruhy — budeme sa snazif formulovat tvrdenia v tejto casti tak, aby bolo vidno
podobnost medzi tymito dvoma okruhmi.

Podobne ako pre celé ¢isla, aj v oboroch integrity vieme definovat pojem najviacsi spoloény
delitel.

Definicia 10.3.11. Najvicsi spolocny delitel prvkov a,b € R je taky prvok ¢ € R, ze
(i) cla, clb,
(it) pre Iubovolny prvok d € R taky, ze d | a a d | b plati aj d | c.

Oznacujeme ho ged(a, b).

Inak povedané, gcd(a,b) je najvacsi (vzhladom na usporiadanie |) prvok z mnoziny ¢isel,
ktoré stucasne delia a aj b (=spoloc¢né delitele ¢isel a, b).
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Priamo z definicie vidno, ze najvacsi spolo¢ny delitel (ak existuje) je urceny jednoznacne
aZ na asociovanost [

Pre okruhy Z a F[x] sa vdaka vete o deleni so zvyskom déd na dokaz existencie a vy-
pocet najvicsieho spolocného delitela pouzit tzv. Fuklidov algoritmus, ktory je zaloZzeny na
nasledujicom tvrdeni.

Lema 10.3.12. Ak R je obor integrity a a,b € R, tak
ged(a, b) = ged(a + b, b)

pre lubovolné x € R. Uvedent rovnost treba chdpat tak, Ze ak existuje jedna strana (lavd alebo
pravd), potom existuje aj druhd strana a spliia wvedenid rovnost.

Dékaz. Nech ¢ = ged(a, b) (t.j. okrem iného existuje ged(a, b)), t.j. ¢ | a, ¢ | b. Vdaka Casti
lemy potom ¢ | a + bz a samozrejme aj ¢ | b. Takze ged(a, b) mé vlastnost 1 z definicie
najvidsieho spolo¢ného delitela pre prvky a + bx,b. Nech teraz d | a + bz, d | b. Potom opét
z lemy dostévame, ze d | (a + bx) + b(—x) = a, d | b, ¢ize d | ¢ = ged(a, b). Preto
ged(a + bx, b) existuje a ged(a, b) = ged(a + bz, b).

Dokézali sme, ze ak pre a,b € R existuje ged(a,b), tak pre kazdé = € R existuje aj
ged(a+ bz, b) a plati uvedend rovnost. Teda vidime, Ze ak existuje ged(a + bz, b), tak existuje
aj ged((a + bx) + b(—x), b), t.j. ged(a,b) a plati uvedend rovnost. O

Ak postupne pocitame zvysky po deleni, vieme ich vyjadrit ako kombinéciu ¢isel a, b.

a=q -b+nr N(T1)<N(b) rn=a—qb

b=gz-r1+r2 N(ry) < N(rq1) ra=b—qor1 = (14 q1¢2)b — q2a

Ty =4q3 -T2+ 713 N(T‘3)<N(7‘2) 713:712_(]37'2:"':.’1,'3044—@/3{)

Ti—2=q " Ti—1+ 7T N(Tl) < N(T’l_l) TI=Ti_2 —qT|—1 =+ = Ila+ylb
Ti—1 = qi+1 " T1 zvysok 0

Pretoze v kazdom kroku norma zvysku klesd, po istom case sa algoritmus musi zastavit a
dostaneme nulovy zvysok. Navyse, z predchadzajicej lemy vidime, Ze v kazdom kroku plati
ged(rg, k—1) = ged(a, ), preto na konci plati ged(a, b) = ged(ri—1, ) = ged(qip1r,71) = 71
Dalej kazdy zvysok sme vedeli vyjadrit v tvare 1y, = xra + yib, kde x1,yr € R, GiZe tymto
algoritmom vieme ziskat takéto vyjadrenie pre ged(a, b).

Takze mame vetu:

Tvrdenie 10.3.13. Ak R je okruh Z alebo F[x], tak pre lubovolné a,b € R existuje v R
najuacsi spolocny delitel ¢ = ged(a, b).
Navyse, ezistuju také z,y € R, Ze

c = xa+ yb.

7 predchadzajuceho tvrdenia dostavame nasledujici dosledok, ktory je ¢asto uzitocny.

5Pretoze najvicsi spoloény delitel nie je jednoznaéne uréeny, nemal by som pouzivat oznadenie ¢ =
ged(a, b); znamienko rovnosti typicky pouzivame ked na oboch strandch méme jednoznacne uréeny objekt.
Na druhej strane napriklad pri okruhoch Z a F'[z] sme z viacerych moznost{ schopny vybrat ,pekného* re-
prezentanta. V Z vyberieme nezdporné éislo, v F[z] vyberieme polyném kde vedici koeficient je jednotka.
Cize v tychto pripadoch ste asi zvyknuti na takjto vyber najviésieho spoloéného delitela. Pouzivam v tomto
texte zapis s rovnostou — ale upozornil som na to, Ze nie je tiplne korektny.
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238 Delitelnost v okruhoch

Dosledok 10.3.14. Nech R je okruh Z alebo Flz], a,b,c € R, a,b # 0. Ak ged(a,b) =1
(ged(a,b) ~ 1) a a|be, tak a | c.

ged(a,b) =1 A albe = alc
Dékaz. 7 tvrdenia méme existenciu z,y € R takych, Ze
axr + by = 1.

Potom
alac-x+be-y=(ax+by)c=c.

O

UkéZeme si tento postup na konkrétnych prikladoch — najprv v Z. (Najvacsi spoloény
delitel v Z viete zo strednej skoly ratat pomocou rozkladu na prvocisla — nieco podobné plati
vSeobecne, ako uvidime v tvrdeni[10.3.27] Takyto postup ndm vSak neposkytuje najviacsi spo-
loény delitel ako kombindciu danych ¢&isel — v priklade uvidime, ze takéto vyjadrenie
pre n.s.d. méze byt uzitocné. NavysSe to predpokladd, ze pozndme rozklad na ireducibilné
prvky — ¢o zatial v F[z] nevieme robit vébec, v Z to vieme robit pre malé ¢isla. Pre velké
¢isla je vypoctovo efektivnejsi Euklidov algoritmus.)

Priklad 10.3.15. Chceme vyratat d = ged(89,16) a vyjadrit ho v tvare 89u + 16v.
Ked pouzijeme viackrat vetu o deleni so zvyskom, tak dostaneme:

89=5-16+9 9=89—-5-16
16=1-94+7 7=16—-9=6-16 -89
9=1-74+2 2=9-7=2-89-11-16
7T=3-2+1 1=7-3-2=39-16-7-89
2=2-140

Z lemy|[10.3.12|potom vidime, Ze ged (89, 16) = ged(16,9) = ged(9,7) = ged(7,2) = ged(2,1) =
1. V pravom stlpci sme dostali hfadané vyjadrenie

1=39-16 —7-89.

Tento postup moézeme prehladne zapisat aj do tabulky.

89 | 1 0

16 | 0 1

9 1 -5 1r-5%2r
7 -1 6 2r-3r
2 2 | -11 3r-4r
1 | -7 39 || 4r-3%5r

Tento postup do istej miery pripomina riadkové tpravy na matici. V kazdom riadku mame
koeficienty, pomocou ktorych vieme ¢islo z prvého stipca vyjadrit ako celo¢iselni kombinaciu
¢isel 89 a 16.

Posledny stipec tabulky sme doplnili len na to, aby bolo vidno, aké dpravy sme robili.
Moze to byt uzitoéné pri hladani pripadnej chyby — tento stipec ale v podstate nie je nutny.
Postupovali sme presne podla vety o deleni so zvyskom. Ak ratate nieco takéto rucne, pri
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malych ¢islach si obcas moézete vSimnit aj nejaké veci, ktoré vam trochu urychlia vypocet.
Napriklad ak si vSimnete, ze 2 = 2-9 — 16, usetrite jeden riadok. (Treba si ale ddvat pozor, ¢
zrychleny postup je spravny — v podstate si stac¢i pamétat lemu [10.3.12| a postupovat podla
nej.)

89 | 1 0

16 | 0 1
9 1 -5 1r-5%2r
2 2 | -11 || 2%4r-3r
1 | -7 39 || 3r-4x4r

V predoslom priklade sme nasli jednu dvojicu (u,v) taki, ze 89u + 16v = 1. Je to jedind
moznost? Vedeli by ste najst vSetky ostatné také dvojice?

Priklad 10.3.16. Inverzné prvky v poli Z, (kde p je prvocislo) sme zatial vedeli pocitat
iba takym spdsobom, ze sme postupne skiisali vSetky prvky pola. Euklidov algoritmus, ktory
sme sa teraz naucili, mézeme vyuzit na ten isty ucel.

Poktisme sa vypoéitat 51 v Z13. PretoZe 13 je prvoéislo plati ged(5,13) = 1, ize vieme
najst ¢isla x,y € Z také, ze 1 = 5z + 13y.

Postupnym delenim dostaneme

13=2-5+3 3=1-13-2-5
5=1-342 2=5-3=3-5-1-13
3=1-2+4+1 1=3-2=2-13-5-5

Ak pre vsetky cisla v rovnosti 1 = 2 - 13 — 5 - 5 urobime zvySok po deleni 13, dostaneme
rovnost
1=-505=805,
ktora plati v Z;5. Teda v Z13 plati 571 = 8.
Opét ten isty postup by sme mohli zapisat tabulkou:

131110
5101
3 1 | -2 | 1r-2*2r
2 1-11] 3 2r-3r
1 2 |-5 3r-4r

VyskiSajme si aspori jeden konkrétny priklad v Q[z]. Vieme, Ze najvicsi spolocny delitel je
urceny jednoznacne az na asociovanost — ¢ize v tomto pripade az na vynasobenie konstantou.
Dohodnime sa, Ze si vyberieme ten, ktory mé vediici koeficient 1 (tzv. normovany polyném)
— potom uz je najvucsi spolo¢ny delitel urceny jednoznacne.

Priklad 10.3.17. Vypoditajte d(z) = ged(f(x), g(x)) a vyjadrite ho v tvare d(z) = u(z) f(z)+
v(z)g(x) pre polynémy f(z) = 32° + 52t — 1623 — 622 — 50— 6, g(z) = 3ot — 423 — 2% — 2 — 2.
Podobne ako v predchéddzajicom priklade, budeme polynémy postupne delit so zvyskom
a zvySok si v kazdom kroku vyjadrime ako kombindciu f(z) a g(x).
Kvoli prehladnosti som zapisal zvlast delenie polynémov a zvlast vyjadrenie zvysku v tvare
kombinécie f(x) a g(z).

325 + 5zt — 162° — 62% — 5z — 6 = (v + 3)(3z* — 42® — 2? — 2z — 2) — 32 — 222
32t —dad —a? —x—2=(-32% —22°)(—x +2)+32* — 2 -2

—32% — 222 = (32? — 2 - 2)(~x — 1) + (=32 — 2)
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Vieme, ze posledny nenulovy zvysok —3z — 2 v Euklidovom algoritme je hladany najvacsi
spolo¢ny delitel. Pretoze chceme dostat normovany polyném, vydelime ho este vedicim ko-
eficientom —3.

ged(f(2), 9()) =2+ 3

Zvysky v jednotlivych deleniach vyjadrime pomocou f(x) a g(z) takto
—32% — 227 = f(z) — g(a)(z +3)

307 —x —2=g(x) — (-32° — 22%)(~x + 2) =
g(x) — (f(z) — g(z)(x+3))(—x+2) =
f@)(z—2)+ 1 —(z—2)(z+3)g(z)] =
(z —2)f(z) — (2% + & — T)g(z)

—3r—2=—-32%-222 - (32  —2 - 2)(—x—1) =
F(@) — g(@)(@ +3) + [(x — 2)f(2) — (&> + 2~ Dg(@))(x +1) =
F@[L+ (2 = 2)(@+ 1)] - g(@)[(@ +3) + (v + (@* + 2 — 7)) =
f@)(2® —2—1) — g(x)(2® + 22% — 5z — 4)

Po vydeleni poslednej rovnosti ¢islom —3 dostavame

2 3 2
ged( (), 9(a)) =7+ 2 = — () 4 () 2
Opiéft, pokial by Vam to lepsie vyhovovalo, cely postup si mdzete zapisat do tabulky.
f(z) = 32° + 52% — 1623 — 622 — 5z — 6 1 0
g(z) =32 —4da® — 22 —x -2 0 1
hi(z) = f(x) — (z + 3)g(x) = — 323 — 222 1 —(x +3)
ha(x) = g(x) + (x — 2)hy(z) = 32° — 2 — 2 x—2 —(z?+2-7)
hs(xz) = hi(z) + (z + 1)ha(z) = =3z — 2 22—z —1| —(2% + 222 — 5z — 4)
ho(z) + (x — 1)hg(z) =0

V predposlednom riadku sa naposledy vyskytol nenulovy zvysok, ¢ize ide o ged(f(z), g(x)).
7 tohoto riadku vieme aj jeho vycitat vyjadrenie — také isté, ako sme dostali v predchadza-
jucom postupe. (Presnejsie povedané, dostali sme rovnaké vyjadrenie aZ na prendsobenie
konstantou — vynormovanie.)

Pri vypoctoch takého typu ako sme robili v predchadzajicom priklade sa celkom Tahko
d4 pomylit — preto je uzitoéné obcas (povedzme po kazdom kroku) vyskisat, ¢i rovnosti,
ktoré sme dostali pre polynémy skutocne plati aj po dosadeni nejakych ¢isel. (Je rozumné
skusat malé, ¢isla, napriklad 0, 1 — aby sa ndm lahko pocitali hodnoty polynému v tychto
¢islach.) Pri takejto ¢ilastocnej skiske spravnosti mame velk Sancu pripadni chybu odhalit.
(Samozrejme, da sa urobif skuska aj tak, Ze kombindciu f(x) a g(zx), ktord sme dostali,
skutocne poroznasobujeme a zistime, ¢i vyjde rovnaky polyném ako na druhej strane rovnosti
— ¢o je v8ak o dost préacnejsie.)

Ak nam v priebehu vypoctu vyjde ako jeden zo zvyskov polyném, v ktorom vsetky ko-
eficienty st ndsobkom toho istého celého ¢isla, mézeme polyném tymto ¢islom vydelit — do-
staneme opét polyném s celo¢iselnymi koeficientami (teda sa ndm s nim bude dobre pocitat)
a neovplyvnime hodnotu najvicsieho spoloéného delitela (v okruhu F[x] sme tento polyném
zmenili len o delitel jednotky). Je ale d6lezité pri vyjadrovani najvéicsieho spolocného delitela
pomocou f(z) a g(x) nezabudnut zaratat aj toto vydelenie.
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10.3.2 Rozklad polynému na ireducibilné polynémy
Pojem analogicky k pojmu prvocisla je v okruhu pojem ireducibilného prvku.

Definicia 10.3.18. Prvok a # 0 obore integrity R sa nazyva ireducibilng, ak a je nenulovy,
nie je to delitel jednotky a ak z rovnosti a = bc vyplyva, ze niektory z prvkov b, ¢ je delitel
jednotky v R.

Inymi slovami, ireducibilny prvok sa (az na asociovanost a vymenu poradia) nedé zapisat
ako stcin dvoch prvkov z R inak ako 1 - a. Zrejme, ak st p,q dva ireducibilné prvky v R a
p | g, tak p ~ ¢, t.j. p a g st asociované.

Priklad 10.3.19. Vieme, zZe prvocisla boli definované tak, ze ich rozklad na stc¢in p =a - b
je mozny iba vtedy, ak niektoré z cisel a, b je rovné 1. Z toho vidno, Ze ireducibilné prvky
v Z s0 préave ¢isla tvaru +p, kde p je prvocislo.

Ireducibilné prvkami v okruhu F[z] sa volaju ireducibilné polynémy. Je vidiet, ze kazdy
polyném stupna 1 je ireducibilny.

Nasim najbliz§im cielom je dokdzat, Ze v okruhu F|z] plat{ tvrdenie zodpovedajiice roz-
kladu prirodzenych (celych) ¢isel na stiéin prvodcisel.

Definicia 10.3.20. Okruh s jednoznacéngm rozkladom (alebo tiez Gaussov okruh) je obor
integrity, v ktorom pre kazdy prvok xz € R, ktory je nenulovy a nie je delitelom jednotky,
existuje rozklad

T =Pp1---Pk

na sucin ireducibilnych prvkov a navyse je tento rozklad jednoznac¢ny az na asociovanost a
poradie.

Z tvrdenia [10.3.14] vyplyva nasledujici velmi délezity vztah.

Déosledok 10.3.21. Nech R je okruh Z alebo Fx]. Pre lubovolny ireducibilng prvok p € R
plati implikdcia
plab = plaVvpl|b
a vseobecnejsie,
plai...an = (Fie{l,....,n}) p|a.

Dékaz. Kedze ged(p,a) | p, v pripade, Ze ged(p, a) ~ 1 z ireducibility p vyplyva, ze ged(p, a) ~
p a preto p | a. Nech teda ged(p, a) ~ 1. Potom z lemy [10.3.14] dostédvame, Ze p | b.
Druhd, vSeobecnejsia cast odtialto vyplyva jednoduchou indukciou. O

Teraz uz sme schopni vyslovit a dokazat tvrdenie o rozklade na sicin ireducibilnych
prvkov.

Tvrdenie 10.3.22. KaZdy okruh typu Flx] (a aj okruh Z) je okruhom s jednoznacngm
rozkladom.

Dékaz. Ddkaz spravime len pre okruhy typu F'[z], dokaz existencie pre Z je velmi podobny,
len sa pouzije absolitna hodnota namiesto stupnia polynému. Dokaz jednoznacnosti je pre
obidva pripady uplne rovnaky — vyplyva totiz jednoduchym spésobom z dosledku
a z vety o krateni (tvrdenie a teda vidiet, ze vyplyva z viet/tvrdeni, ktoré sme
formulovali pre pripady okruhov Z a F[z].

Ezistencia. Indukciou podla stupiia polynému. Nech by p € F[z]| nie je nula ani delitel
jednotky, to znamena, Ze je to polyném stupna aspon 1.
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242 Delitelnost v okruhoch

Prvy krok indukcie: nech je st p = 1. Potom je to ireducibilny polyném.

Druhy krok indukcie. Zoberme n > 1, nech sa kazdy polyném stupnia mensieho ako n da
rozlozit na sacin konecne vela ireducibilnych polynémov. Dokézeme, Ze aj p sa dé rozlozit na
stucin konecne vela ireducibilnych polynémov.

Ak je p ireducibilny, nemédmem ¢o dokézat. Nech nie je ireduciblinly a nech p = f - g,
kde f = 1, g » 1. Preto je 1 < stf, 1 < stg a kedze st f + stg = stp, dostdvame, Ze
st f < stp, stg < stp. Podla indukéného predpokladu teda existuju ireducibilné polynémy
Ply--yPm € Flzx] @ pmi1,...,0n € Flx] také, Ze f = p1...pm & § = Pmt1-..DPn & preto
P =Dp1---Pn, CiZe p sa tiez d& napisat ako sucin konecne vela ireducibilnych polynémov. [

7 predchadzajiceho tvrdenia Specidlne dostavame, ze kazdé prirodzené ¢islo vieme napisat
ako sti¢in prvodisel jednoznacne az na poradie. (A po pridan{ delitelov jednotky +1 dostaneme
vietky celé ¢isla.)

Skisme néjst priklad oboru integrity, ktory nie je okruh s jednozna¢nym rozkladom.

Priklad 10.3.23. Budeme pracovat v okruhu Z[2i] = {a + 2bi;a,b € Z}. Zrejme ide o obor
integrity (je to podokruh pola C). Jediné delitele jednotky v tomto okruhu st £1. Pozrime
sa na rozklad 4 = 2 -2 = (2)(—2i).

Prvky 2 aj 4+2i st ireducibilné. Ak totiz mame 2 = ab, tak plati aj 2 = |al.|b], a |a], |b]
(budd) st celé ¢isla (Ja| tu znamend absolitnu hodnotu komplexného ¢isla, je vidiet, ze ak
z =c+2di € Z[2i] a d # 0 tak, |z| > 2 a pre nenulové z € Z[2i] je |z| > 1, ¢ize je len mdlo
moznosti, ako dosiahnut, aby 2 = |a||b| a pri kazdej z tych moznosti si |al, |b| celé Eisla -
rozmyslite si to). Potom pre niektoré z ¢isel a, b musi platit, Ze mé velkost 1. Takéto prvky
v Z[2i] st vSak iba £1, zistili sme teda, Zze niektoré z ¢éisel a, b je delitel jednotky. Tym sme
overili, ze 2 je ireducibilny prvok, zdévodnenie pre £27 je presne rovnaké, opéaf vyuzijeme, ze
|+2i] = 2.

Sucasne 2 je asociovany iba s prvkami +2. Nasli sme teda dva rozklady ¢isla 4 na sicin
ireducibilnych prvkov, ktoré sa neliia iba asociovanostou. Teda Z[2i] nie je okruh s jedno-
znacnym rozkladom.

Priklad 10.3.24. Dalsim takymto prikladom je Z[v/5i] = {a + bv/5i;a,b € Z}. V tomto
okruhu mame rozklady

6=2-3=(1+v5i)(1 - V5i).

Vidno, ze 2 nedeli ziaden z ¢initelov na pravej strane. Ak ukéazeme, ze 2 je ireducibilny
prvok, tak z dosledku vyplyva, Ze to nie je okruh s jednoznaénym rozkladom.

Nech 2 = z -y, kde 2,y € Z[V/5i]. Potom |z| < 2 aj |y| < 2, lebo vetky prvky tohoto
okruhu majt vlastnost |z| > 1. Ak x = a + /5i, tak sme dostali

|z|? = a® + 5b* < 4,

¢o je mozné jedine v pripade b = 0. Rozklad 2 = z.y je teda v skutoc¢nosti rozklad na stcin
dvoch celych ¢isel. V takomto rozklade musi byt nevyhnutne niektory z ¢initelov rovny +1.
Poznamenajme, ze podobny sposobom sa da ukazat, ze aj 3 a 1 £ 1/5i st ireducibilné.

Priklad 10.3.25. D4 sa dokazat, ze ak R je okruh s jednoznac¢nym rozkladom, tak aj okruh
polynémov R[z] je okruh s jednoznaénym rozkladom. (Pozri napriklad [KGGS| Lema 7.4.1],
[DFL Corollary 9.6]). Ak sme ochotni uverit tomuto tvrdeniu, tak mame Z[z] ako priklad
Gaussovho okruhu (ktory nie je okruh hlavnych idedlov — pojem okruhu hlavnych idedlov
budeme definovat v nasledujiicom semestri).

V pripade, ze mame rozklad prvkov a, b Gaussovho okruhu R, m6zeme z neho zistit, ¢i
a | b ako aj urcit rozklad ich najvéacsieho spolo¢ného delitela ged(a, b).
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Lema 10.3.26. Nech R je Gaussov okruh a a,b € R. Aka =p1...pp, ab=q1...qn st
rozklady tychto prvkov na sicin ireducibilngch cinitelov, tak a | b prdve vtedy, ked existuje
injekcia f:{1,2,...,n} = {1,2,...,m} s vlastnostou qsm) ~ Pm-

(Toto turdenie je len formdlny zdpis faktu, Ze vsetky ireducibilné prvky z rozkladu a sa
musia vyskytniut aj v rozklade b, pricom ak sa tam vyskytuje viackrdt prvok z tej istej triedy
asociovanosti, tak sa tolkokrat musi vyskytnit aj v rozklade b.)

Dékaz. D.U. O

Tvrdenie 10.3.27. Nech R je Gaussov okruh, a,b € R~ {0}. Majme tieto proky vyjad-

rené v tvare a = up]f1 coophnab = u’pll1 c..pl kde u,u' € U(R) a p1,...,pn st po dvoch

neasociované ireducibilné prvky v R. Potom
d=pi"...pp",
kde m; = min{k;,l;} prei=1,...,n je ich najvacsi spolocny delitel.
Dékaz. D.U. O
Cvicenia
Uloha 10.3.1. Ak u je delitel jednotky v okruhu R, tak aj —u je delitel jednotky.

Uloha 10.3.2.

Uloha 10.3.3. Nech R je euklidovsky okruh a S je jeho podokruh, ktory obsahuje jednotku.
Musi byt aj S euklidovsky okruh?

Uloha 10.3.4. Dokézte, Ze okruhy polynémov Z[x] a Q[z] nie st izomorfné.

10.4 Okruhy polynémov II

V tejto casti sa budeme zaoberat polynémami, pricom ¢asto budeme vyuzivat niektoré fakty,
ktoré sme dokazali v predchédzajicej podkapitole pre euklidovské okruhy, resp. pre okruhy
s jednozna¢nym rozkladom. (Vieme, Ze R[z] je euklidovsky okruh, ak R je pole. Bez dokazu
sme si spomenuli, Ze ak R je Gaussov okruh, tak aj R[z] je Gaussov okruh.)

10.4.1 Korene polynémov

Do polynému f(z) € F[z] mozeme dosadit lubovolny prvok ¢ pola F a vypodéitat hodnotu
polynému v tomto prvku. (Zobrazenie, ktoré polynému priradilo jeho hodnotu v ¢ sme nazvali
dosadzovaci homomorfizmus — definicia [10.2.15})

Definicia 10.4.1. Nech F je pole a F’ je jeho nadpole. Prvok ¢ € F’ nazyvame koreriom
polynému f(z) € Flz] C F'[z], ak f(¢) = 0 (t.j. po dosadeni ¢ do polynému F' dostaneme
0).

V predchédzajucej definicii dosadzujeme do polynému z F'[z] prvok z nadpola F”. To v8ak
nie je problém — kedZe koeficienty polynému f(x) st z F C F’[z], tento polyndém sicasne
patri do F'[x].

Priklad 10.4.2. Cislo i je korefiom polynému z2 + 1, lebo i2 + 1 = 0.
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244 Okruhy polynémov II

Vsimnime si, aky je vztah medzi korenmi polynému a delitelnostou linedrnymi polyné-

mami.
{polyn2:LMZVY

Lema 10.4.3. Ak f(x) € F[z], kde F je pole, a c € F, tak zvysok polynému f(zx) po deleni
polyndmom x — ¢ je rovny f(c), t.j. existuje polyndm g(z) € F[x] taky, Ze

f(z) = (x —c)g(z) + f(c). (10.1) {polyn2:EQZVY.
Dokaz. 7 vety o deleni so zvysSkom vieme

f(@) = g()(z —c) £,

pricom zvysok je polyném stupna mensieho ako 1, preto je to nejaka konstanta r € F.
Ak do predoslej rovnosti dosadime ¢ za x, tak mdame

fle)=gl)c—c)+r=r,
¢iZe tato konstanta musi byt rovna prave f(c), t.j. hodnote polynému f v bode c. O

7 predchadzajicej lemy uz lahko dostaneme
{polyn2:LMLINDELI}
Lema 10.4.4. Nech F je pole a F' je jeho nadpole. Nech f(x) € Flx]. Potom ¢ € F' je

koreriom f(x) prdve vtedy, ked x — c | f(x) v F'[z], t.j. existuje polyném g(x) € F'[x] taky,

Ze f(x) = g(x)(z —¢).

Dékaz. Podla (10.4.3) médme f(z) = (x — ¢)g(z) + f(c), ¢ize ak f(c) = 0, tak f(z) =
(x —¢)g(x), Cize x — c | f(x).
Obrétene, ak © — ¢ | f(x), tak zvysok po deleni polynému f(z) polynémom z — ¢ je 0,

¢ize (opét z lemy f(c) =0 a ¢ je koren polynému f. O
{polyn2:DEFNASKOR}
Definicia 10.4.5. Nech F’ je nadpole pola F, f(x) € F[z] a ¢ je koreni f(x). Hovorime, Ze
ndsobnost koreiia c je k (alebo tiez, Ze ¢ je k-nasobny koren f(z)), ak (x —c)* | f(x) (t.j. ak
existuje polyném g(z) € F'[z] taky, Ze f(z) = g(z)(z — ¢)*) a sidasne (z — )k 1t f(x).
Pre k = 1 voldme k-ndsobny koreii jednoduchy koreri polynému f(zx), ak k > 1 tak

hovorime o nasobnom koreni.

Priklad 10.4.6. Cisla +1 st dvojnasobné korene polynému z* — 222 +1, lebo 2% — 222 +1 =
(22 —=1)? = (z — 1)%(z + 1)?

Jednoduchy sposob ako ruéne spocitat hodnotu polynému v danom ¢isle (a tym zistit, ¢
toto ¢islo je koretiom polynému) je pouzitie Hornerovej schémy.
Zakladna idea Hornerovej schémy je, ze hodnotu polynému moézeme vyjadrit ako

anc + an_1c"+ ot ag = (apd” M+ 4 ar) e+ ap =
((...(anc+ an—1)c+...)c+a1)c+ ag

Sta¢i ndm teda postupne pocitat ¢éisla a,,, anc + an—1, (anc+ an—1)c + anp—s atd., t.j. pred-
chadzajuci vysledok vzdy vynasobime ¢islom ¢ a pripoc¢itame k nemu nasledujici koeficient.

Priklad 10.4.7. Vypoéitajte hodnotu polynému f(z) = z* — 32% + 22 — 1 nad polom R
v bode ¢ = 2.

Do tabulky si zapiSeme koeficienty polynému (dolezité je nezabudnit na nulovy koeficient
pochédzajici z ¢lena 0z2) a postupujeme postupom, ktory sme naznadili.
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2 2 -2 4 A4

1 -3 0 2 -1
|1 -1 2 -2 [-5]]

Vsimnime sme, ze sicasne sme vypocitali, ze
vt =323 + 22— 1= (2% — 2% — 22— 2)(x — 2) — 5.

(Stadi si uvedomit, ze pri Hornerovej schéme vlastne robime to isté, ¢o pri algoritme na
delenie polynémov. )

Aby sme si uvedomili, ¢o vlastne v Hornerovej schéme pocitame, pokiisme sa ju zapisat
o ¢osi vSeobecnejsie (kvoli sirke rozdelené na 2 tabulky)

(075 (n—1 An—2
c anC (anc+ an—1)c
| an  anCHan_1  anc® + an_1c+ an_s

a1 ao
(anc™ P +ap_1c" 2+ +ay)c
ancn—l —‘r@nflcn_g‘i‘"'—"_al anC"—i—an,lcn_l—&-“'-f-alC‘Fao:f(c) ‘

Priklad 10.4.8. Overte, e 1 je koretiom polynému f(z) = 2* — 323 + 3z — 1 € R[z]. Zistite
nésobnost tohoto korena.

Budeme postupovat pomocou Hornerovej schémy — pri vypocitani hodnoty f(1) stic¢asne
nijdeme polyném g(z) taky, ze f(x) = g(z)(z — 1) + f(1). Ak f(1) = 0, na zistenie, ¢i ide
ndsobnost tohoto koretia je aspon 2, sta¢i overit, ¢i aj g(1) = 0. Analogicky postupujeme
dalej, az kym nedostaneme nenulovy zvysok.

1 1 2 2 1
1 -2 2 1 [0]
1 1 -1 -3

Zistili sme, Ze 1 je jednoduchym (jednonasobnym) koreriom polynému f(z) a Ze
flx) = (z —1)(z - 22% — 22 4+ 1),
pricom z — 1 {23 — 222 — 22 + 1.

Ratat korene polynémov je vo vSeobecnosti tazka tloha. Zo strednej skoly poznate vzo-
rec na hladanie korenov polynémov druhého stupiia — kvadratickych polynémov. (Podobné
vzorce, aj ked zlozitejsie, sa daju nédjst aj pre rovnice treticho a Stvrtého stupna. Vo vse-
obecnosti vSak také vzorce neexistuji.) Okrem nich vieme este v komplexnych ¢islach riesit
binomické rovnice, t.j. rovnice tvaru ™ = a, kde a € C (pozri alebo [KGGS| kapitola
6.1]).

Povieme si, ako pre polyném s celociselnymi koeficientami vieme ndajst vSetky korene,
ktoré st raciondlnymi ¢islami (t.j. vSetky korene daného polynému leziace v poli Q).
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246 Okruhy polynémov II

10.4.2 Racionalne korene polynému s celoc¢iselnymi koeficientami

Tvrdenie 10.4.9. Ak f(z) = apz" + an_12" "' + - +ag € Z[z] je polyndm s celociselngmi
koeficientami a raciondlne cislo ¢ = & je koreri f(x) (pricom ged(p,q) = 1, t.j. raciondlne
¢islo ¢ je zapisané v zdkladnom tvare), tak

p|ao a q | an.
Dokaz. Ak ¢ = je koreil f(x), tak mdme rovnost

pn pn—l
f(C) = anqin +an—1

n—1

+~--+a1£—|—a0:0.
q
Ak tuto rovnost vynasobime ¢", dostaneme

anp" + an_1p" g+ o+ aipg™ ™t + agg™ = 0.

(VSimnime si, ze v predchadzajicej rovnosti vystupuji iba celé ¢isla.)
Ttto rovnost mézeme upravit ako

—app" = (an-1p" '+ +a1pg" " + aoq" g,

¢o znamena, ze q | a,p™. Pretoze ged(p,q) =1 (p a ¢ si nestdelitelné), vyplyva z toho ¢ | a,

(dosledok [10.3.14)).

Pri dékaze toho, Ze p | ap postupujeme takmer rovnako. Mame
—aoq" = (anp™ '+ anap" g+ +arg” p,
¢ize p | apq™, a teda (na zdklade nestdelitelnosti) p | ag. O

Predchadzajice tvrdenie mézeme pouzit na najdenie vsetkych raciondlnych korenov da-
ného polynému zo Z[z]. Predchddzajice tvrdenie ndm poskytuje obmedzenie na vsetkych
moznych kandidatov na korene v mnozine racionalnych c¢isel. Postupnym vysktsanim néj-
deme vsetky korene, ktoré patria do Q.

Dalsie obmedzenie, ktoré nam moze pomoct pri skisani jednotlivych moznosti, nAm po-
skytne nasledujice pozorovanie (ktorého Specidlnym pripadom je tvrdenie .

Tvrdenie 10.4.10. Nech f(z) = apz"+an_12" "1+ -+ag € Z[z] je polyném s celociselnymi
koeficientami a raciondlne éislo ¢ = % je koren f(x) (pricom ged(p,q) = 1, t.j. raciondlne
éislo ¢ je zapisané v zdkladnom tvare). Nech g(x) = b,_12" "1 + -+ + by je polyném z Q|x]
taky, Ze

f(z) =g(2) (a? = p) : (10.2)

q
Potom aj g(x) € Z[z], t.j. koeficienty polynému g(x) si celoéiselné.

Budeme sa snazit dokézat toto tvrdenie indukciou. Ale za¢nime tym, Ze sa pozrieme aspon
na prvé dva pripady - z toho azda budeme vediet vymysliet, ¢o vlastne chceme indukciou
dokazovat (¢o vSetko potrebujeme, aby presiel indukény krok).

Dékaz. V dokaze budeme samozrejme vyuzivat rovnost (10.2), ktord ndm vlastne dava vztah
medzi koeficientami polynému f(x) a koeficientami polynému g(z).
Okrem toho budeme casto pouzivat to, ze vieme
n n—1

p
an? + an—1

+~-~+a1§+a0:0. (103)

qn—l
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Pre najvyssi koeficient polynému g(z) plati b,—1 = ay,.
Vsimnime si tiez, ze z rovnosti (10.3)) mame
n pnfl

= N
Anp—1 qn—l alq agp.
Ak tito rovnost prendsobime ¢", tak mame

bp1p" = —(@n—1p" "'+ an_2p" ¢+ a1pg" " + aoqn-1)q.

PretoZe vyraz v zatvorke je celé ¢islo, mame ¢ | b,—1p". Z toho, Ze p a g su nestdelitelné,
dostévame ¢ | b,—1. (Vlastne sme zatial iba zopakovali ivahu z dékazu tvrdenia [10.4.9] Ale
asi sa ju oplati zopakovat, kedze podobni ivahu budeme pouzivat aj dalej.)
Pozrime sa na dalsi koeficient. Tento koeficient mdézeme vyjadrit ako
p p
bpo=bp_ 1= +an_1=0ap~ +an_1.
q q
(Prvi rovnost dostaneme z Hornerovej schémy. Alebo tieZ z porovnania koeficientov pri 2™ 1
v polynémoch f(z) a g(z) (Jc — %) vidime, Ze ap—1 = by_2 — bn,lg.)
Pozrime sa na vyraz
pn—l pn pn—l

= an? +an1———

bn2 ot g g

ktory mézeme pouzitim (|10.3) prepisat do tvaru

n—1 n—2

b
bn—2 1 — OGn-2

PP,
5 1y 0-

Opit staci tito rovnost vynasobit ¢" ! a dostaneme

n—2 3

bp—op™ ' = —(an_op™ 2+ an_sp" g+ a1pq" " + aogn—2)q.

A podobne ako pri predoslom koeficiente, z toho, Ze p a ¢ st nesudelitelné mame ¢ | b, _s.
Teraz sa uz da uhadnut, ze sa zrejme budeme snazit indukciou dokézat tieto dve veci pre
k=1,...,n—1: Plati rovnost
k—1 k—2
bp—r = anF + anflqki—z + -t ap—gt1 (10-4)

a navyse plati, ze b,_j je celé ¢islo, ktoré je delitelné ¢islom gq.
Indukény krok bude vyzerat takto: Predpokladame, Ze uvedené tvrdenie plati pre k, pri-
¢om k < n — 1. Chceme dokézat, ze plati aj pre k + 1. Mame rovnost

p
b7L—(k+1) = bn—k& + an—k-
Ak za b,,_j dosadime vyraz, ktory méame z indukéného predpokladu, tak dostaneme

k—1 k—2
p p p
bp—(k+1) = (a"qk—l + a"*1¢c7—2 + e+ ank+1> 5 + an—k

R R S
nqk n qk_l n q n
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Teda aj pre k + 1 plati rovnost (10.4).
n—=k

Po vynasobeni predoslej rovnosti ¢islom % mame

pn—k pn pn—l n—k+1 n—k

bn—(k+1) O a”ﬁ T n—1 1 o Gkt g +an—t ok

z ¢oho pouzitim ([10.3]) dostaneme

pn—k n—k—1 n—k—2 P
br—(k =—a — —a —_— - —a1-—a
—(k+1) —pZ n—k—1 3 n—k—2 73— 1 0-
qn k qn k—1 qn k—2 q
Opit staéi tito rovnost vynasobit ¢islom ¢"~* a mame
n—k n—k—1 n—k—2 n—k—2 n—k—1
bn— (k)P " = (—@n—g—1p — Gp_k—2p q—--—aipq — apq )

A znovu si sta¢i vSimnut, Ze ¢islo v zatvorke na pravej strane rovnosti je celé, Cize prava
strana je nasobok ¢. Na zdklade toho, Ze p a g st nestidelitelné, dostaneme q | b, (1), O

7 predchadzajticeho tvrdenia vyplyva, ze ak overujeme, ¢i nejaké raciondlne ¢islo je kore-
nom polynému s celo¢iselnymi koeficientami, v okamihu, ked ndm v priebehu vypoctu vyjde
v spodnom riadku zlomok, uz nemusime ratat dalej. (Vieme totiz, Ze ¢isla v spodnom riadku
Hornerovej schémy st presne koeficienty polynému g(z), teda ak je dané raciondlne ¢islo
koreriom, musia vsSetky tieto koeficienty podla predchddzajiceho tvrdenia byt celé ¢isla.)

Ukézme si teda hladanie raciondlnych koretiov daného polynému zo Z[z] na konkrétnom
priklade.

Priklad 10.4.11. Najdite raciondlne korene polynému f(x) = 2425 +10x* —23—192%—52+6
(aj s ndsobnostami).
Podla tvrdenia m4 platit p | 6, ¢ | 24. Dostadvame teda moznosti:
p € {£1,£2,+3,+6}
q€{1,2,3,4,6,8,12,24}
Le {+1,+1,+1, ..}
(Pre ¢ ndm stadf skusat kladné hodnoty, pretoze volba znamienok pre ¢fslo p ndm zabezpedi
obidve moznosti — kladné aj zaporné korene.)
Zacnime najprv skusat tych kandidatov na korene, kde citatel je +1.

24 10 -1 -19 -5 6
24 34 33 14 9

1
24 34 33 14 9
24 10 -1 -19 -5 6
-1 24 14 -13 32 -27
|24 -14 13 -32 271 [-21
24 10 -1 -19 -5 6
3 12 11 5 -7 -6
24 22 10 -14 -12 [0]
1 12 17 %
24 34 21 —3 #0
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Zistili sme, ze % je jednoduchy koren polynému f(z). (V poslednom vypocte sme nerdtali do
konca — zastavili sme sa pri zlomku —%)
Mohli by sme pokracovat v skiSani moznosti dalej, trochu ndm vsak zjednodusi pracu,
ak si uvedomime, ze vetky dalsie korene musia byt koreifimi polynému g(z) = 242* + 2223 +
1022 — 142 — 12. (Tento polyném je podiel polynému f(z) a polynému x — %, jeho koeficienty
vieme vy¢itat z predchddzajicej Hornerovej schémy.)
Kazdy koeficient tohoto polynému je parny — mozeme teda cely polyném vydelit ¢islom
2 a dostaneme polyném 12z* + 1123 4+ 522 — 72 — 6, ktory ma tieZ celo¢iselné koeficienty a
mé rovnaké korene ako g(z). Ked hladdme raciondlne korene tohoto polynému, dostédvame
pre citatel a menovatel podmienky p | 6, ¢ | 12, ¢ize
p € {£1,+£2, 43 +6}
q€{1,2,3,4,6,12}
Pe{l, 5, +5+4,.--}
Pritom samozrejme ¢isla, ktoré sme uz vyskusali pre f(x), pre polyném g(z) skiisat nemusime.
Ziskali sme teda dve zjednodusenia — budeme pracovat s polynémom nizsieho stupna a mame
menej moznosti, ktoré treba vyskusat.

12 11 5 -7 -6

_1 6 -3
2 52
|12 5 32 #0
12 11 5 -7 -6
1 10
3 4 5 3
(12 15 10 =% #0
12 11 5 -7 -6
1 7
-3 —4 _258
12 7 -3 #0
12 11 5 -7 -6
1 3 14
4 4
12 14 #0
12 11 5 -7 -6
1 9
—3 2 3
(129 #0
12 11 5 -7 -6
1 13
3 2§
|12 13 #0
12 11 5 -7 -6
1 9
—5 2 3§
(129 £0

12 11 &5 -7 -6
2 24 70 150 286
12 35 75 143 |280

12 11 5 -7 -6
-2 -24 26 -62 138
12 -13 31 -69 |132
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12 11 5 -7 -6

2 8 38
3 3
1219 #0
12 11 5 -7 -6
~2 8 -2 -2 6
12 3 3 -9 [0
_2 .8 10
3 3
12 -5 #0

Dostali sme dalsi jednoduchy koren —%. Novy polyném, s ktorym budeme pracovat, je
h(x) = 1223+ 322+ 3z —9. Po vydeleni koeficientov ¢islom 3 dostaneme jednoduchsi polyném
423 + 2% + o — 3 a podmienky pre korene p | 3, q | 4, ¢ize
p € {£1,+£3}
q€{1,2,4}

Pe {+1,+£3,+£1,£3,£2 £ 3}

3 1239 120
|4 13 40 [117
4 1 1 -3

-3 1233 -102

\4 11 34 [—105

1
| 4
Nasli sme dalsi jednoduchy koren %
Dalej mozeme pracovat s polynémom 2 + x + 1. Tu st vSak jedini mozni kandidéati na
korene ¢isla +1 a tie sme uz vyskusali.

Zéaver: Dany polyném ma tieto 3 raciondlne korene: %, —%,

%; nasobnost kazdého z nich
je 1.

Vsimnime si, ze sme vlastne sicasne dostali, ze

1 2 3
f(z) = 242° + 102 — 2® — 1922 — 52 4+ 6 = 24(x — 5)(1‘ + g)(x - Z)(xQ +x+1).
(Pri poslednom deleni nam vysiel podiel 4(2%2 4+ x + 1) a v priebehu vypoétu sme polyném
vydelili raz ¢islom 2 a raz ¢islom 3.) Predchadzajtcu rovnost mézeme tieZ prepisat ako

f(z) = 2z — 1)(3z + 2) (4w — 3)(2* + = + 1).
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Pozrime sa na to, ako z tvrdenia [10.4.9| vyplyva, Ze /2 nie je raciondlne &islo.

Priklad 10.4.12. Cislo v/2 je o¢ividne koretiom polynému p(z) = 22 — 2.

Ak by tento polyném mal raciondlny koren, tak na zdklade tvrdenia [[0.4.9] to moze byt
jedine niektoré z cisel +1, £2. Lahko skontrolujeme, ze ¢isla £1 ani +2 nevyhovuji danej
rovnici.

Teda polyném p(z) nemé racionilne korene a ¢islo v/2 je iracionalne.

Mozete si vS§imnut, ze zdovodnenie z tohoto prikladu prejde bez zmeny ak ¢islo 2 nahra-
dime lubovolnym prvocislom.

10.4.3 Algebraicky uzavreté polia

Definicia 10.4.13. Pole F sa nazyva algebraicky uzavreté, ak kazdy polyném f(z) € F|[z]
stupna aspon jedna méa v poli F' aspon jeden koren.

V pripade, Ze f(z) méa koreni ¢, mdézeme ho vydelit korenovym ¢initelom = — ¢ a dosta-
neme jeho delitel nizsieho stupiia. Ten opiat musi mat nejaky koreinl (ak nie je konStatny),
preto takymto sposobom postupne dostaneme rozklad polynému f(z) na korefiové Cinitele.
Dostavame:

Tvrdenie 10.4.14. Ak F je algebraicky uzavreté pole, tak kaZdy polyném f(z) je v F|x]
rozloZitelny na korenové cinitele.

7 toho dalej vidno, ze ak I je algebraicky uzavreté pole, tak stucet ndsobnosti korenov
polynému f(z) je rovny jeho stuptiu. (Toto tvrdenie sa zvycajne formuluje tak, ze polyném
stupnia n mé prave n korenov, ak zaratame aj ich nisobnosti.)

Vieme, Ze pole komplexnych ¢&isel C ma tdto vlastnost (aj ked ddkaz tejto vety nie je
jednoduchy).

Veta 10.4.15 (Zdkladna veta algebry). Pole komplexngch cisel C je algebraicky uzavreté.

Spomeiime (opét bez dékazu), ze ku kazdému polu sa da zostrojit nadpole, v ktorom uz
kazdy polyném z F[x] bude mat koreti. Dokonca plati:

Veta 10.4.16 (Steinitz). Pre kaZdé pole F existuje algebraicky uzavreté nadpole F”.

Vsimnime si este jednu uzitoéni vlastnost komplexnych korenov polynémov s redlnymi
koeficientami.

Tvrdenie 10.4.17. Ak f(z) € R[z] je polynom s redlnymi koeficientami a z = a + bi € C je
korert polynému f(x), tak aj komplexne zdruzené ¢islo Z = a — bi je koreriom polynému f(z).
Pritom ndsobnost korena z je rovnakd ako ndsobnost z.

Doékaz. Staci si vSimnut, Ze zobrazenie z +— Z je homomorfizmus (stcet/sti¢in komplexne
zdruzenych cisel je komplexne zdruzené ¢islo k sacétu/sicinu) a ze pre z € R plati z = z.
7 toho potom dostéavame rovnost

f7(3) =an2" +ap 12" tag = an(z)n + an—l(g)n_l +---+ap = f(?)

pre Iubovolné z € C.

Z tejto rovnosti Specidlne vyplyva, Ze ak f(z) =0, tak aj f(Z) = 0.

Druhd ¢ast vyplyva z prvej pouzitej pre polyném zapisany v tvare f(z) = g(x)(z — 2)*,
kde k je nasobnost korena z. O
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Velmi prirodzenym zovseobecnenim tohoto vysledku je tvrdenie sformulované v tlohe

NIl
Désledok 10.4.18. KaZdy polynom f(z) € Rx] nepdrneho stupria md aspon 1 redlny koren.

Dokaz. Ak by polyném mal iba komplexné korene, tak mézeme popéarovat dvojice komplexne
zdruzenych korenov. Komplexne zdruzené korene maji podla predchéddzajiceho tvrdenia rov-
nakid nasobnost. Preto sicet nasobnosti vsetkych komplexnych korenov je parne ¢islo. Stucet
ndsobnosti sa vSak rovnd stuptiu polynému f(x) (pretoze C je algebraicky uzavreté pole). [

10.4.4 Ireducibilné polynémy

Definicia 10.4.19. Polyném f(x) = a,2" +a,_12" "1 +---+ag sa nazgva normovany (alebo
tiez monicky,) ak a, = 1 (vedici koeficient sa rovné 1).

Definicia 10.4.20. Ak R je obor integrity, tak ireducibilné prvky okruhu R[z] nazyvame
ireducibilné polynémy v R|x].

V pripade, ze ide o pole, tak z predchddzajicej kapitoly vieme, Ze Flz] je idedlov a
okruh s jednozna¢nym rozkladom. Teda kazdy polyném sa da jednoznacne rozlozit na sucin
ireducibilnych polynémov.

Veta 10.4.21 (Rozklad na ireducibilné polynémy). Ak F je pole, tak kaZdyj polyném f(x) =
AnT™ + ap_12" " + - 4 ag moZno vyjadrit v tvare

f(x) =app1(z)...pn(x),

kde p1,...,pn sU ireducibilné normované polynémy. Navyse, tento rozklad je (aZ na poradie
cinitelov) jednoznacne uréeny.

Dokaz. Pretoze F[z] je okruh s jednoznaénym rozkladom, vieme, ze kazdy polyném sa d&a
rozlozif na sicin ireducibilnych polynémov a ten rozklad je jednoznacny az na asociovanost.
V okruhu F'[z] st dva prvky asociované prave vtedy, ked sa liSia iba konStantnym nasobkom.
Tym, Ze vo vete pozadujeme normované polynémy, si teda uz jednoznaéne urcené (z lu-
bovolného polynému dostaneme normovany, ked ho vyndsobime b1, kde b,, je jeho vedtici
koeficient; sicin vedicich koeficientov sme dali pred stc¢in normovanych cinitelov — tento
suéin sa rovnd ay,). O

Zatial vsak o ireducibilnych polynémoch vieme iba to, ze existuji — nevieme, ako overit,
¢i je dany polyném ireducibilny ani ako rozklad na stc¢in ireducibilnych polynémov hladat.

Je zrejmé, ze kazdy polynom stupna 1 je ireducibilny — nedé sa rozlozit na sucin poly-
némov nizsich stupniov. Teda ak ¢ je k-ndsobny koren, v rozklade polynému f(z) sa musi
vyskytnit (z — c)*. V pripade, Ze sticet ndsobnosti koretiov je rovny stupiiu polynému vieme
teda ten polyném rozlozit ako

f(@) = an(z — )" (& — )™ .. (x = cm)m,

kde ¢1,...,¢p st vSetky korene f(x) a ki,...,kp, st ich ndsobnosti. Takyto rozklad (ak
existuje) voldme rozklad na stcin koreriovjch cinitelov.
V niektorych pripadoch vieme o ireducibilite rozhodnut, ak pozname korene polynému.

Tvrdenie 10.4.22. Ak F je pole a f(x) € F[z] je polyném stupria 2 alebo 3, tak polynom
f(z) je ireduciblng v F prdve vtedy, ked f(x) nemd koreri v F.
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Doékaz. Stadisi vsimnut, ze ak chceme polyném stupnia 2 alebo 3 rozlozit ako sii¢in polynémov
nizsich stupiiov, nevyhnutne sa tam musi vyskytnit polyném stupiia 1. Z lemy vieme,
ako suvisia linedrne delitele polynému a jeho korene. O

Vsimnime si, ze ireducibilita polynému zavisi od toho, nad akym polom ho uvazujeme
(pretoze polyném nad polom F mézeme sicasne chapat aj ako polyném nad Iubovolnym
nadpolom F’ D F).

Priklad 10.4.23. Uvazujme polyném f(z) = z* + 1. Tento polyném m4 celoéiselné koefi-
cienty, moZeme sa teda skiimat jeho ireducibilitu v okruhoch polynémov Z[z], Q[z], R[x] aj

Clz].

V poli C ma tento polyném 4 korene % (vieme ich najst rieSenim binomickej rovnice
2% = —1). Teda v C méme rozklad
s V2 +/2i V2 —V2i V2 +V2i V2 —V2i
SR (T A C i a B G S e B G S

Nad polom R mame rozklad
2t 1= (22 + V22 + 1) (2 — V22 4 1).

(Polynémy v rozklade mozeme ziskat napriklad ako sti¢in koreriovych ¢initelov pre komplexne
zdruzené korene. Alebo tento rozklad mézeme dostat tak, ze si viimneme rovnost z* + 1 =
(22 41)2 — (v/2x)%.) Pritom oba polynémy x2 ++/2z + 1 st uz nad R nerozlozitelné — pretoze
nemaju realne korene.

Nad polom Q je tento polyném ireducibilny. Ak by sa totiz dal rozlozit na stiéin nejakych
polynémov, bol by stcasne aj st¢inom tychto polynémov v R[z]. Ako sme vSak videli, jediny
(az na poradie a asociovanost) rozklad na stéin polynémov nizsieho stupnia v R[z] je 2* +1 =
(22 + V22 + 1)(2% — V22 + 1) a polynémy, ktoré vystupuji v tomto rozklade, nepatria do
Qlal.

10.4.5 Ireducibilné polynémy nad Q a R

Z toho, ¢o doteraz vieme, sme schopni aspon v niektorych konkrétnych pripadoch najst
rozklad daného polynému na siucin ireducibilnych polynémov.

Postupovat moézeme tak, ze hladdme korene polynému — pomocou hladania racionalnych
korertiov, riesenim kvadratickej alebo binomickej rovnice (pripadne inych typov rovnic, ktoré
vieme riesit, ako s reciproké rovnice, bikvadratické rovnice, kubické rovnice, rovnice Stvrtého
stuptia). Po néjden{ korefiov moZeme polyném vydelit koretiovymi ¢initelmi (a znovu sa
pokdsit riesit novd rovnicu nizsieho stuptia nez bola pévodna). V pripade, Ze by polyném
mal nasobné korene, da sa znizit jeho stupen pouzitim derivacie — o tom si eSte v tejto kapitole
povieme.

V pripade, ze po vydeleni dostaneme polyném dostato¢ne nizkeho stupna, ktory nema
korene, vieme uz, zZe je ireducibilny.

Priklad 10.4.24. V priklade [10.4.11] sme zistili, ze

. 1 2
f(:c)24:1:"+1Ox4x319x25x+624(x2) (:r+3> <xi> (2?2 +z+1).

Pretoze polyném 22 + x + 1 nem4 redlne korene (a je to polyném druhého stuptia), je to
rozklad na ireducibilné polynémy nad R (a tym paddom aj nad Q). Rozklad nad C by sme
ziskali, keby sme este 22 + 2 + 1 rozlozili na ireducibilné &initele.
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Vsimnime si, ze sme vlastne dostali aj rozklad
flx) =22 —1)(3x +2)(4a — 3) (2> + z + 1)
v Z[z].

Viac o rozklade polyndémov na ireducibilné ¢initele (a o algoritmoch pouZivanych na jeho
vypocet) sa mozete dozvediet na predmete poéitacové algebra, pozri napriklad [G1] [G2].

10.4.6 Derivacia a Taylorov rozvoj polynémov

Definicia 10.4.25. Formdlna derivicia polynému f(z) = > _, axz” je polyném Df(z) =
Shoi b x agatTL

V pripade, Ze pracujeme nad Tubovolnym polom, moze sa stat, Zze nenulovy polyném ma
nulovt derivaciu.

Priklad 10.4.26. Pre f(z) = 2P v Z,[z] dostavame D f(z) = p x 2P~1 = 0.

Priamo z definicie sa da overit, Ze takto definovana formalna derivicia ma podobné vlast-
nosti, na aké sme zvyknuti z analyzy.

Tvrdenie 10.4.27. Nech F je pole. Pre lubovolné c € F', f(x),g(x) € F|x] plati

D(f(x) + g(x)) = Df(x) + Dg(x)
D(cf(x)) = cDf(x)
D(f(x)g(x)) = Df(x).g(z) + f(2)-Dy(z)

Dékaz. Overme iba tretiu rovnost (prvé dve sd skutocne jednoduché). Koeficient pri z”
v polynéme na lavej strane tejto rovnosti je (n + 1)-ndsobok koeficientu polynému f(z).g(x)
pri z™.

Oznacme koeficienty polynému f(z) ako a, koeficienty polynému g(x) ako by. Pre koefi-
cienty polynému na lavej strane rovnosti potom mame

n+1
l, = (n + 1) X Z apbnt1—k
k=0

Na pravej strane rovnosti dostavame

n

Pn = Z(k +1) X agy1bp—k + Z(n +1—k) X agbpy1_k-
k=0 k=0

Zmenou sumacného indexu v prvej sume dostaneme vyjadrenie

n+1 n n+1
Pn = Zk X akan_k + Z(TL +1-— k) X akbn+1_k = Z(n —+ 1) X akbn+1_k =1,
k=1 k=0 k=0

(aby sme uvedené ¢leny mohli z14¢it do jednej sumy, pridali sme dva nulové ¢leny — v prvej
sume pre k = 0 ¢len 0 X agb,4+1 a v druhej sume pre k =n+ 1 ¢len 0 X a,1+1bp). O]

Uvedieme si dve tvrdenia, ktoré ukazujd, preco je tento pojem uzitony — prvé z nich
je vyjadrenie Taylorovho polynému v nejakom ¢ € F'; druhé z nich hovori o tom, ¢i nejaky
polyném mé nasobné korene.
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Tvrdenie 10.4.28. Nech F je pole, f(z) = ana™ + ap_12" 1 + -+ + a9 € Flz]. Potom
ezistuju jednoznacne urcené by, by, ..., b, € F také, Ze

f@)=bplx—c)" 4+ +bi(z —c) + bo. (10.5)

Dékaz. Indukciou vzhladom na n. Ak n = 0, tak staéi polozit ag = by (a int moznost o¢ividne
nemame).
Predpokladajme, ze uvedené tvrdenie plati pre polynémy stupna nanajvys n — 1. Podla
lemy [[0.43
f(x) =g(x)(x —c) + f(c). (10.6)

Polyném g(x) je stupiia najviac n— 1- Podla indukéného predpokladu existuja by, ...,b, € F
také, ze g(x) = by(z — )" L1 4+ -+ + bo(x — ¢) + by. Polozme by = f(c). Potom pre f(z) plati

f@)=(bp(z—c)" P - bz —c)+b)(x—c)+ by =bp(x— )"+ +by(x—c) + b.

Tym mame dokazant existenciu.

Ak dosadime do rovnosti r = ¢, tak vidime, ze by = f(c). Dalej polyném g(x)
z je podla vety o deleni so zvyskom jednoznacne urceny. K tomuto polynému st podla
indukéného predpokladu jednoznac¢ne urcené by, b, ...,b, € F. O

Tvrdenie 10.4.29. Ak F je pole charakteristiky oo, tak koeficienty bg,...,b, z turdenia
10.4.28| mozno vyjadrit ako
D™ f(c)

bn = ] )
n.

kde znak D™ znamend, Ze polyném f(z) zderivujeme n-krdt.

Dékaz. Toto tvrdenie dostaneme priamo z rovnosti (10.5)) viacndsobnym zderivovanim (resp. ho
mozeme ukdzat pomocou indukcie). O

Rozvoj v tvare mozeme dostat aj pomocou Hornerovej schémy — teda Hornerova
schéma nam poskytuje moznost vypoditat hodnoty D™ f(c) pre dany polyném f(z) a c € F.

Pred dokazom nasledujiceho tvrdenia si v§imnime jednu doleziti vlastnost najvécsieho
spolo¢ného delitela — konkrétne fakt, Ze zostane taky isty, aj ked prejdeme k nejakému nad-
polu.

Poznamka 10.4.30. Uz sme spominali, ze ak f(z),g(z) € F[z] a F’ O F je nadpole pola
F, tak polynémy f(z) a g(z) si stiasne aj prvkami F’[z]. To znamend, Ze sa mozeme pytat
na najvacsi spoloény delitel tychto 2 polynémov v okruhu F[z] i v okruhu F'[z]. V obidvoch
pripadoch je tento polyném rovnaky.

Vyplyva to z toho, ze podiel a zvySok pri deleni dvoch polynémov z F[z] vyjde rovnako,
bez ohladu na to, ¢i delime so zvyskom v F[z] alebo v F'[z]. (V F[z] sa daji vydelit tak,
aby podiel i zvySok mali koeficienty z F, podiel v F'[z] je rovnaky, pretoze vo vete o deleni
so zvysSkom méme jednoznacnost.)

Z toho vyplyva aj to, Ze reldcia ,deli“ nezdvisi od toho, ¢ sa na polynémy f(x), g(z)
pozerdame ako na prvky F[z] alebo ako na prvky F'[z].

Tvrdenie 10.4.31. Nech F je pole, F' O F je jeho nadpole. Nech f(z) € F[z] je polyném
nad polom F. Ak v nadpoli F' existuje ndsobny koren polynému f(x), tak polyndmy f(z) a
Df(x) su sudelitelné, t.j.

st(ged(f(z), D(f(2)))) = 1.
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Dékaz. Ak c je nasobny koreni f(x), tak podla definicie|10.4.5 f(x) = g(x)(x —c)*, kde k > 1.
Potom

Df(z) = Dy(a)(z — )" + k x g(x)(x — )" = (& — ¢)* 1 (Dg(a) (2 — ¢) + &k x g(x)),
teda © — ¢ | D f(z). KedZze sucasne x — ¢ | f(x), méme

x —c|ged(f(x), Df(x))

a st(ged(f(x), D(f(z)))) > 1. (Predchadzajicu nerovnost sme dokdzali pre najvacsi spolocny
delitel v F’[x]. Na zdklade pozndmky[10.4.30|je vSak najvacsi spolocny delitel v F[x] rovnaky.)
O

Predchddzajice tvrdenie ndm umozni ndjst polyném, ktory mé rovnaké korene ako dany
polynoém, ale kazdy koren ma nasobnost 1. Pred uvedenim tohoto vysledku vsak potrebujeme
zaviest pojem charakteristiky pola.

Definicia 10.4.32. Charakteristika pola F je najmensie prirodzené ¢islo k > 0 s vlastnostou
k x 1 = 0. Oznacujeme ju char(F'). Ak neexistuje k s uvedenou vlastnostou, tak definujeme
char(F) = oo.

Ak char(F) =k, tak pre kazdé c € F plati k x c=c.(k x 1) = .0 =0.

Tvrdenie 10.4.33. Nech F je pole s nekonecnou charakteristikou. Nech f(x) € Flz] a h(x)
je najvacsi spolocny delitel f(x) a D f(x). Potom existuje polyném g(x) s vlastnostami

(i) f(z) = g(z).h(z),
(ii) g(x) md v kazdom nadpoli pola F tie isté korene ako f(z),
(iii) ndsobnost kazdého koreria g(x) je 1.

Dokaz. Pretoze char(F) = oo, mdme D f(x) # 0. (Vedici koeficient D f(x) je n X ay, kde a,
je veduci koeficient f(z). V poli s nekoneénou charakteristikou z a # 0 vyplyva n x a # 0.)

Potom aj h(z) je nenulovy polyném. NavySe h(x) | f(x), takze pri deleni so zvyskom
dostaneme

J(@) = gla)h(z) + 0.

Ak ¢ je ndsobny koren f(x) s ndsobnostou k, tak plati f(x) = (x — c)* f1(x), pricom c nie
je koreniom f;(z). Z predchddzajtcej rovnosti dostaneme

Df(z) = Dfi(x)(z — )  + k x fi(z)(z — )" 1 = (z — )" L (Dfi(x)(x — ¢) + k x fi(z)).
Potom
h(z) = ged(f(2), Df(2)) = (x — )* ' ged((z — ¢) fi(x), Dfi(2)(x — ) + k x fi(x)).
Pritom x — ¢ 1 f1(x), z ¢oho vyplyva x — ct D fi(x)(z — ¢) + k X fi(x) a
z—ctged((z — o) fi(z), Dfi(z)(x = c) + k x fi(z)).
Teda

(z =0t h(z)
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(c je len k — l-ndsobnym koretiom h(zx)). T.j., ak vyjadrime h(z) v tvare h(z) = (z —
c)*1hi(z), tak x — ¢t h(x). Potom mame

(& =) | g(a)h(x) = g(@) (2)(z — )"
z—c|g(@)hi(z)

PretoZe « — ¢ je ireducibilny a x — ¢ { hi(x), vyplyva z toho uz x — ¢ | g(x), ¢iZe ¢ je korefiom
9(@).

Navyse, c je iba jednoduchy koreni g(z), v opac¢nom pripade by sme mali (z — ¢)? | g(z),
a teda

(z = )" g(@)hi(z — o)t = g(a)h(z) = f(z).

To je spor s tym, ze nasobnost korena c je k. O

Priklad 10.4.34. Majme polyném f(x) = 2* + 222 + 1 € R[z]. Potom Df(z) = 423 + 4z a
ich normovany najvacsi spoloc¢ny delitel je

h(x) = ged(f(x), Df () = a® +1 = o' + 22% + 1 — 7 (4a® + d).

Po vydeleni f(z) polynémom h(x) dostaneme g(z) = z2 + 1.
Skutoé¢ne, polynémy f(z) = (22 + 1) a g(z) = 2% + 1 maji v C tie isté korene =i,
v pripade polynému g(x) si to jednoduché korene.

Cvicenia )
{polyn2cvic:KORINVHOM}

Uloha 10.4.1. Nech F je pole, F' je jeho nadpole a p: F' — F’ je homomorfizmus taky, 7e

©(a) = a pre kazdé a € F (nemeni prvky pola F'). Potom pre kazdy korein ¢ polynému f(z)

je aj p(c) korenom f(x).

Uloha 10.4.2. Vedeli by ste dokdzat désledok [10.4.18 na zéklade poznatkov, ktoré méte
z analyzy?

Uloha 10.4.3. Vydelte dané polynémy so zvyskom v C[z].
a) f(x) =2 +32° —dx +2, g(z) =2 +2 -2

b) f(z) =% +223+ 3z +4, g(x) =23+ + 1

c) fla) =23+ (2+2i)2? +3ix+ 1, g(x) =2> + (2 +i)z +1i

Uloha 10.4.4. Pouzitim Hornerovej schémy zistite, & ¢ je koren polynému f(z) € Clz] a
vyjadrite tento polyném v tvare f(z) = g(z)(x — c) + f(c).

a) f(z) =2* +323 —4x +2,c= -2

b) f(z) =25 +22° + 3z +4,c= -1

c) f()=a3+ (2+2i)2? + 3ix + 1, c = —i

Uloha 10.4.5. Pomocou Hornerovej schémy vyjadrit:
a) f(z+3) pre f(z) =a* —2® +1
b) (x —2)* +4(z — 2)% + 6(x — 2)% + 10(x — 2) + 20

Uloha 10.4.6. Najdite vietky raciondlne korene danych polynémov a zistite ich ndsobnost.
AKka je ich némsobnosﬁ?
) f(x) = 42* —b5r—1
b) f(z) —24x5+1033 — 23 —1922 — 5z + 6
c) f(x) = 6z* +192° — 722 — 262 + 12
d) f(z) = 6a* — 723 + 822 — Tw + 2
flr) =42t + 2% - 3x +1
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Uloha 10.4.7. Ukaite, 7e realny polyném f(z) = (z —4)(x — 1)(z + 1)(z + 4) — 1 nem4
raciondlne korene.

Uloha 10.4.8. Vypoditajte d(z) = ged(f(z), g(z)) a vyjadrite ho v tvare d(z) = u(z) f(z) +
v(z)g(z).

a) f(z) = 32 4+ 5a* — 162° — 62% — 5 — 6, g(x) = 32* — 42 — 22 — 2 — 2

b) f(z) = 4a* — 223 — 1622 + 52 + 9, g(x) = 223 — 2% — 5z + 4;

c) f(x) =t + 623 +92% — 22 — 9, g(x) = 23 + 42% + 22 — T;

d) f(z) =2®—1, g(z) =2° - 1;

e) flx) =219 -1, g(z) =2t - 1.

(Vysledky: a) u(z) = f%xzjr izt i v =323+ 227 -2z -3, dx) =2+ 3
b) u(z) = -2, v(z) = =223 d(z) =2 — 1

c) d(x) =1, u(z) = 1/30(22% + 5z — 1), v(x) = —1/30(22 + 922 + Tz + 3))
Uloha 10.4.9. Vypodéitajte d(z) = ged(f(x), g(x)) a vyjadrite ho v tvare d(x) = u(z) f(z) +
)

a) f(w) =2 — 23— 42?2 —2+5, g(x) =22 + 2 — 2;
b) f(x) =25 — 62 + 5, g(z) = 23 + 422 + x — 6;
c) f)=a*—222 -3z -2, g(z) =23 + 42?2 + 4z + 1

Uloha 10.4.10*. Nech m,n > 1 st prirodzené &sla. Ukéazte, ze ged(z™ —1,2" —1) = 2% —1,
kde d = ged(m,n).

Uloha 10.4.11. Dokéite, ze 22 + x + 1 | %™ + 237+ 4 232 (v F[z] pre Iubovolné pole
).

Uloha 10.4.12. Dokézte, ze 2% 4+ 2 4+ 1 | 2% 4 2?7+ 4 2372 v C[z]. (Vyuzite to, ¢o viete
o korerioch tychto polynémov.)

Uloha 10.4.13. Rozlozit na korefiové éinitele (nad C):
a) 22 — 622 + 11z — 6,

b) x* + 4,

c) ot + a3 + 42% — 1,

d*) ot + 423 + 422 + 1,

e) z* — 1022 + 1,

f) o* — 423 + 42 — 1.

Uloha 10.4.14. Rozlozit na siéin ireducibilngch polynémov nad R:

a) 2t +4

b) 26 + 27

c) ot + 423 + 422 -1

d) P+t + 22+t +1

e*) x%" — 22" + 2

) 2* — ax® + 1 pre a € (—2,2)

g*) xQn +x71 + 1.

Uloha 10.4.15. Dokazte: Ak a + bi je koreii polynému f(z) € Rz] a b # 0, tak 2 — 2az +
a? +b?| f(x).

Uloha 10.4.16. N&jdite vSetky ireducibilné polynémy nad Zs stupiiov 2,3,4.

Uloha 10.4.17. Néjdite rozklad f(x) na ireducibilné polynémy v F[z].
a) f(z) =4a? + 323 + 422 + 4o+ 6, F = Z7

b) f(l’) = (E4 — 1, F = le

c) fla)=a* -1, F =73
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Uloha 10.4.18. Zistite, ¢i dané ideély st maximélne v R[z]:
a) I} = (22 — 1);
b) I, = (I2 + 1).

Uloha 10.4.19*. Nech f(x) € Z[z] je polyném s celoéiselnymi koeficientami. Dokézte, Ze
ak a + bv/3 je koren f(z), tak aj a — by/3 je koreii f(x). Dokazte, Ze podobné tvrdenie plati,
ak ¢ nahradime Tubovolnym prirodzenym ¢islom, ktoré nie je druhou mocninou prirodzeného
¢isla.

Uloha 10.4.20. Dokézte, ze polyném f(z) =1+ z + L; + ”:”,)—? + ...+ %7,1 nem4 viacndsobny
koren (nad R resp. nad C).
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Kapitola 11

Grupy a podgrupy

11.1 Zakladné vlastnosti grap

Definiciu a zadkladné vlastnosti grip sme sa naucili uz v prvom semestri — pouivali sme ich
pri definicii pola aj pri definicii vektorového priestoru. Pre zopakovanie vsak uvedme aspon
strucny prehlad.

Definicia 11.1.1. Dvojicu (G, *), kde G je mnozina a * je bindrna opericia na G nazyvame
grupa, ak

(i) operécia * je asociativna

(Vg,h, k€ G)g* (hxk)=(g=h)=*k,

(ii) operacia * ma neutrdlny prvok

(JFee G)(Vge Glexg=g*e=g,

(#ii) pre kazdy prvok g € G existuje inverzny prvok vzhladom na operaciu *

(VgeG)3Fg ' €G)gxg =g lxg=e

Ak je bindrna opericia * komutativna
(Vg,h € G)g*h =h=xg,

hovorime o komutativnej grupe.

Ak plati len prva z podmienok definicie grupy, t.j. ak * je asociativna bindrna operacia
na mnozine G, tak dvojicu (G, *) nazyvame pologrupa. Ak navySe existuje neutralny prvok
pre opericiu *, tak (G, *) volame pologrupa s jednotkou alebo tiez monoid.

Casto oznacenie pre grupovi operaciu vynechdvame a piSeme ab namiesto a * b.

Asociativnost vlastne znamend, ze moézeme vynechavat zatvorky — pri Tubovolnom uzat-
vorkovan{ dostaneme ten isty prvok. (V tvrdenf sme dokdazali zovSeobecneny asocia-
tivny zdkon, ktory hovori, ze zatvorky moézeme vynechdvat aj pri vi¢Som pocte prvkov.)

V grupe platia zakony o krateni

g*hlzg*hg = h1 = ho
hi%g=haxg = h1 = hs
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Zo zakonov o krateni sa d4 odvodit jednoznac¢nost neutralneho prvku aj inverzného prvku-
Pre inverzny prvok v grupe plati

9 H =g
(gxh) P =h"1x

Vela prikladov griup pozname z minulého semestra.

Priklad 11.1.2. Priklady grap:

(V,+) kde V je lubovolny vektorovy priestor,

(F,+) a (F ~ {0}, ) pre lubovolné pole (F,+,-),

(Z,+), (@Q.+), R,+), (C,+), (@~ {0},-), (R~ A0}, -), (C~A{0},-),

(Zn,GB) preneN n>2,

(Z, ~ {0}, ®) kde p je prvoéislo.

Prikladom nekomutativnej grupy je grupa S,, vSetkych permutacii n-prvkovej mnoziny s ope-
raciou skladania zobrazeni pre n > 3 (dloha permuticiam sa budeme venovat aj tento
semester v casti .

Priklad 11.1.3. Mnozina C,, = {z € C;z™ = 1} s operdciou ndsobenia komplexnych ¢isel
tvori grupu. Asociativnost je zrejma (zdedi sa z komplexnych éisel), 1 € C,, je neutrdlny
prvok. Takisto ak x™ =1 tak aj (%)n = m% = % =1, Cize % patri do C,. Cislo % je inverzny
prvok k prvku .

Priklad 11.1.4. Ak (G,*g) a (H,*g) st grupy, tak aj G x H s operéciou (a,b) * (a/,V') =
(a*g a',bxg V') je grupa (tloha|11.1.2)).

Definicia 11.1.5. Grupu G x H z predchddzajiceho prikladu nazyvame priamy sucin grip
G a H (alebo tiez direking sucin grap.)

Cvicéenia

Uloha 11.1.1. Nech (G, ) je grupa a e je jej neutralny prvok. Dokézte:
a)rxy=y*rr S arryxr lxyl=e.

b) Ak z * x = e pre vetky x € G, tak G je komutativna.

Uloha 11.1.2. Overte, ze G x H spolu s operdciou # definovanou v priklade [11.1.4] tvor
grupu pre lubovolné grupy (G, *¢) a (H,*g).

Uloha 11.1.3. Nech G je grupa, e je jej neutralny prvok a a,b € G. Ukaite, ze ak (ab)? =
tak aj (ba)? =

Uloha 11.1.4. Nech G je grupa s vlastnostou, 7e pre Iubovolné a,b, ¢, d, z € G plati impli-
kéicia axb = cxd = ab = cd. (Této vlastnost by sa dala nazvat ,kratenie v strede®.) Dokéazte,
ze potom grupa G je komutativna.

Plati aj obratené tvrdenie? T.j. ak G je komutativna grupa, plati pre Tubovolné jej prvky
uvedena implikacia?

Uloha 11.1.5*. Nech je asociativna bindrna operdcia na mnozine G # (). Nech pre kazdé
a,b € G maji rovnice a * x = b, y * a = b rieSenia v G. (Inymi slovami, pre kazdé a,b € G
existuji © € G ay € G také, Ze axx = b, y * a = b.) Dokézte, Ze (G, *) je grupa. (Hint:
Skuste zacat dékazom existencie Iavého a pravého neutrdlneho prvku.)
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Uloha 11.1.6. Nech (G, ) je grupa a P(G) je systém vietkych podmnozin G. Dokazte, 7ze
operécia - na mnozine P(G) dand predpisom

A-B={a babeG}
je asociativna. Tvor{ P(G) \ {0} s touto operéciou grupu?

Uloha 11.1.7*. Kazd4 koneéné grupa s parnym poétom prvkov obsahuje prvok  taky, ze
1

r=x .
Uloha 11.1.8. Nech G = (Q x Q ~ {(0,0)}). Definujme na tejto mnozine bindrnu operéciu
* predpisom (a,b) * (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc). Je to skutoéne bindrna operacia? Je (G, )
grupa? Je to komutativna grupa?

Uloha 11.1.9. Uvazujme funkcie fi: R ~ {0,1} — R ~ {0,1} definované ako fi(z) = =,
fol@) = 1z, fo(x) = 1 -z, falx) = 1/(1—x), fo(x) = (x— 1)/, fo(x) = x/(z —1). Dokste,

7e G={f1, f2, f3, f4, [5, [} s operédciou skladania zobrazeni tvori grupu.

Uloha 11.1.10*. Nech G je grupa a a, b € G. Nech pre tieto prvky platia rovnosti aba = ba2b,
a® = e a pre nejaké n € N platf b>"~! = e. Dokdzte, ze b = e. (Hint vedeli by ste ukazat
ab? = b%a? D4 sa to dalej pouzif na dokaz, Ze pre tieto prvky plati ab = ba?)

Uloha 11.1.11*. Nech # je asociativna operdcia na konecnej neprazdnej mnozine M. Ukédzte,
Ze existuje prvok = € M taky, ze z x x = .

11.2 Podgrupy

Pojem podgrupy, ktory teraz zadefinujeme, predstavuje podmnozinu nejakej grupy, ktora
s tou istou operaciou opét tvori grupu. Je to do istej miery analdgia pojmu podpriestoru
vektorového priestoru, s ktorym sme sa zoznamili v minulom semestri.

Definicia 11.2.1. Nech (G, *) je grupa a H C G je lubovolnd podmnozina G. Hovorime, ze
H je podgrupa grupy G, ak H s bindrnou operaciou * zizenou na podmnozinu H tvori grupu.
Budeme pouzivat oznacenie H < G, pripadne (H,*) < (G, *).

Pod zizenim operéacie na podmnozinu rozumieme operaciu dand predpisom
hi xg ha = hy *g ha

pre Iubovolné hi, hy € H. (Kvdli zrozumitelnosti sme tu pouzili rozli¢né oznacenie pre ope-
raciu na grupe G a jej podgrupe H, dalej vsak budeme pouzivat rovnaké oznacenie pre obe
operécie.)

Poznamka 11.2.2. Ddlezité je vsimnut si, ze definicia podgrupy zahfna aj poziadavku, aby
zlzenie operdacie * na podmnozinu H bola binarna operéacia na H. To znamend, ze mnozina
H je uzavreta vzhladom na operaciu *, ¢ize

hl,hQEHihl*hQEH.

Pretoze kazdd grupa musi obsahovat neutralny prvok, priamo z definicie vyplyva, ze
H # 0.

7 toho, Ze podgrupa mé rovnako definovani grupovi operaciu vyplyva, Ze aj inverzné
prvky a neutrdlny prvok st v podgrupe rovnaké ako v celej grupe.
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Lema 11.2.3. Nech (G, *) je grupa a H je jej podgrupa.

(i) Ak ey je neutrdlny prvok grupy H a eq je neutrdlny prvok grupy G, tak em = eq.
(Z toho specidlne vypljva e € H, teda kaZdd podgrupa musi obsahovat neutrdlny prvok.)

(ii) Ak a € H, b je inverznyg prvok k a v G a ¢ je inverzng prvok k a v H, tak b = c.
Dokaz. 7 toho, zZe e¢ je neutralny prvok grupy G dostaneme
eqgxeg =egy.
Stcasne plati
egxeg =epy

lebo ey je neutralny prvok grupy H. Dostavame teda rovnost
€Eg *xeg = eg xeg

a zo zdkona o kriteni (v grupe G) potom vyplyva eq = ep.

Opét vyuzijeme zdkon o krateni. Z prvej Casti vieme, ze eq = ey, oznacme teda
neutralny prvok oboch grip ako e := eq = ey. Ak b je inverzny prvok k a v grupe G, tak
a * b = e. Podobne, z toho, ze ¢ je inverzny prvok k a v H mame a * ¢ = e. Z rovnosti

axb=axc
vyplyva b = c. O

Priklad 11.2.4. (Q,+) je podgrupa grupy (R,+), lebo opericia + na Q funguje rovnako
ako séitovanie redlnych ¢isel. Podobne (Z, +) je podgrupa (Q,+) a (R, +) je podgrupa grupy
(C, +).

Podobne ako pri vektorovych priestoroch, aj pri podgrupach mame pomerne jednoduché
kritérium na zistenie, ¢i nejakd podmnozina tvori podgrupu danej grupy.

Veta 11.2.5 (Kritérium podgrupy). Nech (G,x) je grupa a H C G, H # (. Nasledujice
podmienky siu ekvivalentné

(i) H je podgrupa grupy G;
(ii) mnozZina H je uzavretd vzhladom na operdciu * a na tvorenie inverzniych prvkov v G,

cize plati (pre lubovolné a,b € H)

a,be H =axbe H
aceH=a'eH

(iii) pre lubovolné a,b € H plati aja=* b€ H

Dokaz. = : Uzavretost mnoziny H vzhladom na operaciu * vyplyva z toho, Ze zizZenie
operacie * na H je binarna operacia na podmnozine H (poznémka. Dalej z lemy
vieme, ze inverzné prvky v H st rovnaké ako v GG. Preto inverzny prvok k ITubovolnému a € H
(v grupe G) musi patrit do H (je to inverzny prvok k a v grupe H).

(i) = : Ak a,b € H tak aj a~! € H (na zdklade druhej z dvoch podmienok uvedenych
v na zaklade prvej podmienky (pouZitej pre a~! a b) potom dostaneme a~* xb € H.
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= : Pretoze H je neprazdna mnozina, existuje aspon jeden prvok x € H. Pouzitim
pre b = a = x dostaneme x~! * x = e € H. Majme teraz [ubovolné a,b € H. 7Z (i) pre
prvky a a e dostaneme a~! xe = a~! € H. Ak teraz pouZijeme t1 istd podmienku pre a=' a
b, dostaneme (a=1)~! b =a*b € H. Obe implikicie z (ii) st teda splnené.

= : Mame dokézat, ze H so zlZenou operdciou # spliia podmienky z definicie
grupy. Uzavretost na operaciu * znamend, ze zUzenie operacie * je bindrna operacia na H
(pozndmka . Asociativnost sa automaticky zdedi z grupy G (pozri pozndmku .
Dalej by sme mali ukézat, ze e € H. Pouzijeme podobny postup, ako v predchédzajtcej casti
dokazu. Kedze H # (), existuje nejaky prvok a € H a z mame a~! xa = e € H. Zostéava
nam dokazat, ze kazdy prvok ma v H inverzny prvok. Z predchadzajicej lemy vsak vieme,
ze inverzné prvky v G a v H st rovnaké a druhé c¢ast podmienky hovori, Ze podmnozina
H je uzavreta vzhladom na inverzné prvky. O

Pri pouziti kritéria podgrupy potrebujeme overif aj to, ze podmnozina H je neprazdna.
Pretoze kazdd podgrupa musi obsahovaf neutralny prvok, je ¢asto najjednoduchsie zacat
overenim, ¢i ho dand podmnozina H naozaj obsahuje. (Ak zistime, ze e € H, tak H # ()
a mozeme pouzit kritérium podgrupy. V opacnom pripade H nemdze byt podgrupa, takze
dalsie podmienky uz nemusime overovat.)

Poznamka 11.2.6. V skutocnosti ak je mnozina H konec¢na, je mozné uvedené kritérium
este o Cosi zjednodusit — staci overovat podmienku a,b € H = axb € H. Tento fakt dokazeme
o niec¢o neskoér v dosledku [1.4.5

Poznamka 11.2.7. Kritérium podgrupy nam déva inti moznost ako dokazat, ze nejakd mno-
Zina so zadanou bindrnou operéaciou tvori grupu. Pre konzistentnost s uvedenym tvrdenim,
ozna¢me nas$u mnozinu H a bindrnu operéciu *. Chceme overit, ze (H, *) je grupa.

Kritérium podgrupy moézeme vyuzit v situdcii, ked ide o ziiZzenie nejakej binarnej operécie
na vécsej mnozine G, o ktorej sme uz ukazali, ze tvori grupu. Namiesto toho, aby sme overovali
pre H podmienky z definicie grupy, stadi ndm overit, ze H spliia kritérium podgrupy.

Priklad 11.2.8. Ak (G, x) je grupa, tak G je podgrupa grupy G. Ak e je neutrdlny prvok
grupy G, tak {e} je podgrupa grupy G. Cize kazdd grupa obsahuje dve podgrupy — celi
grupu G a jednoprvkovi podgrupu {e} obsahujicu len neutralny prvok.

Uvedieme teraz dva priklady podgrip grupy (C ~ {0}, ).

Priklad 11.2.9. Oznac¢me S = {z € C;|z| = 1}. Mnozina S tvori podgrupu grupy (C ~\
{0}, ). Skutoc¢ne:

Plati 1 € S, teda S je nepréazdna.

Ak x,y € S, znamend to |z| = |y| = 1. Potom |zy| = |z| - |y| = 1, teda aj zy € S.

Ak z € S, dize o] =1, tak || = ; =1, ¢ize 5 € S.

Priklad 11.2.10. Podmnoziny R ~\ {0}, @ ~\ {0} st podgrupy grupy (C ~ {0},-). Stadi si
uvedomit, ze podiel dvoch nenulovych redlnych (raciondlnych) ¢isel je opét redlne (raciondlne)
¢islo.

Priklad 11.2.11. Podmnozina R je podgrupa grupy (R ~\ {0},-). Vyplyva to z toho, Ze
podiel dvoch kladnych ¢isel je opét kladné cislo.

Kritérium podgrupy moézeme vyuzit na dokaz nasledujicej jednoduchej lemy ako aj do-
lezitého tvrdenia [I1.2.13] o prieniku podgrip.

Lema 11.2.12. Nech (G, *) je grupa. Potom
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(i) Ak K C HCG a K, H st podgrupy G, tak K je podgrupa H.
(ii) Ak H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak K je aj podgrupa G.

Dékaz. Cviéenie. O

Tvrdenie 11.2.13. Nech (G, %) je grupa a H; je podgrupa grupy G pre kazdé i € I. Potom
prienik tychto podgrip
H:= () H;

il
je opat podgrupa grupy G.

Dékaz. Potrebujeme ukézat, ze H # 0 a H splita podmienku z vety

Pretoze e € H; pre vSetky podgrupy H;, neutralny prvok e lezi aj v ich prieniku, a teda
H+0.

Nech teraz a,b € H. To znamena, ze a,b € H; pre kazdé ¢ € I. Z kritéria podgrupy potom
dostaneme a~! xb € H;. Pretoze tento prvok patri do kazdej z mnozin H; pre i € I, patri aj
do ich prieniku, ¢ize a=t xb e H = () H;. O

il

Priklad 11.2.14. Uz sme videli, Ze S = {z € C; |z| = 1}, R~ {0} aj R st podgrupy grupy
(C \ {0},). Mozeme si vS§imnut, ze S N (R~ {0}) = {£1} aj SNRT = {1} st podgrupy
(€~ A0}, ).

Priamo z tvrdenia[11.2.13| dostaneme nasledujtci dolezity désledok.

Déosledok 11.2.15. Ak (G, *) je grupa a A C G je lubovolnd podmnozina G, tak prie-
nik vsetkych podgriup obsahujicich mnozinu A je tieZ podgrupa G. Tito podgrupu nazyvame
podgrupa generovand podmnozinou A a oznacujeme [A]. Ak [A] = G, hovorime, Ze grupa G
je generovand podmnozinou A (alebo tiez, Ze A generuje G). V pripade, Ze A = {a} je jedno-
prvkovd mnoZina, tak namiesto [{a}] budeme pouZivat oznacenie [a] a hovorime o podgrupe
generovanej prvkom a.

Definiciu podgrupy generovanej mnozinou A mozeme strucne zapisat ako
[A] = ﬂ{H CG;H DA N H je podgrupa G}. (11.1)

Poznamka 11.2.16. Podgrupa generovand mnozinou A je najmensia (vzhladom na inkld-
ziu) podgrupa grupy G, ktord obsahuje A. Pod pojmom ,najmensia vzhladom na inkldziu*
rozumieme to, Ze pre Iubovolni podgrupu H, ktord obsahuje A plati [A] C H. Inak pove-
dané, je to najmensi prvok mnoziny tych podgrup, ktoré obsahuji A, vzhladom na ¢iasto¢né
usporiadanie C na tejto mnozine

Z toho, ¢o sme doteraz uviedli o podgrupe generovanej nejakou mnozinou je zrejméa ana-
l6gia s pojmom vektorového podpriestoru generovaného nejakou mnozinou vektorov.

S tymto pojmom sa este stretneme, podrobnejsie sa budeme venovat najmé podgrupam
generovanym jedinym prvkom. Zatial uvedme aspon jeden jednoduchy priklad.

1S pojmom &iastoéné usporiadanie a najmensi prvok ste sa pravedpodobne uz stretli alebo este stretnete
na inych prednédskach, pozri [OS].
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Priklad 11.2.17. Uvazujme grupu (R, +). Potom podgrupa generovand prvkom 1 je Z, ¢ize
Z=11].

Aby sme videli, ze Z C [1], stadi si vSimnit, ze ked nejakd podgrupa (R,+) obsahuje
1, musi obsahovat aj 2 = 1+ 1, 3 = 2 + 1 atd. Indukciou moézeme dokézat, ze obsahuje
vsetky prirodzené ¢isla. Samozrejme, ako kazda podgrupa, obsahuje aj neutralny prvok 0
a z uzavretosti na inverzné prvky vyplyva, ze musi obsahovat aj vsSetky zaporné celé éisla.
Takze podgrupa [1] urcite obsahuje vSetky prvky mnoziny Z.

Na druhej strane, Z je podgrupa (R, 4), ktord obsahuje ¢islo 1. TakzZe je jednou z podgrip
vystupujtcich v prieniku (|11.1)), z ¢oho vyplyva [1] C Z.

Takmer rovnakym spdésobom by sa dalo ukézat, Ze aj [-1] = Z

Pomerne lahko sa moZete presvedéit aj o tom, Ze [{2,3}] = Z (tloha[11.2.12).

Priklad 11.2.18. Pozrime sa teraz na 6-prvkovi grupu Zs x Zs. (Usporiadané dvojice, kde
na prvej suradnici scitujeme modulo 2 a na druhej stradnici stradnici modulo 3 - pozri

definiciu [11.1.5)).
V tomto pripade (ako ¢itatel Tahko overi) plati napriklad:
(1,0)] = Zs x {0};
(0,1)] = {0} x Zs:
(1,1)] = Zy x Z3, kedZe pomocou prvku (1, 1) postupne dostaneme prvky (0,2), (1,0), (0,1),
1,2) a (0,0), ¢ize vsetky prvky grupy.

Priklad 11.2.19. Inym prikladom by bola podgrupa H = [{1,/2}] grupy (R, +). T.j. H je
najmensia podmnozina mnoziny R, ktora obsahuje ¢isla 1 a /2 a je uzavretd na sicet aj na
opacné prvky. Pomerne lahko sa da overit, ze

H={a+bV2a,beZ}.
O trochu narocnejsie je ukazat, ze tato grupa nie je cyklicka; t.j. nedd sa v nej najst generator
(dloha ).
Cvicenia
Uloha 11.2.1. Dokazte lemu [11.2.12]
Uloha 11.2.2. Nijdite vietky podgrupy (Zg, &).

Uloha 11.2.3. Dokéite, Ze matice typu n x n, ktorych determinant je rovny 1, s operéciou
nasobenia matic tvoria grupu.

Uloha 11.2.4. Dokazte: Ak H je podgrupa grupy (G, -) tak H> = H - H = H.
Uloha 11.2.5. Ak A, B, C st podgrupy G a C C AU B, tak C' C A alebo C C B.

Uloha 11.2.6. Tvoria pri s¢itovani/nasobeni matic grupu Stvorcové matice n x n, ktoré si:
symetrické, antisymetrické, diagonalne, regularne, horné trojuholnikové. ..

Uloha 11.2.7. Najdite priklad nekoneénej grupy, ktord obsahuje netrividlnu koneéni podg-
rupu. (Pod netrividlnou podgrupou tu rozumieme podgrupu, ktord mé viac ako jeden prvok.)

Uloha 11.2.8. Matice typu n x n, ktoré v kazdom riadku a kazdom stipci maju prave jednu
jednotku a ostatné prvky st nulové, s operdciou nasobenia matic tvoria grupu. (Hint: Stvisia
tieto matice nejako s permutdciami? Akym linedrnym zobrazeniam zodpovedaja?)

Uloha 11.2.9. Ukéite, ze H = {%;m,n st neparne} je podgrupa grupy (Q ~ {0},).
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Uloha 11.2.10. N4jdite vietky podgrupy grupy Zs x Zs a vietky podgrupy grupy Za (v
oboch pripadoch operdcia @). Maju tieto grupy rovnaky pocet dvojprvkovych podgrip?
(Z toho, ¢o sa nau¢ime v dalSej podkapitole sa na zaklade tejto ivahy bude dat zdévodnit,
Ze tieto dve grupy nie sd izomorfné.)

Uloha 11.2.11. Je mnozina H = {lna;a € Q,a > 0} podgrupou grupy (R, +)?

Uloha 11.2.12. Budeme pracovat v grupe (R, +).

a) Dokdzte, ze [{2,3}] = Z;

b) Dokazte, ze [{1,v2}] = {a + bv/2;a,b € Z}.

¢*) Je mozné podgrupu [{1,v/2}] generovat jedinym prvkom? (V terminolégii, ktort zave-
dieme v Casti sa d4 tato otdzka sformulovat takto: Je podgrupa [{1,v/2}] cyklicka?)

Uloha 11.2.13. Dokézte, alebo vyvratte: Ak Hy je podgrupa G a Hs je podgrupa Go, tak
H; x Hs je podgrupa Gy x Gs.

Uloha 11.2.14. Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukaite, ze gHg~' = {ghg~';h €
H} je podgrupa grupy G.

Uloha 11.2.15. Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Je aj kazd4 podgrupa grupy
(V,+) podpriestorom priestoru V7 Ako je to s vektorovymi priestormi nad polom Z,?

Uloha 11.2.16. Nech H je vlastna podgrupa grupy G (t.j. H # G). Dokéite, ze [G—H] = G.

Uloha 11.2.17. Nech A, B st podgrupy grupy G. Dokéite, ze AB je podgrupa G prave
vtedy, ked AB = BA.

Uloha 11.2.18*. Ukéite, 7e podgrupa H grupy (R, +) vygenerovana prvkami 1 a v/2 je
presne H = {a + b\/2;a,b € Z}. Ukézte, 7e tato grupa nie je cyklicka, t.j. neexistuje prvok
h € H, pre ktory by platilo H = [h] = {kh; k € Z}.

11.3 Homomorfizmy grap

Pri vektorovych priestoroch boli dolezité linedrne zobrazenia — zobrazenia zachovavajice ope-
racie urcujuce vektorovy priestor. Podobne aj pri stidiu griap st uzitoéné zobrazenia medzi
grupami, ktoré zachovavaji grupové operacie. Takéto zobrazenia volame homomorfizmy. E|

Definicia 11.3.1. Nech (G, o), (H, ) st grupy. Potom zobrazenie f: G — H je homomor-
fizmus, ak

flg1092) = fg1) * f(g2)
plati pre lubovolné g1, g» € G.

Na oznacenie homomorfizmu budeme niekedy pouzivat struénejsi zépis f: (G,0) — (H,*)
(t.j. tymto zapisom sticasne popiseme ako oznacujeme homomorfizmus a aj ako oznacujeme
grupové operécie.)

Skor nez si tento pojem ilustrujeme na prikladoch, dokazeme si dve jednoduché vlastnosti,
ktoré musi kazdy homomorfizmus spliiat.

Veta 11.3.2. Nech (G,0), (H,*) st grupy a f: G — H je homomorfizmus. Oznaéme dalej
eq neutrdlny prvok grupy G a ep neutrdlny prvok grupy H. (Inverzné pruky budeme v oboch
pripadoch oznacovat pomocou horného indexu —1 ako obuvykle.) Potom plati:

2Kedze pojem homomorfizmu sa definuje aj pre iné strukttry nez st grupy, niekedy sa pouziva aj termin
grupovy homomorfizmus.
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268 Homomorfizmy grap

(i) f(eq) = en (teda homomorfizmus musi zobrazit neutrdlny prvok na neutrdlny prvok);
(i) f(a=Y) = (f(a))~! (teda homomorfizmy zachovdvaji aj inverzné pruky).
Dokaz. () Pretoze
flec) = fleg oec) = flec) = flea),
dostédvame rovnost f(eq) *x ey = f(eq) = fleq) * f(eq). Zo zdkona o krateni (pouzitého pre

grupu H) potom dostaneme f(eg) = ey.
(i) Z definicie homomorfizmu tentokrat mame

Fa™)x fa) = fla o a) = flea) L en,

teda f(a=!) x f(a) = (f(a))™! * f(a) a opit staci pouzit zakon o krateni, aby sme dostali
fla™) = (fla) ™. O

Priklad 11.3.3. Ak (G,x*) a (H,o) su Iubovolné grupy, tak f: G — H uréené predpisom
f(g) = en pre vsetky g € G je homomorfizmus.
Zobrazenie idg: G — G je homomorfizmus pre kazda grupu (G, *).

Priklad 11.3.4. Uvazujme zobrazenie
f: (R, +) = (RT, ), fix— et
Priamo z vlastnosti exponencidlnej funkcie vyplyva, ze f je homomorfizmus
flat+y) ="V =e"e = f(x) f(y)
Priklad 11.3.5. Definujme
g: (R,+) = (S,), g: @+ €% =cosp+isinp,

kde S = {z € C;|z| = 1} je grupa z prikladu [11.2.9] (Z4pis e!¥ budeme chapat jednoducho
ako skratku zapisu cos ¢ +isin ¢. Ide o tzv. goniometricky a exponencidlny tvar komplexného

¢isla, pozri podkapitolu )
Fakt, Ze ide 0 homomorfizmus vyplyva z Moivrovej vety[C.2.3] ktord hovori, Ze pri ndsobeni
komplexnych ¢isel sa uhly sé¢ituju (a absolitne hodnoty sa ndsobia).

g(p1+p2) = (cos(p1+w2)+isin(p1+p2)) = (cos p1+isin p1)-(cos pa+isin pa) = g(p1)-g(p2)

Priklad 11.3.6. Homomorfizmus z predchddzajiceho prikladu teraz trochu zmodifikujeme.
Budeme pracovat s grupou ({0, 27),+), v ktorej je s¢itovanie definované modulo 27. For-
malne mozeme operédciu + definovat ako

a+,6’—27r{a+6},
2T

kde {z} oznacuje desatinni ¢ast ¢isla z. (Vyznam znamienka + na pravej strane predstavuje

sCitovanie redlnych ¢isel, zatial¢o na lavej strane je operacia, ktord definujeme. Na to ste si

v8ak uz pravedpodobne zvyKkli, Ze niekedy oznacujeme rozne veci rovnakym symbolom.)
Potom dostdvame homomorfizmus

h: ({0,27),4) — (S, ), h: @ €' = cosp + ising.

(Je to naozaj homomorfizmus, lebo zmena uhla ¢ o nejaky ndsobok 27 neovplyvni hodnotu
¢isla cos p + isin . Vysledok je teda rovnaky ako pri pouziti homomorfizmu z predchadza-
jceho prikladu. Tento homomorfizmus je navyse bijektivny.)
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rp2: PRHOMZZN}
Priklad 11.3.7. Nech n € N, n > 2. Zobrazenie f: (Z,4+) — (Zy,®) dané predpisom

f(k) = kmodn

je homomorfizmus. (Rovnost f(k +1) = f(k) @ f(I) vyplyva z toho, Ze dostaneme rovnaky
vysledok ked dve ¢isla s¢itame a potom urobime zvysSok po deleni n a ked to urobime v ob-
ratenom poradi.)

Pripomenme, ¢o rozumieme pod obrazom a vzorom mnoziny v danom zobrazeni.

Definicia 11.3.8. Nech f: X - Y , AC X, BCY.
Potom obraz mnoziny A v zobrazeni f je

flA] ={f(a);a € A}
a vzor mnoziny B v zobrazeni f je

f71(B) ={a € A; f(a) € B}.

V pripade, ze B = {b}, t.j. Ze mnozina B je jednoprvkova, pouzivame niekedy struénejsie
oznacenie f~1(b) namiesto f~1({b}). (Hoci niekedy by sa mohlo toto oznadenie pliest s ozna-
¢enim pre obraz prvku b v inverznej funkcii, z kontextu snad vzdy bude jasné, ¢o mame na
mysli.)

Vsimnime si, Ze f[A] je podmnozina mnoziny Y a pre y € Y plati
y € flA] = (Ja € A)y = f(a).
Mnozina f~!(B) je zasa podmnozinou mnoziny X a pre € X méame

r€ f1(B) & f(zx) € B.

{grp2: TVROBRGRP}

Tvrdenie 11.3.9. Nech (G,0), (H,x*) st grupy a f: G — H je homomorfizmus. {rp2: OBRCRP1£1}

(i) Ak G’ je podgrupa grupy G, tak aj jej obraz f|G'] je podgrupa grupy H. {grp2: OBRGRPit2)

(i) Ak H' je podgrupa grupy H, tak aj jej vzor f~1(H') je podgrupa grupy G.

Dokaz. V oboch pripadoch pouzijeme kritérium podgrupy.

Pretoze e € G/, z vety [11.3.2) mame f(eq) = ey € f|G'], a teda f[G'] # 0.

Nech a,b € f[G’]. To znamen4, Ze existuji a;,by € G’ také, ze f(a1) = a a f(by) = b.
Potom dostdvame

f(a7 o) = fla) ™' f(br) = a”'b.

Pretoze G’ je podgrupa, mame a; 'b; € G', a teda a='b = f(a; 'by) € f[G].

Opiit sa Tahko ukaze, ze eq € f~1(H'), teda tdto podmnozina je neprazdna.

Ak a,b € f71(H’), znamend to, Ze f(a), f(b) € H'. Potom

fa™'b) = f(a™')f(b) = f(a)~" f(b) € H',

lebo H' je podgrupa. Zistili sme, ze a='b € f~1(H’), teda f~1(H’) vyhovuje podmienke
z kritéria podgrupy. O
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Désledok 11.3.10. Nech (G,0), (H,*) si grupy a f: G — H je homomorfizmus. Potom
jadro

Ker f={g € G; f(g9) = en}
je podgrupa grupy G a
Im f = {f(g);9 € G}
je podgrupa grupy H.
Dokaz. Vyplyva z toho, Ze {ex} je podgrupa grupy H a G je podgrupa grupy G. O

Definicia 11.3.11. Nech (G, o), (H,x*) sa grupy. Ak f: G — H je bijektivny homomorfiz-
mus, hovorime, ze f je izomorfizmus alebo tiez, Ze grupy G a H si izomorfné (oznacujeme
G~ H).

Opiit, podobne ako v pripade vektorovych priestorov, existencia izomorfizmu znamen4, ze
grupy G a H su v podstate rovnaké, len ich prvky st inak pomenované. Bijektivne zobrazenie
f je ,slovnikom“, ktory prekladd medzi tymito dvoma pomenovaniami.

Lema 11.3.12. Nech (G,x), (H,o), (K,®) st grupy.

(i) Ak f: G — H je izomorfizmus, tak aj f~': H — G je izomorfizmus.

(ii) Ak f: G — H a g: H— K st homomorfizmy, tak aj go f: G — K je homomorfizmus.
(iii) Ak f: G — H a g: H — K si izomorfizmy, tak aj go f: G — K je izomorfizmus.

Dokaz. : Nech a,b € H. Pretoze f je surjekcia, existuji a1,b; € G také, ze f(a1) = q,
f(b1) = b. Z definicie homomorfizmu potom méme

aob= f(ar)o f(br) = f(a1 +b1).

Potom priamo z definicie inverzného zobrazenia vyplyva

fHaob)=aixbi = f~(a) x f7H(D).

: Ak a,b € G, dvojndsobnym pouzitim definicie homomorfizmu dostaneme

g9(f(axb)) =g(f(a)o f(b)) = g(f(a)) © g(f (b))

(itil): Podla je zloZenie homomorfizmov opéat homomorfizmus. Stc¢asne vieme (tvrdenie
2.2.13)), ze zlozenie bijekcii je bijekcia. O

7 predchadzajicej lemy vidime, Ze:
a) ak grupa G je izomorfnd s grupou H, tak aj H je izomorfnd s G,
b) ak G je izomorfnd s H a H je izomorfnd s K, tak aj grupy G a K st izomorfné.
Ak si navySe uvedomime, Ze kazd4 grupa je izomorfnd sama so sebou (identické zobrazenie
idg: G — G je izomorfizmus), tak vidime, Ze vztah ,byt izomorfny“ mé podobné vlastnosti
ako relacia ekvivalencie.

Priklad 11.3.13. Zobrazenie f: (R,+) — (R*,"), f(z) = €7, z prikladu [11.3.4] je izomor-
fizmus. Aby sme videli, ze f je bijekcia, staci si véimntt, Ze zobrazenie f~': Rt — R dané
predpisom f~!(x) = Inx je inverzné k zobrazeniu f. (Podla predchadzajiicej lemy je teda aj
toto zobrazenie homomorfizmom.)
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Priklad 11.3.14. Homomorfizmus h(¢) = €' =cosp +ising, h: ((0,27),+) — (S,),
z prikladu je tieZ izomorfizmom.

Aby sme videli, ze h je bijekcia, staci si uvedomit, ze prvky grupy S predstavuji body
jednotkovej kruznice a kazdy bod na jednotkovej kruznici je jednoznac¢ne urceny uhlom z in-
tervalu (0, 27), ktory sa nan zobraz{ zobrazenim g.

Aj surjektivne a injektivne homomorfizmy maji niektoré zaujimavé vlastnosti, preto sa
nam v budicnosti bude hodit nasledovna terminolégia.

Definicia 11.3.15. Nech f: (G, *) — (H, o) je homomorfizmus. Ak f je injektivne zobraze-
nie, tak hovorime, ze f je monomorfizmus. Ak f je surjektivne zobrazenie, tak hovorime, Ze
f je epimorfizmus.

Hovorime, 7e grupa (H,o) je homomorfny obraz grupy (G, ), ak existuje epimorfizmus

f:(G,%) = (H,o0).

Videli sme napriklad, 7ze pre kazdé n € N je (Z,,®) homomorfny obraz grupy (Z,+)
(priklad [11.3.7)), grupa (S, -) je homomorfny obraz grupy (R, +) (priklad [11.3.4).

Cvicenia

Uloha 11.3.1. Zistite, ¢ st grupy G a H izomorfné:

a) G= (R\{O}a) X (R\{O}a)7 H = ((C\{O}a)

b) G= (26769)7 H = (Z2 X Z?n@)

C) G = (R\ {0}")7 H = (Q N {0}7')

d) G = (Z x Za,+), H = (Z,+) (Sc¢itovanie v Z x Zs chdpeme tak, Ze na prvej suradnici
pouzivame obvyklé scitovanie a na druhej scitujeme modulo 2, t.j. tak ako sme definovali
priamy stéin grip.)

Uloha 11.3.2. Zistite, ¢i st grupy G a H izomorfné a ¢ je grupa H homomorfnym obrazom
grupy G. Svoju odpoved zd6vodnite!
a) G= (R +) (Rv +)7 H = (C7+)

b) G =(Q+), H = (R, +)
) G= (@,+)7 H=(Q",)
d)g=(C\{O}w%H:(R\{O},')

e) (Q; +)v H= (Q N {O}v )

Uloha 11.3.3. Zistite, ¢ s grupy G a H izomorfné a & je niektora z nich homomorfnym
obrazom druhej. Svoju odpoved zd6vodnite!

a) G=(R,+), H=(R",")

b) G = (R ~ {0}7 ')7 H= (R+’ )

C) G = (Z4,€B), H = (ZQ X Zg,@)

d) G = (Zﬂ +)v H= (Z7+) X (Za+)

Uloha 11.3.4. Nech (G, o) je grupa. Je zobrazenie g — ¢~ izomorfizmus z G na G? Ak nie,
vedeli by ste definovat binarnu operaciu * na G, tak, aby toto zobrazenie bol izomorfizmus

grip (G,o) a (G, *)? Je uvedené zobrazenie izomorfizmom, ak G je komutativna?

Uloha 11.3.5. Nech (G, %) je Iubovolnd grupa. Dokazte, Ze zobrazenie g — ¢ * ¢ je homo-
morfizmus z G do G prave vtedy, ked G je komutativna.

Uloha 11.3.6. a) Dokaite, 7ze R x R~ {(0,0)} s operéciou * definovanou ako (a, b) * (¢, d) =
(ac — bd, ad + be) tvori grupu.
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b) Dokézte, ze vsetky nenulové matice tvaru (fb Z) tvoria s nasobenim matic grupu. (Hint

k obom castiam tlohy: Mozno vam pomdze nédjst jednoduchsie rieSenie to, ze tato tloha je
v ¢asti o homomorfizmoch.)

Uloha 11.3.7. Nech f: G — H je homomorfizmus griip. Dokaite:
a) Zobrazenie f je surjektivne préve vtedy, ked Im f = H.
b) Zobrazenie g je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {e}.

Uloha 11.3.8. Majme dané grupy G, G a definujme zobrazenia pi: G1 x G, — Gy a
P2 Gl XGQ —>G2 ako

pl(xvy) =,
p2(z,y) = y.

Dokazte, ze p1 aj p2 st surjektivne homomorfizmy.

Uloha 11.3.9. Nech fi: G— Hya fy: G — Hy st homomorfizmy grip. Potom aj zobrazenie
f: G — Hy x Hy dané predpisom f(x,y) = (g(z), h(y)) je homomorfizmus.

Uloha 11.3.10. Nech g: G — G a h: H — H’ stt homomorfizmy grip. Potom aj zobrazenie
f: G x H— G’ x H" dané predpisom f(z,y) = (g(z), h(y)) je homomorfizmus. Ak g a h st
izomorfizmy (surjektivne homomorfizmy/injektivne homomorfizmy), tak f je izomorfizmus
(surjektivny homomorfizmus/injektivny homomorfizmus).

Uloha 11.3.11. Nech G je grupa. Dokazte, ze potom mnozina
A ={(z,x);x € G}
je podgrupa grupy G x G. Ukazte, ze A je izomorfnd s G.

Uloha 11.3.12. Nech f,g: G — H st homomorfizmy griip. Je mnozina {a € G; f(a) = g(a)}
podgrupa grupy G?

Uloha 11.3.13. Nech f,g: (G,0) — (H, ) st homomorfizmy grip. Definujme zobrazenie
h: G — H ako h(x) = f(x) x g(z). Bude aj h homomorfizmus? Bude to platit v pripade, Ze
H je komutativna?

Uloha 11.3.14. Nech (H,o), (G,*) st grupy a H C G. Potom H je podgrupa G préave
vtedy, ked zobrazenie i: H — G dané predpisom i(h) = h je homomorfizmus.

Uloha 11.3.15. Nech f: (G,*) — (H,o) je homomorfizmus, ktory je surjektivny ale nie
injektivny.
a) Dokdzte, Ze existuje aspon jedno pravé inverzné zobrazenie k f, ktoré nie je homomorfiz-
mom.
b) Ukazte na priklade, Ze moZe nastat takd situdcia, Ze Ziadne pravé inverzné zobrazenie nie
je homomorfizmom.
¢) Ukézte na priklade, Ze moze nastat aj takd situdcia, ze aspon jedno pravé inverzné zobra-
zenie je homomorfizmom.

Rozhodnite podobné otéazky pre injektivny ale nesurjektivny homomorfizmus a Tavé in-
verzné zobrazenie.

Uloha 11.3.16. Dokéite, 7e ak grupa H je homomorfnym obrazom komutativnej grupy G,
tak aj H je komutativna.
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Uloha 11.3.17. Nech (G,-) je grupa. Pre a € G oznaéime Cg(a) = {z € G;xa = ax}.
Dokézte, ze Cg(a) je podgrupa grupy G. Comu sa rovna Cg(e)? Comu sa rovna Cg(a), ak
G je komutativna grupa?

Uloha 11.3.18. Nech (G, ) je grupa. Ukézte, ze (G, *') s operdciou definovanou ak
z¥y=yxx

je tiez grupa a Ze tieto dve grupy st izomorfné, t.j. (G, *) = (G, ).

11.4 Cyklické grupy

V tejto kapitole budeme ¢asto vyuzivat oznacenie pre opakované pouzitie bindrnej operacie,
t.j.
" =gxo...ox.
——

n-krat

Formalne toto oznacenie zavedieme pomocou definicie matematickou indukciou.

Definicia 11.4.1. Nech (G, o) je grupa a 2 € G. Potom pre n € N definujeme indukciou

xlzxa

2"t =z" oz,

n

Dalej definujeme 2° = ¢, kde e je neutralny prvok grupy G a =™ = (z~)™ pre lubovolné

n € N. (Tym je vyraz z* definovany pre Iubovolné k € Z.)

Ukéazeme, ze prave zadefinovand mocnina v grupe sa sprava podobne, ako celociselné
mocniny. (Tvrdenia v nasledujticej leme st na prvy pohlad jasné a ich formalny dékaz je len
cvi¢enim na matematickd indukciu.)

Lema 11.4.2. Nech (G,o) je grupa, x,y € G, m,n € Z. Potom plati:

(i

(ii) Ak zoy =yox, tak plati aj (v oy)™ = x™ o y™.

)
)
)
)

Akzoy=youx, takxoy™ =y  ox.

(iii) 27" = (a™)7 !

(iv) =™ Mog™=zx"oax™

(v) (@) =2

Dékaz. ({i): Uvedené tvrdenie dokdZeme najprv pre n € N. Budeme postupovat matematickou
indukciou vzhladom na n.
1° Pren =0 mame zoe=eox, pre n =1 mame x oy = y oz, Co je nas predpoklad.
2° Ak plati 2 o y™ = y™ o x (indukény predpoklad), tak dostaneme

zoy™*! = wo(y"oy) = (voy"Joy L (y"ow)oy = y"o(woy) = y"o(yox) = (y"oy)ow = y"*ox.
Ak n < 0, oznacme k = —n. Potom z uz dokazanej Casti tvrdenia mame
zoy' —zoyt—zo(y ) = (y)or=y For—yos

3Wikipédia: Opposite group https://en.wikipedia.org/wiki/Opposite_group
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: Aj tuto cast najprv overime pre n € N.
Opét pre n = 0 je platnost tvrdenia zrejma a pre n = 1 sa zhoduje priamo s predpokladom.
Predpokladajme, ze plati pre n. Pre n + 1 dostavame postupne

@

(woy)"o(woy) = (3" oy") o (zoy) =a"o(y" ox)oy =
n+1 n+1-

"o (zoy")oy=(z"ox)o(y"oy)=a""" oy

(oy)"t! =

Rovnost rozsirime na zaporné ¢isla priamo pouzitim definicie. Pre n € N mame
(zoy) ™ =((xoy) )" =((you) )" =@ toy )" =(@ )'o(y ) =a "oy ™"
(iii): Najprv nech n € N. Z dostavame
"oz = (x ) loa" = (z o) =" =¢

(poslednd rovnost sa lahko overi indukciou na n).
Rovnost, ktort sme odvodili, znamena, ze z=" = (™)~ 1.
Ak n <0, tak n = —k pre nejaké k € N. Pre k uz mame tvrdenie dokdzané, ¢o znamena,
e x ™k = (")t a
(.Z‘n)_l — ((mk)—1>—1 _ SL‘k — ",

Overime tvrdenie najprv pre n € N a m > —n. Budeme postupovat indukciou
vzhladom na n. (T.j. indukciou na n dokazujeme vyrok (Vm > —n)z™T™ = g™oz™ = z"oz™.)

1° Pre n = 0 médme ™10 = 2™ o e = e 0 2™, ¢o evidentne plati.

2° Nech uvedend rovnost plati pre n (a pre lubovolné m € N). Potom

m-+(n+1) _ x(m+n)+1 m+ m n+1

P
x =™ Moz =(xM"ox™)ox=a"o(z"ox)=azTox
(Nerovnost m > —n sme potrebovali na to, aby m + n > 0, lebo iba v tomto pripade je
(Mt definované uvedenym spoésobom. Takisto sme vyuzili rovnost ! = 2" o z, ktort
zatial mdme len pre n > 0.)
Podobne dostaneme
gt H) = pmam+l — pmdn o g — (2" 0 g™) oz = 2™ o (z™ o 1)

"o (zox™) = (z" ox)ox™ = 2"t

ox™,

Tym sme dokézali pre Iubovolné n € N a m +n > 0. Zo symetrie vyplyva, ze plati
ajpre m € Nam+n > 0, ¢ize vlastne uz mame tiato rovnost dokazani pre Iubovolné celé
¢isla m, n také, ze m+n > 0.

Teraz, ak m,n € Z st také, ze m +n < 0, tak

pmtn — (m—l)(—m)—&-(—n) _ (x—l)—m ° (x—l)—n — ™ 0er7

podobne mozno odvodit druhit éast rovnosti (kde st iba vymenené m a n.)

: Najprv tato rovnost dokédzeme pre n € N, m € Z pomocou indukciou vzhladom
na n. (T.j. vyrok V(n), ktory dokazujeme indukciou, je (Ym € Z)(z™)"™ = 2™".)

1° Pre n = 0 mame rovnost e = e, pre n = 1 mame 2™ = 2™; v oboch pripadoch rovnost
plati.

2° Nech @ plati pre n. Pre n 4+ 1 potom dostaneme

(xm)n-i-l — (xm)n o™ E 2 o ™ xmn-‘rm — mm(n—i—l)'

274



KAPITOLA 11. GRUPY A PODGRUPY 275

Na zaporné ¢isla tito rovnost rozsirime nasledovne
(xm)—n — ((wm)—l)n ((m)—m)n — (x)—mn :I/,'IYLH.

O

Ako sme uz spominali pre definicii [3.3.12] niekedy namiesto a pouzivame zépis n x a
(hlavne ak je grupova opericia oznacend ako + alebo @) — hovorime o multiplikativnom a
aditivnom zapise grupovej operacie.

Definicia 11.4.3. Nech (G, o) je grupa a x € G. Rdd prvku x v grupe G je najmensie ¢islo
n € N také, zen >0 a

" =e.

Ak také cislo neexistuje, rdd prvku x sa definuje ako oo.

Indukciou sa dé lahko dokézat (ﬁloha, ze pre Iubovolny homomorfizmus f: (G, ) —
(H, o) plati
fla") = f(a)". (11.2)
Z toho mézeme odvodit, Ze ak f je izomorfizmus, tak f zachovdva rddy prvkov. (T.j. rdd
prvku a v grupe G je rovnaky ako rad f(a) v H. Pozri tlohu [11.4.1])
Tento fakt moézeme vyuzit, ak chceme dokazat, ze medzi niektorymi dvoma grupami
neexistuje izomorfizmus.

Priklad 11.4.4. Ukazeme, Ze grupy Zo X Zs a Z4 nie st izomorfné.

Staci si uvedomit, ze v grupe Z4 je rad prvku 1 rovny 4. Ak by bola tato grupa izomorfnd
s grupou Zsg X Zso, tak by aj v nej musel existovat prvok radu 4. Prvky (1,0), (1,1), (0,1)
vSak maji rad 2 a neutrdlny prvok (0,0) ma rdd 1. Teda v Zy X Zsy nie je Ziadny prvok rddu
4.

Postup z predchadzajiaceho prikladu je dost ¢asto pouzivany v pripade, ze chceme dokazat
neexistenciu izomorfizmu medzi dvoma grupami. Najdeme nejaki vlastnost, ktord izomor-
fizmy zachovdvaju (invariant) a ukézeme, Ze jedna z grip tato vlastnost nemd. Z vlastnosti
s ktorymi sme sa doteraz stretli sa daju pouzit napriklad rad prvku, velkost grupy alebo jej
podgrip (v zmysle po¢tu prvkov alebo kardinalit, existencia prvku spliiajiceho nejaki
identitu (ako napriklad = x x = 2, 2% = a? alebo z * y # y x  — existencia prvkov, kto-
ré nekomutuji), atd. Niektoré z tychto vlastnosti sa daji pouzit aj na dokaz, ze neexistuje
(surjektivny) homomorfizmus z jednej grupy do druhe;j.

Lahko sa dd ukdzat, ze v konecnej grupe ma kazdy prvok konecny rad (tloha .
Tento fakt mozno overit velmi podobnym spdsobom, aky pouzijeme v nasledujicom dokaze.

Tvrdenie 11.4.5. Nech (G, x) je grupa a H C G, H # 0 je jej konecnd podmnoZina. Potom
H je podgrupa G prdve vtedy, ked plati

a,be H =axbe H. (11.3)

Dokaz. Implikacia je zrejma.

Podla vety nam staci overit, ze pre kazdy prvok a € H aj inverzny prvok
a~! patri do H.

Na to nam staci ukazat, ze prvok a € H mé konecny rad — ak totiz vieme, zZe existuje

prirodzené éislo n také, ze a™ = e, tak a” 'xa = a*xa” ! = e, ¢o znameni, ze a” ! je inverzny

48 pojmom kardinality (mohutnosti) mnoziny ste sa uz pravdepodobne stretli na niektorej inej prednéske.
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prvok k a. Z (11.3)) viak indukciou Tahko dostaneme, 7e a"~! € H. (Mozeme predpokladat,
Ze a # e, a teda n > 1. Pre neutrdlny prvok e dokazovand implikdcia oc¢ividne plati.)

Nech teda a € H. Vieme, ze pre lubovolné n aj a™ € H. Kedze mnozina H je konecna,
existuji m # k také, ze a™ = a*. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech m > k. Potom z rovnosti
a™ = a* dostaneme a™ % = e. Uk4zali sme teda existenciu prirodzeného &isla n := m — k
takého, ze a” = e. O

Definicia 11.4.6. Cyklickd grupa je grupa G, ktoré je generovand nejakym jej prvkom a € G.
Prvok a, ktory generuje grupu G, nazyvame generdtor grupy G.

Priklad 11.4.7. V priklade [11.2.17| sme videli, ze Z = [1], teda (Z,+) je cyklickd grupa.
Stcasne plati Z = [—1], teda generdtor cyklickej grupy nemusi byt jednoznacéne urceny.

Lema 11.4.8. Ak (G, %) je grupa a a € G, tak H = {a"™;n € Z} je podgrupa grupy G.

Dékaz. Pretoze e = a° € H, mnozina H je neprazdna. Overme, & pre H plati kritérium
podgrupy.

Ak e, a™ € H, tak aj a" *a™ = a"™™ ¢ H.

Ak a” € H, tak aj (a") ' =a"" € H. O

Veta 11.4.9. Ak G je cyklickd grupa a a je jej generdtor, tak
G ={a"neZ},
t.j. G pozostdva prdve z mocnin generdtora a.

Dékaz. 7 predchédzajicej lemy vieme, ze H = {a™;n € Z} je podgrupa G obsahujica prvok
a. Preto [a] C H. Z predpokladu, Ze G je generovand prvkom a potom médme G C H a kedze
H je podmnozina G, musi platit G = H. O

V predchadzajicom dékaze sme vlastne stcasne ukézali, ze
[a] = {a";n € Z}.

Lema [IT.4.§ hovori vlastne to, ze pre kazdy prvok a obsahuje G cyklickid podgrupu gene-
rovanu prvkom a.

Pripometime, Ze pod oznaenim a | b (a deli b), kde a,b € Z rozumieme to, Ze existuje
nejaké celé ¢islo ¢ také, ze b =c¢ - a.

alb & (FeeZ)(b=c-a)
Lema 11.4.10. Ak a € G, kde G je grupa, a rdd prvku a je n € N, tak
a™ = a* = n|m—k.
Ak rdad proku a je oo, tak
am =a” & m=k.

Dékaz. Uvazujme najprv pripad, ze rad a je n.

Ak a™ = a¥, tak a™ % = e. Nech | = (m — k) modn je zvysok ¢isla m —k po deleni n.
Potom a! = e a 0 <1 < n. Ak by platilo I > 0, dostali by sme spor s tym, %e n je najmensie

prirodzené ¢islo s touto vlastnostou. Preto musi platit I = 0. Kedze m — k mé nulovy zvysok
po deleni ¢islom n, je to nasobok cisla n.
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Ak m —k =cn, t.j. m = k + cn, tak a™ = a*t" = a¥(a™)¢ = aFef = aFe = aF.

Dokaz pripadu, ked rad a je oo, je velmi podobny, snad len s tym rozdielom, Ze implikacia
je v tomto pripade zrejméa. Dokazme teda netrividlny smer.

Bez ujmy na vseobecnosti mozeme predpokladat m > k. Ak a™ = a*, tak a™ % = e.
Pretoze rdd a je oo, neexistuje ¢islo n > 0 také, ze a™ = e. To znamena, ze m —k =0 a

m=k. O
Ak sa pozrieme na to, ¢o nam tato lema hovori v pripade k = 0, tak dostaneme:

Dosledok 11.4.11. Ak a € G, kde G je grupa, a rdd prvku a je n € N, tak

am =e & n | m.

Ak rdad prvku a je oo, tak
am =e & m = 0.

Mozete sa pokusit dokdzat si tento dosledok priamo, bez pouzitia lemy [I1.4.10] - tloha

11.4.11} Vedeli by ste dokézat lemu |11.4.10] pomocou désledku [11.4.11] (Teda dokézat tieto

dve tvrdenia v opa¢nom poradi, nez sme to urobili v tomto texte.)

Veta 11.4.12. Nech G je cyklickd grupa a a je jej generdtor. Ak rdd prvku a je n € N, tak
G (Zy,®). Ak rdd proku a je oo, tak G = (Z,+). (Teda kaZdd cyklickd grupa je izomorfnd
so Z alebo so Zy,).

Dékaz. Najprv nech rad generdtora a je rovny n. Definujme zobrazenie f: k +— da*, f: Z, —
G. Ukazeme, ze f je izomorfizmus. Z lemy mame

Stcasne, z lemy [I1.4.10] mame

k+l1 kol

a =a

pretoze Cisla k + 1 a k @ [ sa lisia o nejaky nasobok c¢isla n.

Dalej ukazeme, Ze zobrazenie f je bijektivne.

Surjektivnost: Kedze a je generdtor grupy G, kazdy prvok tejto grupy ma tvar a® pre
nejaké s (veta . Ak s’ je zvySok ¢isla s po deleni ¢islom n, tak s’ € Z, a navySe
n|s—s, takze (podla predchadzajicej lemy) a® = a® = f(s').

Injektivnost: Ak f(s) = f(t), ¢ize a®* = a, mame n | s —t. Ak s,t € {0,1,...,n — 1}, tak
s—te{0,£1,...,£(n —1)}. Jediné ¢islo z tejto mnoziny, ktoré je delitelné n, je 0, a teda
s—t=0as=t.

Zostava ndm este ukazat druhy pripad, t.j. rdd a je oco. (Dékaz v tomto pripade je velmi
podobny.) Definujeme f: Z — G ako f(n) = a™.

Homomorfizmus:
fk+1) =d"! =a*a’ = [(k) S (1)
podla lemy
Surjektivnost: Kazdy prvok z G je tvaru a”™ = f(n) pre nejaké n € Z podla vety [11.4.9
Injektivnost: Druhd ¢ast lemy [I1.4.10] O

Speciélne z predchadzajicej vety vidime, Ze kazd4 netrividlna grupa musi obsahovat podg-
rupu homomorfni so (Z,+) alebo s niektorym (Z,,, ®). Takisto si mézeme v8imnut, Ze rdd
prvku je presne pocet prvkov podgrupy generovanej tymto prvkom.

Este sa skiisme zaoberat otdzkou, ¢i z cyklickej grupy dostaneme opéf cyklicka grupu
pomocou niektorych zékladnych operacii — podgrupa, homomorfny obraz, priamy sucin grap

(definicia [11.1.5)).
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278 Cyklické grupy

Veta 11.4.13. Kazdd podgrupa cyklickej grupy je cyklickd.

Dokaz. Nech G je cyklickd grupa s generatorom a a H je nejaka jej podgrupa. Nech d je
najmensie prirodzené &islo také, ze d > 0 a a® € H. (Ak H # {e}, tak existuje aspon jedno
také ¢islo.) Dokézeme, ze a? generuje H (a teda H je cyklickd).

Najprv si uvedomme, aké prvky patria do podgrupy [a?] generovanej prvkom a?. Podla
vety st to presne prvky tvaru (a?)* = a*? pre k € Z, ¢ize tie mocniny generédtora a,
pre ktoré je exponent nasobkom d.

Postupujme sporom. Nech by existoval prvok a® € H taky, 7e. a® ¢ [a?]. Cislo s mdZeme
prepisat ako s = k-d+ s, kde 0 < s’ < d (Cislo s sme vydelili ¢islom d, zvySok sme oznadili
s"). Ak predpokladdme, ze a® ¢ [a?], tak s’ # 0. (V opaénom pripade by totiz platilo a® = a*¢
a uz sme ukézali, Ze prvky takéhoto tvaru patria do [a%].) Z rovnosti a® = a*?a*" dostaneme

as’ _ (akd)—las
a pretoze a¥?,a® € H a H je podgrupa, z tejto rovnosti vyplyva a® € H. Pretoze 0 < s’ < d,
dostavame tak spor s predpokladom, Ze d je najmensi mozny exponent taky, ze ¢ € H. [

Veta 11.4.14. Homomorfny obraz cyklickej grupy je cyklickd grupa.

Dokaz. Ak f: G — H je epimorfizmus a a je generdtor G, tak lahko mozno vidiet, Ze f(a)
je generator grupy H.

Skutoéne, kazdy prvok z H je tvaru f(a™) pre nejaké n € Z (na zéklad surjektivnosti f)
a podla plati f(a™) = f(a)™, ¢ize ho vieme dostat ako mocninu prvku f(a). O

Na vyriesenie otazky, kedy je sicin cyklickych grip opéf cyklickd grupa, sa nam hod{
Bézoutova identita — pozri tvrdenie [A 4.1 resp. [10.3.13} Hoci sme tento vysledok uz stretli,
stru¢ne ho na tomto mieste pripomenme.

Definicia 11.4.15. Najvacsi spolocny delitel éisel a, b € Z je ¢islo d € N\ {0} s vlastnostami
(i) d|a A d|b (Cze d deli obe ¢isla);
(i) ak c|a a c| b, tak ¢ < d (Cize d je najvicsie ¢islo s uvedenou vlastnostou).

Najvacsi spoloény delitel budeme oznacovat ako d = ged(a, b).

Tvrdenie 11.4.16. Ak d = ged(m,n) je najuicsi spolocny delitel dvoch cisel m,n € N tak
ezistuju také u,v € Z, ze plati um + vn = d.

Napriklad pre ¢isla 3 a 7 mame ged(3,7) = 1 a skutocne plati (—=2)-34+1-7 = 1. Ak
skisime o nieco vicsie ¢isla, tak napriklad ged(14,9) =1a2-14—-3-9=1.

Veta 11.4.17. Grupa Z,, X Z,, je cyklickd prdve vtedy, ked m a n su nesudelitelné, t.j. ich
najuacsi spoloényg delitel ged(m,n) = 1. V takomto pripade je prvok (1,1) jej generdtorom.

Dékaz. Najprv ukdZeme, Ze ak Z,, X Z, je cyklickd grupa, tak dvojica (1,1) je jej
generdtorom. Nech (g1, g2) je Tubovolny generator. Zrejme potom gy je generdtor Z,, a gs je
generator Z,. Potom priradenie ¢g; — 1 jednoznacne urcuje izomorfizmus fi: Z,, — Z,, a
priradenie go +— 1 ndm déva izomorfizmus fo: Z, — Z,. Potom f: Z,, X Z,, — Zp, X L,
uréené predpisom

f(‘rvy) = (fl(x)a f2(y))
je tiez izomorfizmus (dloha[11.3.10)). Plati f(g1,g92) = (1,1), ¢ize (1,1) je generétor.
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Ak d = ged(m,n) > 1, tak podgrupa [(1, 1)] generovand dvojicou (1, 1) neobsahuje dvojicu
(1,0). Skutocne, ak by platilo pre nejaké k € Z v tejto grupe k x (1,1) = (1,0), znamenalo
by to, ze v celych ¢islach platia rovnosti

k=am-+1

k=bn
z ¢oho bn — am = 1. Pritom vsSak d deli obe ¢isla m aj n, teda d | bn — am = 1, ¢o je spor.
(Jediné celociselné delitele ¢isla 1 st £1, my sme predpokladali d > 1.)

Oéividne [(1,0), (0,1)] = Z, X Z,, stadi teda ukdzat, ze pomocou (1, 1) vieme vyge-
nerovat dvojice (1,0) a (0,1). Ak am+bn = 1, tak v grupe Z,, X Z,, platia rovnosti (zapisané
aditivne)

am x (1,1) = (0,1)
bn x (1,1) = (1,0)

O
V priklade [11.2.18| sme videli, Ze grupa Zs X Zs je skutoéne generovand prvkom (1,1).

Cvicenia

Uloha 11.4.1. Nech f: (G,*) — (H, o) je homomorfizmus. Dokézte, ze potom plati:

a) ( ") = fla)"
b) =eq = f( ) = ey
¢) Ak f je navySe izomorfizmus, tak a™ = e & f(a)” = epy.
d) Izomorfizmus zachovava rad prvku, t.j. rdd prvku a v grupe G je rovnaky ako rad prvku
f(a) v grupe H.

e) Viete nieCo povedat o vztahu medzi rddmi prvkov a a f(a) aj ak f je homomorfizmus?
(T.j. bez predpokladu o bijektivnosti.)

Uloha 11.4.2. Nech (G, ) je cyklickd grupa a a je jej generator. Potom Iubovolny homo-
morfizmus z G do nejakej grupy (H, o) je jednoznaéne uréeny obrazom prvku a.

Uloha 11.4.3. Néjdite vietky izomorfizmy medzi (Zy, ®) a (Zs ~ {0}, ®).
Uloha 11.4.4. Ukézte, 7e ak G je koneéna grupa, tak kazdy jej prvok mé koneény rad.

Uloha 11.4.5. a) Ukézte, Zze grupa (Q, +) nie je cyklicka.
b) Ukézte, Ze grupa (R, +) nie je cyklicka.

Uloha 11.4.6. Najdite vSetky homomorfizmy:
a) 20 Zy do Zg X Za,
b) Z0 ZQ X ZQ do Z47

Uloha 11.4.7. Zistite, & st grupy G a H izomorfné. Svoju odpoved zdovodnite!
a) G = (Z7; ~{0},0), H=(Z¢,®)

b) G = (Za +)v H= (Q, +)

¢) G = (Ze®), (Z2,®) % (Z3, D)

Uloha 11.4.8. V kaZdej grupe maju nasledujtice prvky rovnaky rad: z a yzy='; ab a ba;
abe, bea a cab. Naopak, prvky abc a cba moézu mat rdzny radd. (Hint: Jedna z moznosti ako
dokéazat, ze dva prvky g, h € G maji rovnaky rad je dokdzat ekvivalenciu g" = e & A" =e.
Ind moznost je najst izomorfizmus f: G — G taky, ze f(g) = h, a pouzit tlohu ))

1
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Uloha 11.4.9. Nech a,b € G, kde G je grupa, a,b # e také, ze ab = ba a b> = 1. Dokéite,
ze {a",ba™,b*a";n € Z} je podgrupa grupy G.

Uloha 11.4.10. Nech n € N~ {0}. Pre kazdé k | n existuje k-prvkovad podgrupa grupy
(Zn, ®).

Uloha 11.4.11. Ak rad prvku a v grupe G je n a e je neutralny prvok tejto grupy, tak pre
prirodzené é&isla k € N plati a* = e prave vtedy, ked n | k. Dalej pre kazdé s € N existuje
méeNtaké, zea®*=a"al0<m<n-—1.

Uloha 11.4.12. Nech z je prvok radu n. Potom:
a) Rad prvku z™ deli n.
b*) Rad prvku =™ je (m—’fn), kde (m,n) oznacuje najvacsi spolocény delitel ¢isel m a n. (Hint:

Tvrdenie |11.4.16})

Uloha 11.4.13. Ak f: G — H je homomorfizmus grip a g € G je prvok koneéného radu,
tak rad prvku f(g) deli rdd prvku G.

Uloha 11.4.14. Nech G je grupa, a € G je prvok koneéného radu n. Nech H je podgrupa
grupy G a k = min{j € N;j > 0,a’ € H}, t.j. k je najmensie kladné prirodzené &islo také,
7e aF € H. Dokazte, 7e k | n; t.j. k deli rad prvku g.

Uloha 11.4.15. Nech G je grupa reguldrnych matic typu 2 x 2 nad R s nésobenim a A =
(Y3), B=(2° 1 ). Dokazte, Ze A mé rad 4, B mé rad 3, ale AB mé rdd oo.

Uloha 11.4.16. Nech G je grupa a a,b € G st prvky také, Ze a, b aj ab maji rad 2. Dokaite,
ze ab = ba.

Uloha 11.4.17. Nech z,y € G, kde G je grupa. Ukézte, 7e ak #3y = y2* a 2 mé rad 7, tak
Ty = yx.

Uloha 11.4.18*. Nech a,b € G, kde G je grupa. Ukéite, Ze ak ba = a*b?, tak prvky ab a
a?b? majt rovnaky rad.

Uloha 11.4.19. Nech z a y st prvky koneéného radu grupy G a nech zy = ya. Dokézte, Ze
ak [z] N [y] = {e}, ¢ize prienik podgrip generovanych tymito prvkami je trividlna podgrupa,
tak rdd prvku zy je najmensi spolo¢ny nasobok radov prvkov x a y. Platia tieto tvrdenia aj
ak x a y nekomutuju?

Uloha 11.4.20*. Nech z a y st prvky konetného radu grupy G a nech ay = yx. Dokéite,
ze ak ich rddy k a [ st nesudelitelné, tak rad prvku zy je kl. Dokézte, Ze existuji exponenty
m a n, také, ze rdd prvku z™y™ je rovny [k,!] (najmensi spoloény nésobok radov). Platia
tieto tvrdenia aj ak x a y nekomutuju? (Hint: V tomto priklade moZe byt uzitoéné tvrdenie
11.4.16])

11.5 Permutacie

S permutéciami sme sa uz stretli pri definicii determinantu (kapitola @

7Z minulého semestra uz vieme, ze pod permutdciou koneéneﬂ mnoziny M rozumieme
bijekciu z M od M. TieZ sme sa dohodli na oznaceni permutéci{ mnoziny {1,...,n} pomocou
zZapisu

(o(1) o) = g ) »

5N4zov permutécia sa niekedy vyskytuje aj ako pomenovanie bijekcie nekone¢nej mnoziny na seba. My sa
budeme drzat terminolégie, ktorti sme zaviedli uz v minulom semestri — t.j. pri permutaciach automaticky
predpokladdme, ze ide o kone¢nit mnozinu.
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Obr. 11.1: Priklad permutécie 5-prvkovej mnoziny. Vidime, Ze z kazdého prvku vychadza aj
do kazdého prvku vchédza prave jedna sipka.

Napriklad permutéciu znédzornent na obrazku by sme zapisali ako
(13313)

Tiez vieme, ze zlozenie permutécii je permutécia a inverzné zobrazenie k danej permutéacii
je permutéacia. Pomocou tychto faktov vieme ukazat, Ze permutacie danej koneénej mnoziny
tvoria grupu. Mnozinu vSetkych permutéci{ n-prvkovej mnoziny {1,2,...,n} budeme ozna-
covat S, a nazyvat symetrickd grupa.

V tejto Casti sa budeme zaoberat o nieco podrobnejsie grupou S,, vsetkych permutacii
n-prvkovej mnoziny a niektorymi jej podgrupami. Za¢neme tym, Ze si povieme o rozklade
permutécie na jednoduchsie permutécie (budeme ich volat cykly), ktory ndm (okrem iného)
umozni vyratat rad Iubovolného prvku v grupe S,,.

11.5.1 Rozklad na stcin disjunktnych cyklov

Ak sa pozrieme na permutédciu na obrdzku vidime, Ze na tomto obrdzku sa po jednotli-
vych sipkach z prvku 1 dostaneme do prvku 4 a potom naspét znovu do prvku 1. Podobne
z prvku 2 sa dostaneme do 3 a 5 a potom opat do 2.

Toto musi platit pre Tubovolni permutaciu. Ak zacneme s lubovolnym prvkom, opakova-
nym aplikovanim tej istej permutéacie po konetnom pocte krokov dostaneme znovu ten isty
prvok. Dévodom je, Zze mame len konecny pocet prvkov — teda po istom case sa niektory
prvok zopakuje. Ak by to bol iny prvok, ako ten z ktorého sme zacali, dané zobrazenie by
nebola bijekcia. (Podrobnejsie tento argument vysvetlime v dokaze tvrdenia ) Vdaka
tomu moézeme kazdi permutaciu rozdelit na cykly.

Cela tato cast je venovana sposobu ako mézeme prave uvedeny jednoduchy fakt formalne
zapisat a dokazat. Tiez si povieme, preco je tento poznatok uzitocny.

Najprv potrebujeme zaviest pojem cyklu.

Definicia 11.5.1. Permutéaciu ¢ kone¢nej mnoziny M nazveme cyklus, alebo cyklickd per-
mutdcia ak existuja prvky aq,ae,...,ax také, ze

ola;) = a1 pre i =1,2,..., k—1,

@(ak) = ar,
©(a) = a pre ostatné prvky a # a;.

Pre cyklus tohoto tvaru budeme pouzivat zépis (ajas...ag).
V definicii cyklu pripastame aj nulovy pocet prvkov. Prdzdny cyklus, ktory oznacujeme
(), sa rovnd identickej permutécii.

281

{perm:FIG5A}

{perm:SSECTCYKLY}



{perm:LMDISJKOM}

{perm:TVRCYKL}

282 Permutacie

Vsimnime si, Ze zapis pomocou cyklov mozeme pouzit pre lubovolnt mnozinu. Tento zapis
vsak neidentifikuje mnozinu, ktorej permutaciu robime — t4 musi byt zadana zvlast.

Priklad 11.5.2. Uvazujme permutdcie mnoziny {1,2,3,4,5}

Zépis ¢ = (14) oznacuje permutdciu s vlastnostou ¢(1) =4 a p(4) = 1, ktord prvky 2, 3
a 5 nemeni (teda ¢(2) =2, ¢(3) =3, p(5) = 5).

Zapis 7 = (235) znamend permuticiu urcent predpisom 7(1) = 1, 7(2) = 3, 7(3) = 5,
7(4) =4, 7(5) = 2.

Vsimnime si, Ze ten isty cyklus moze byt zapisany viacerymi spoésobmi: 7 = (235) =
(352) = (523).

Tiez si mozeme vsSimnut, ze identickti permutaciu moézeme zapisat nielen ako prazdny
cyklus ale aj ako Iubovolny jednoprvkovy cyklus: id = () = (1) = (2) = (3) = (4) = (5)

Priklad 11.5.3. Vieme, ze inverzné zobrazenie k permutécii je tiez permutacia. Ak mame
cyklus ¢ = (ajas .. .ay), tak inverznd permutécia je tiez cyklus p 1= (anan-1...a1). Zod-
poveda to tomu, ze poprechddzame po tych istych sipkach tvoriacich cyklus, ale v opacnom
poradi.

Pre cykly z predchadzajiceho prikladu mdme o~! = (14) a 771 = (253).

Definicia 11.5.4. Dve permutdacie ¢ a 7 tej iste] mnoziny M nazveme disjunktné, ak pre
kazdy prvok a € M plati p(a) = a alebo 7(a) = a. (Teda kazdy prvok zostdva nezmeneny
pri aspon jednej z tychto dvoch permutécii.)

Specidlne, dva cykly (ajas...ax) a (biby...b;), kde k,1 > 2, st disjunktné, ak plati
rovnost {ai,as,...,ax} N{b1,ba,..., b} =0.

Nasledujiica lema hovori, Ze poradie disjunktnych permutacii mézeme pri skladani vyme-
nit — disjunktné permutacie komutuju.

Lema 11.5.5. Ak ¢ a 7 st disjunkiné permutdcie, tak

YOT =T0O0Y.

Dokaz. Staci priamym vypocCtom overit, ze permuticia na lavej aj pravej strane rovnosti
nadobida rovnaké hodnoty; ¢ize 7(p(m)) = o(r(m)).

Dokézme tiito rovnost najprv pre pripad, Ze p(m) # m. Potom z injektivnosti zobrazenia
© mame @(p(m)) # p(m). Pretoze ¢ a 7 st disjunktné, permuticia 7 nemeni prvky m ani
p(m), teda 7(m) = m a 7(¢(m)) = ¢(m). Pouzitim tychto rovnosti dostaneme

7(p(m)) = p(m) = @(r(m)).

Pripad 7(m) # m je symetricky.
Zostava uz len moznost 7(m) = ¢(m) = m, vtedy vSak na oboch strandch rovnosti
dostaneme m:

O

Priklad 11.5.6. Lahko si moéZzeme vSimnit, Ze pre permutacie, ktoré nie su disjunktné,
predchadzajice tvrdenie neplati. Zoberme napriklad cykly ¢ = (12) a 7 = (135). Potom
dostaneme

porT = (1352) a 7o = (1235).

Tvrdenie 11.5.7. KazZdu permutdciu mozno zapisat ako zloZenie disjunktnych cyklov. Tento
zdpis je jednoznacny aZ na poradie cyklov (a vynechanie prizdneho cyklu a jednoprvkovijch
cyklov). Nazgvame ho rozklad permutédcie na suc¢in disjunktnych cyklov.
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Dokaz. Uvazujme lubovolnt permutaciu ¢ mnoziny M.

FEzistenciu rozkladu permutécie ¢ na stucin disjunktnych dokédzeme indukciou vzhladom
na pocet prvkov mnoziny M. Pre jednoprvkovi mnozinu méame jedini mozni permuticiu
idps, ktord sa rovnd prazdnemu cyklu.

Predpokladajme teraz, ze M méa n prvkov a pre TubovoInii mnozinu s menej ako n prvkami
tvrdenie plati. Zoberme teraz lubovolny prvok a € M. Polozme a; = a, a;4+1 = (a;) pre
vsetky ¢ = 1,2,.... Nech k je najmensie ¢islo také, ze k > 1 a ag4+1 = a. UkdzZeme najprv, ze
také ¢islo musi existovat.

PretoZze mnozina M je kone¢nd, musia sa niektoré prvky v postupnosti (ai) opakovat,
t.j. existuji nejaké c¢isla s vlastnostou a; = a; a s # t. Tvrdime, Zze ak s je najmensie
mozné takéto cislo, tak s = 1. Skutocne, v opacnom pripade mame p(as—1) = ¢(a;—1) a
z injektivnosti zobrazenia ¢ dostaneme as_1 = a;—1.

Zistili sme, Ze existuje aspon jedno ¢islo s horeuvedenymi vlastnostami, preto mézeme
definovat k ako najmensie ¢islo, ktoré ma tieto vlastnosti. Pomocou neho definujeme cyklus

T = (CL1CL2 e ak).

Polozme dalej 1) = 7. UkéZeme, 7e permutdcie 1 a 7 st disjunktné a ze (a) = a.

Skuto¢ne, pre Tubovolny z prvkov ai,as,...,ar_1 plati p(a;) = a;r1 a 77 a1) = aj,
teda v (a;) = 7 (¢(a;)) = a;. Podobne mézeme overit, ze 1 (ax)T (¢(ar)) = 77 a1) = ag.
Vidime, ze permutéacia ¥ nemeni ziadny z prvkov, ktoré meni cyklus 7 teda tieto permutécie
st disjunktné. Specilne, v nemeni prvok a; = a.

Teraz si sta¢i uvedomit, Ze ¢ (resp. ziZenie tohoto zobrazenia) moZeme chépat ako permu-
taciu mnoziny M \ {a1,...,ar}, ktord ma menej prvkov ako mnozina M. Podla indukéného
predpokladu teda existuje rozklad ¥ = 7175 ... 73 tejto permutécie na disjunktné cykly. Potom

1

o=7(T"p)=TY=T7T1...7

je rozklad permutécie ¢ na disjunktné cykly.
Jednoznacnost. Predpokladajme, ze mame 2 rozklady

V1. s =1 .. Uy

tej istej permutacie na disjunktné cykly, pricom v rozkladoch sa nevyskytuje prazdny cyklus.
Postupujme indukciou vzhladom na s.

Ak s = 0, teda na lavej strane rovnosti je identita, mus{ byt aj pocet disjunktnych
cyklov na pravej strane nulovy. V opac¢nom pripade by sme mali na pravej strane aspon
jeden neprazdny cyklus, teda permutdcia na pravej strane by menila aspon jeden prvok, Cize
permutécia na pravej strane by nebola identita.

Predpokladajme teraz, ze s > 0, ¢ize dand permutacia nie je identita. Nech a je nejaky
prvok, ktory tato permutacia meni. Tento prvok sa musi vyskytovat v aspon jednom z cyklov,
stcasne z disjunktnosti vyplyva, ze sa nemoéze vyskytovat vo viacerych cykloch. Teda prvok a
sa vyskytuje prave v jednom z cyklov vystupujtcich na lavej strane rovnosti, podobne v prave
jednom z cyklov na pravej strane. Bez ujmy na vSeobecnosti (cykly mézeme poprehadzovat)
predpokladajme, Ze st to cykly ¢1 a 71. Potom dostaneme ¢;(a) = ¢(a) = 11(a), podobne
©3(a) = ¢*(a) = 7¢(a) atd. Cize vietky prvky vyskytujiice sa v cykle ¢; sa zobrazia rovnako
aj cyklom 7 a obratene. Plati teda 7 = 7. Z toho dostaneme rovnost @s...ps = s ... 1.
Pre tieto cykly uz moézeme pouzit indukény predpoklad. O

Priklad 11.5.8. Pre permutdciu ¢ = (1%3%3) (obrdzok [11.1) dostaneme rozklad ¢ =
(14)(235).
Z toho vieme hned zistit aj o~ = (14)(253).
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Rozklad na siéin disjunktnych cyklov moéze byt uzitoény pri vypocte rddu permutécie
(v zmysle rddu prvku grupy vsetkych permutacii danej mnoziny).

Definicia 11.5.9. Ak ¢ je permutécia konecénej mnoziny M, tak rdd permutdcie ¢ je naj-
mensie prirodzené ¢islo n > 1 také, ze

(pn = id}u.
Napriklad v priklade sme zistili, Ze rdd permutécie ¢ = (123 %) je 3. (VSimnime si,
Ze ide o cyklickd permutéciu.)

Lema 11.5.10. Rdd cyklu je rovny jeho dizke, t.j. ak p=1(a1...a,), tak rdd ¢ je rovng n.

Dokaz. Pre k = 1,2,...,n — 1 je ¢¥(a1) = ar # a1. Az pre k = n prvykrat dostaneme
¢*(a;) = a;. Uplne rovnaké zdévodnenie prejde aj pre ostatné prvky cyklu, ¢ize mame
©™ = id a navySe n je najmensie ¢islo z mnoziny {1,2,3,...} s touto vlastnostou. O

Z predchadzajicej lemy vidime, Ze ak n je rad cyklu ¢, tak ¢* = idy; plati prave vtedy,
ked k je ndsobkom n, t.j. n | k.

Veta 11.5.11. Rdd permutdcie je najmensi spolocny ndsobok dlzok disjunktnych cyklov, ktoré
vystupuji v jej rozklade.

Dokaz. Nech p =7 ...7,, jerozklad permutécie na ¢ na disjunktné cykly. Pretoze disjunktné
cykly komutuji, mocniny permutécie ¢ mézeme vyjadrit ako

et =TT
Pritom permutécie 77, . . ., 7, st opét disjunktné. Z toho vyplyva, Ze aby sme dostali identické
zobrazenie, musi pre kazdé i = 1,2,...,m platit 7]* = idps. To nastane prave vtedy, ked n je

nasobkom radu 7; (pre vSetky ). Teda najmensie mozné n s takouto vlastnostou je najmensi
spolo¢ny ndsobok radov jednotlivych disjunktnych cyklov. Podla lemy [[T.5.10]sti to presne
dlzky jednotlivych cyklov. O

Priklad 11.5.12. Vypocitajme rad permutdcie ¢ = (§2313) = (14)(235). Podla predché-
dzajucej vety by to mal byt najmensi spolo¢ny nasobok cisel 2 a 3, ¢ize 6.
Ked sa to pokusime overit na zaklade definicie, dospejeme k tomu istému vysledku:

¢* = (253),

¢® = (14),

! = (235),
=1 )(253)
° =id

11.5.2 Parita permutacie

S pojmom inverzie sme sa uz stretli pri definicii determinantu. Teraz ho pouzijeme na zade-
finovanie pojmu parnej a neparnej permutéacie.
Definicia 11.5.13. Dvojica (¢(k), ¢(s)) sa vold inverzia permutdcie ¢, ak k < s ale p(k) >

o(s).
Ak ma permutécia ¢ parny pocet inverzii, hovorime, ze je to pdrna permutdcia, v opa¢nom
pripade hovorime o nepdrnej permutdcii.

Priklad 11.5.14. Permutécia ¢ = (1332 13) mé 7 inverzii: (4,3), (4,1), (4,2), (3,1), (3,2),
(5,1) a (5,2). Teda tato permutacia je neparna.
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Na dokaz niektorych vlastnosti parity permutécii sa ndm budd hodit cykly dizky dva.

Definicia 11.5.15. Permutédciu tvaru (ajaz) (t.j. dvojprvkovy cyklus) budeme nazyvat
transpozicia.

Priklad 11.5.16. Ukazeme, ze transpozicia je neparna permuticia. Bez ujmy na vseobec-
nosti, nech a; < ag. Nech ¢ = (ajaq), t.j. ¢(a1) = az, p(az) = a1 a p(a) = a pre a # ay, as.
Potom vSetky inverzie permutdcie ¢ st (a2 = @(a1),7) a (i,a1 = @(az2)) pre a1 < i < ag
(tychto je parny pocet) a inverzia (as,aq).

Tvrdenie 11.5.17. Kazdu permutdciu mozno zapisat ako zloZenie transpozicii. Navyse, pri
kaZdom takomto zdpise je parita poctu transpozicii rovnd parite permutdcie. ( Teda permutdcia
je pdrna prdave vtedy, ked ju je mozné ziskat zloZenim pdrneho poctu transpozicii. Permutdcia
je nepdrna prave vtedy, ked sa dd dostat zloZenim nepdrneho poctu transpozicii.)

Poznamka 11.5.18. Prva cast tohoto tvrdenia hovorime o tom, Ze kazda permutécia sa
da rozlozit na transpozicie. Na rozdiel od rozkladu na disjunktné cykly, v tomto pripade uz
rozklad nemusi byt jednoznac¢ny. Lahko sa presvedcite o tom, ze napriklad pre permutacie
mnoziny {1,2,3,4} mame

(123) = (13)(12) = (12)(23) = (12)(23)(13)(13) = (14)(34)(24)(14).

Je to priklad permutécie, ktortt mézeme rozlozit na transpozicie réznymi spésobmi, dokonca
aj polet pouzitych transpozicii moze byt rozny. (KedZe sme v nasom priklade zobrali padrnu
permutdciu, tak z tvrdenia vieme, ze pri akomkolvek rozklade na transpozicie bude
ich poéet parny.)

Doékaz tvrdenia[I1.5.17 Na dokaz prvej dasti staci ukdzat, Ze kazdy cyklus sa d4 rozloZit na
transpozicie (pretoze podla tvrdenia[11.5.7]sa d4 kazda permutécia rozlozit na cykly). Jedna
z moznosti, ako rozlozit cyklus dlzky n > 2 na transpozicie je

(araz2...a,) = (a1an)(a1an-1) . .. (a1a2).

Na dokaz druhej casti si sta¢i uvedomit dve skutocnosti. Prvou z nich je, Ze transpozicia
je neparna permutécia — pozri priklad [[1.5.16] Ked dalej dokdzeme, ze pri zlozen{ Iubovolnej
permutécie s nejakou transpoziciou sa zmeni parita, dokaz je hotovy.

Majme teda lubovolni permutdciu ¢ a uvazujme transpoziciu 7 = (ij), prifom ¢ < j.
Potom

1 o i e § ..om . 1 o 6 e j o..om
Y=por= <<p(1) i) e (G) w(n)) (ij) = <<p(1) e p(d) (i) w(n)) :
(Predchédzajucim zédpisom sa mysli to, ze jediné miesta, na ktorych sa ¥ a ¢ lisia, st i-te a
j-te miesto, t.j. liSia sa len obrazy prvkov i a j. Preto sme vyznacili iba tieto prvky a okrem
nich prvy a posledny prvok a ich obrazy.)

Poktsme sa zistit, ako sa lisi pocet inverzii permutécii ¢ a . Zrejme jediné inverzie, ktoré
sme mohli ovplyvnit, st tie, ktoré obsahovali prvky ¢ a j.

Je zrejmé, ze ak (p(4), ¢(4)) je inverzia, t.j. ak ¢ < j, tak dvojica (1 (4),1(j)) uz inverziu
netvori. Takisto obratene, ak tieto dva prvky netvoria inverziu permutécie ¢, dostaneme
z nich inverziu v .

Sktsme néjst este aj ostatné inverzie, ktoré mohli ,vznikniat“ alebo ,zaniknat“.

Inverzie, ktoré sa este mohli zmenit moézu byt jedine také, ze jeden prvok z dvojice, ktora
je yzanikajicou“ alebo ,vznikajicou* inverziou je bud ¢(i) alebo (j) a druhy prvok je ¢(k)
pre niektoré ¢ < k < j.
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Navyse, charakter kazdej takejto dvojice sa zmeni na opacny. T.j. ak (©(2), ¢(k)) je inver-
zia ¢, tak (p(k), (1)) = (¥(k),v¥(j)) uz nie je inverzia. A takisto obratene, ak tato dvojica
povodne netvorila inverziu, v permutacii ¢ ju uz urcite tvori. Takych dvojic je prave j—i—1.

Podobna tvaha vsak samozrejme plati aj ked zoberieme j namiesto 3.

Celkove sme teda zistili, ze pri zloZeni s transpoziciou (ij) sa zmeni pocet inverzii o 41
pre 2(j —i — 1) + 1 dvojic, ¢o je nepérne ¢islo. Teda parita permutécie sa musi zmenit. [

Vsimnime si, ze v dokaze predchddzajiceho tvrdenia sme okrem iného ukézali aj to,
ze cyklus parnej dlzky je neparna permutéicia a obratene cyklus neparnej dlzky je parna
permutécia. (Pretoze cyklus dlzky n sme rozlozili na n 4+ 1 transpozicif.)

Dosledok 11.5.19. ZlozZenim dvoch permutdcii rovnakej parity dostaneme pdrnu permutdciu.
ZloZenim pdrnej a nepdrnej permutdcie dostaneme nepdrnu permutdciu.

Priklad 11.5.20. Uvazujeme permutéaciu z predchddzajiceho prikladu a pozrime sa na jej
rozklad na disjunktné cykly.

p=(33313) = (14)(235).

Je zlozena z 2 cyklov, jeden z nich je parnej dlzky, teda je to neparna permuticia. Druhy
z nich mé neparnu dlzku, ¢ize ide o parnu permutaciu. Permutécia ¢ je teda zlozenim parnej
a neparnej permutéacie, preto ¢ je neparna permutéacia.

Dosledok 11.5.21. Pdrne permutdcie tvoria podgrupu grupy Sy. Grupu tvorentd pdarnymi
permutdciami mnoziny {1,2,...,n} budeme oznacovat A, a nazjvat alternujica grupa.

Doékaz. Zrejme id € A, preto A, # (. Podla predchadzajiceho dosledku je tdto mnoZina
uzavretd na skladanie.

Kedze A,, je koneénd mnozina, na zaklade tvrdenia[I1.4.5/uz dostavame, Ze to je podgrupa.

O

Hoci sme vdaka tvrdeniu [[1.4.5] nepotrebovali v predoslom dékaze kontrolovat uzavretost
na inverzné prvky, mézeme si uvedomit, ze ak je permutacia vyjadrend pomocou transpozicii,
tak velmi lahko najdeme vyjadrenie pre inverzni permutéciu. Najprv si vSimnime, Ze pre Tu-
bovolni transpoziciu 7 plati 77! = 7. Z toho dostavame, Ze ak ¢ = 717y ... Tk, kde 71, ..., Tk
su transpozicie, tak

-1 _ _—-1_-1 —-1_-1 _
O =T, T_q---Tg Ty = TkTk—1-.-T2T1,

teda jednoducho sta¢i vymenit poradie permutédcii. (Tdto dvahu by sme mohli vyuzit na
dokaz dosledku bez pouzitia tvrdenia [1.4.5])

V oblasti zdbavnej matematiky sa tiez mozeme stretnut s podgrupami S,. Ako grupy
permutécii mozno chapat povolené transformécie Rubikovej kocky (pozri [KGGS|, Kapitola
3.2]) alebo tiez ,hra 15“ (pozri [KGGS| Cvi¢enia 3.6.9%, 3.6.10%]).

Cvicenia

Uloha 11.5.1. V tomto cvi¢eni budeme pracovat s permutéciami mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8}
(¢ize prvkami grupy Sg) a budeme zadané permutécie aj vysledky vzdy zapisovat ako siéiny
disjunktnych cyklov: Oznac¢me

o = (14)(235)(78)

P = (234)(67)

7 = (135)(24)(68)

a) Vypocitajte (pop)oT a @o (o)
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b) Ku kazdej z uvedenych permutécii vypocitajte inverzni permutéciu.
c) Zistite rad a paritu permutdcii ¢, ¥, 7 a aj permutacii, ktoré sme dostali ako vysledky
v predchédzajicich castiach tejto tlohy.

Uloha 11.5.2. Pre dané permutdcie urcte rad, paritu, a rozklad na disjunktné cykly:

p=1(33457)7=(37353), v =(53753)

Dalej vypoéitajte permutacie @7, =1, 771, o~ L

Uloha 11.5.3. Vypoditajte ¢ o1 a 9 o ¢ pre:

a) ¢ = (14)(5678), v = (23)(5678)

b) ¢ = (124)(5678), ¢ = (23)(5678).

Je niektory z tychto pripadov prikladom nedisjunktnych permutécii, ktoré komutuju?

Uloha 11.5.4. V grupe (S, o) néjdite rad a paritu permutacie o = (12)(14)(35)(26)(21)(67).
Vypoditajte p'27. Néjdite cyklicki podgrupu S7 generovant touto permutéciou. S ktorou
grupou (Z,,®) je tito podgrupa izomorfna?

Uloha 11.5.5. Zostavte tabulku grupovej operécie pre grupu Ss.
Uloha 11.5.6. Nijdite vetky podgrupy grupy Ss.

1 2 ..
ai az ...

Uloha 11.5.7. Ak pocet inverzi{ permutécie (

tacie (& 02, ).

a’;) je k, zistite pocet inverzii permu-

Uloha 11.5.8. Dokéite, 7e grupa S, je generovana:

a) Mnozinou vSetkych transpozicii.

b) Mnozinou transpozicii {(12), (13),...,(1n)}.

¢) Mnozinou transpozicii {(12), (23),...,(n—1,n)}.

d) Transpoziciou (12) a cyklom (12...n). (Hint: Skiste vyratat (12...n)7%(12)(12...n)*.)
Dokézte, ze Sy nie je generovand pomocou (13) a (1234). (Teda Sy sice je generovand cyklom
diiky 4 a transpoziciou, tito transpoziciu vSak nemézem vybrat Iubovolne.)

Uloha 11.5.9. Dokéite, ze alternujica grupa A, je generovana:
a) Mnozinou vietkych cyklov (ijk) dlzky 3.
b) Mnozinou cyklov dlzky 3 tvaru (123), (124),...,(12n).

Uloha 11.5.10. PopiSte permutécie z grupy Sy, ktoré maji rad 2. Aky je ich poéet? (Staci
ndjst rekurzivny predpis pre podet takych prvkov.)

Uloha 11.5.11. Comu sa rovna najvicsi mozny rad prvku grupy Sia.

11.6 Cayleyho veta*

Lahko vieme overit ze pre dani mnozinu M vsetky bijekcie z M do M tvoria s operaciou
skladania zobrazeni grupu. (Dokaz je presne rovnaky ako pre permutdcie v pripade, ze M
bola konecnd.) Tato grupu budeme oznacovat (S(M), o) alebo strucénejsie S(M).

Definicia 11.6.1. Pod grupou transformdcii mnoziny M budeme rozumiet Tubovolni podg-
rupu grupy (S(M), o).

Ekvivalentne by sme mohli grupu transformécii definovat tak, ze je to mnozina bijekcii
z M do M uzavretd na skladanie a inverzné zobrazenie. (V [KGGS| sa grupa transformécii
definuje takto, pretoze tento pojem je tu zavedeny skor nez pojem grupy. Aj historické poradie,
v akom matematici definovali tieto pojmy, je rovnaké.)
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288 Cayleyho veta*

V tejto casti ukdazeme Cayleyho vetu, ktora hovori, ze kazdd grupa je izomorfnd s neja-
kou grupou transformaécii. To znamen4, ze keby sme sa zaoberali len grupami, v ktorych je
binarnou operaciou skladanie zobrazeni, v podstate by sme ni¢ nestratili.

Definicia 11.6.2. Nech (G, %) je grupa a a € G.
Zobrazenie f,: G — G dané predpisom f,(x) = a x x voldme lavd transldcia.
Zobrazenie g,: G — G dané predpisom g,(x) = x * a voldme pravd translicia.

Lema 11.6.3. KaZdd lavd (pravd) translicia je bijekcia.

Dékaz. Surjektivnost f,: Pre kazdé z € G mdme f(a ' xx) =a*xa l*xz = 2.

Injektivnost fu: Ak fo(z) = fu(y), znamend to, Ze a * x = a x y. Zo zékona o kréten{
potom vyplyva x = y.
Ukazali sme, ze Tavé translacie si bijekcie; dékaz pre pravé translacie je iplne analogicky.

O
Désledok 11.6.4. Pre vsetky a € G plati fo, g, € S(G).
Lema 11.6.5. Pre lavé transldcie plati
Joo fa = fora
Doékaz. Pre x € G mame
(foo fa)(@) = folfa(x)) = bx (axz) = (b*a) & = fora().
O

Dosledok 11.6.6. Zobrazenie a — f, je homomorfizmus z G do S(G).
Désledok 11.6.7. Lavé transldcie tvoria podgrupu grupy S(G).

Dékaz. Lavé translacie s presne obrazom G v zobrazeni a — f, z G do S(G). PretozZe toto
zobrazenie je homomorfizmus, podla tvrdenia [T1.3.9] tvoria lavé transldcie podgrupu. O

Aby sme dokéazali Cayleyho vetu, stac¢i uz len ukazat, ze prave uvedeny homomorfizmus
je v skutocnosti izomorfizmus na svoj obraz, t.j. ze je injektivny.

Veta 11.6.8 (Cayley). Kazdd grupa (G,*) je izomorfnd s nejakou grupou transformdcii.
Presnejsie, (G,x*) je izomorfnd s podgrupou grupy S(G) tvorenou vsetkymi lavgmi transld-
ciami.
Dokaz. 7 toho, ¢o sme dokazali doteraz uz vieme, Ze lavé translacie si skutocne podgrupou
S(G) a zobrazenie a — f, je surjektivny homomorfizmus z G na tito podgrupu. (Surjektiv-
nost vyplyva z toho, Ze tdto podgrupa je priamo obrazom grupy G v uvedenom zobrazeni.)
Zostava teda dokézat len injektivnost. Ak plati f, = f» (v zmysle rovnosti zobrazeni),
tak potom aj a = axe = fu(e) = fr(e) =b*xe=0. O

Dosledok 11.6.9. Lubovolnd konecnd grupa radu n (t.j. takd, ktord md n prvkov) je izo-
morfnd s podgrupou grupy permutdcii Sy,.
Priklad 11.6.10. Iustrujme si Cayleyho vetu na priklade grupy (Z,+). (KedZe ide o ko-
mutativou grupu, v tomto pripade st lavé a pravé translicie totozné.)
V tomto pripade pre a € Z méame zobrazenie f,: Z — Z
folzx) =a+ =,

ktoré je o¢ividne bijektivne, ¢ize f, € S(Z). Takisto sa Iahko overi, Ze fo15 = fo © fo, z Coho
vidime, Ze a — f, je homomorfizmus. Fakt, Ze tento homomorfizmus je injektivny, mézeme
overit podobne ako v ddkaze Cayleyho vety.
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Priklad 11.6.11. Skisme sa pozriet na reprezentdciu grupy (S, -), kde S = {z € C; |z| = 1}
pomocou Cayleyho vety.

V tomto pripade méme f,(x) = zx. Z Moivrovej vety vieme, Ze vyndsobenie komplexnych
¢islom z s jednotkovou velkostou presne zodpoveda otoceniu bodu v komplexnej rovine okolo
podiatku o uhol ¢ taky, ze z = cos p+isin ¢. CiZe v tomto pripade tvoria grupu transformacii
z Cayleyho vety vSetky otocenia kruznice okolo nuly.

Poznamka 11.6.12. Dalsou zaujimavou oblastou, ktora stvis{ s grupami transformacif st
grupy symetrii rovinnych utvarov alebo telies. V pripade, ze by Vas tato téma zaujimala,
moZete si o nej niefo precitat napriklad v [KGGS| Kapitola 3.1].

Cvicenia
Uloha 11.6.1.

Izomorfizmus grupy G na samu seba volame automorfizmus. Dokazte, Ze:

a) Mnozina Aut G vSetkych automorfizmov grupy G je grupou transformdci.

b) Definujeme pre Iubovolné a € G zobrazenie f,: G — G ako f,(g) = aga™!. Potom plati
fab = fa © fp pre Iubovolné a,b € G.

¢) Pre kazdé a € G je zobrazenie f, automorfizmus grupy G (takyto automorfizmus nazveme
vnitorny).

d) Mnozina VAut G vSetkych vnttornych automorfizmov grupy G je grupou transformécii.
e) Grupa G je komutativna prave vtedy, ked mnozina VAut G vSetkych jej vnitornych auto-
morfizmov je jednoprvkova.

f) Zobrazenie a — f, je surjektivny homomorfizmus z G na VAut G. N§jdite jadro tohoto
automorfizmu.
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Kapitola 12

Faktorizacia

12.1 Relacie ekvivalencie a rozklady

So zakladnymi vlastnostami ekvivalencii a rozkladov a s ich vzajomnym sivisom ste sa uz
stretli na inych prednéskach (pozri [KGGS, ¢ast 1.4], [OS]), napriek tomu tu vsak zopakujeme
niektoré ich zakladné vlastnosti.

Definicia 12.1.1. Reldcia ekvivalencie je relicia R na mnozine A, ktord je reflexivna, sy-
metrickd a tranzitivna; t.j. pre vsetky a,b,c € A plati:

aRa
aRb = bRa
aRbAbRc = aRc

Mnozina {b € A;aRb} sa nazyva triedou ekvivalencie s reprezentantom a a oznaCuje sa
[a]r, pripadne len [a].

Definicia 12.1.2. Rozklad mnoZiny A je takd mnozina A = {4;;i € I'} neprdzdnych pod-
mnozin mnoziny A, Ze plati:

(i) Pre vsetky ¢,j € I plati bud A; = A; alebo A; N A; = 0.
(ii) U A; = A.

il
Pred hlavnymi vysledkami tykajicimi sa rozkladov a ekvivalencii uvedieme si eSte jednu
lemu:

Lema 12.1.3. Nech R je relacia ekvivalencie. Potom
aRb & [a]R = [b]R

Veta 12.1.4. Ak R je reldcia ekvivalencie na A, tak mnoZina vsetkijch tried ekvivalencie
tvori rozklad mnoziny A.

Veta 12.1.5. Ak A= {A;;i € I} je rozklad mnoZiny A, tak relicia R definovand tak, Ze
aRb & (Fielaec A;NbeE A;

je reldcia ekvivalencie. (Definicia reldcie R vlastne hovori, Ze dva prvky si v reldcii R prdve
vtedy, ked leZia v tej istej mnozine rozkladu A.)
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Dékaz tychto viet mozete najst napriklad v [OS].

Videli sme, ze reldcii ekvivalencie na mnozine A mdzeme priradif rozklad mnoziny A
a opacne. Chceli by sme ukazat, ze tato korespondencia medzi relaciami ekvivalencie a roz-
kladmi je jednojednoznacnd; ¢ize reldcie ekvivalencie a rozklady st vlastne len 2 r6zne pohlady
na tu ista vec.

Oznacme rozklad prislichajici reldcii ekvivalencie R ako Apg a relaciu ekvivalencie danu
rozkladom A ako R 4. My vlastne chceme ukazaft, Ze tieto 2 priradenia si navzdjom inverzné,
Cize Ra, = Ra Ar, = A.

(Tu je tiez dolezité si uvedomit, ¢o znamend Ze 2 reldcie resp. 2 rozklady si rovnaké.
Relécie chdpeme ako podmnoziny A x A, 2 rel4cie sa R a R’ sa rovnaju prave vtedy, ked plati
aRb < aR'b pre vSetky a,b € A. Rovnost pre rozklady takisto chdpeme ako rovnost mnozin
— to znamend, Ze rovnaké rozklady pozostavaji z tych istych podmnozin.)

7 lemy vidime, %e ak priradime reldcii ekvivalencie rozklad, tak v rovnakjch pod-
mnozindch budu prave tie prvky, ktoré su v reldcii R, a teda skuto¢ne plati R4, = R.
Platnost rovnosti Ar, = A pre Iubovolny rozklad sa tiez ukdze pomerne jednoducho (iloha

12.1.2| - da sa opét pouzit lema |12.1.3)).
Cvicenia
Uloha 12.1.1. Dokazte lemum

Uloha 12.1.2. Dokézte, ze pre lubovolny rozklad A plati Ar, = A

Uloha 12.1.3. a) Nech f: A — B je surjektivne zobrazenie. Dokdzte, Ze reldcia R na mno-
Zine A urcend predpisom aRa’ < f(a) = f(da’) je reldcia ekvivalencie a triedy rozkladu si
mnoziny f~1({b}) = f~1(b) pre b € B.

b) Nech R je reldcia ekvivalencie na mnozine A a nech B je mnozina vsetkych tried ekvivalen-
cie. Dokazte, ze zobrazenie f: A — B, ktoré kazdému prvku priradi jeho triedu ekvivalencie
(teda f: a > [a]) je surjektivne.

¢) V predchddzajicej Casti sme kazdému surjektivnemu zobrazeniu priradili reldciu ekviva-
lencie a obratene. Su tieto dve priradenia si navzajom inverzné?

Uloha 12.1.4. Dokézte, 7e relicia Ry = A x A na A je reldcia ekvivalencie. Dokézte, Ze
Ry = {(a,a);a € A} je relacia ekvivalencie na A.

Uloha 12.1.5. Ak Ry, R, st relacie ekvivalencie na A, tak aj Ry N Ry je relacia ekvivalencie
na A.

Uloha 12.1.6. Nech pre kazdé i € I je R; relacie na mnozine A a nech R = (N R;. Dokéazte,
iel

ze: ©

a) Ak vSetky reldcie R; su reflexivne, tak aj ich prienik R je reflexivna relécia.

b) Ak vsetky reldcie R; st symetrické, tak aj ich prienik R je symetrickd relacia.

¢) Ak vSetky reldcie R; su tranzitivne, tak aj ich prienik R je tranzitivna reldcia.

d) Ak vsetky reldcie R; st reldcie ekvivalencie, tak aj ich prienik R je reldcia ekvivalencie.

Uloha 12.1.7. Nech S je reldcia na mnozine A. Ukdzte, Ze existuje reldcia R na mnozine
A, ktord je najmensia vzhladom na inkliziu medzi reldciami s vlastnostami:

a) S C R a R je reflexivna.

b) S C R a R je symetricka.

a) S C R a R je tranzitivna.

d) S C R a R je relacia ekvivalencie.
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Uloha 12.1.8. Dokézte, Ze nasledujtce reldcie su reldcie ekvivalencie:

a) Reldcia R na mnozine S, taks, ze ¢ RT prave vtedy, ked permutdcie ¢ a 7 maja rovnaky
pocet inverzii;

b) reldcia R na mnozine Z definovand ako xRy < = a y maju rovnaky ciferny sucet;

¢) reldcia R na mnozine Z definovand predpisom xRy < x + y je parne;

d) pre lubovolni (koneéni) mnozinu M reldcia R na mnozine P(M) definovand ako ARB <
|A| = |B|. (Pod oznacenim |A| rozumieme bud podet prvkov — v pripade, ze M je kone¢n4,
alebo mohutnost mnoziny.)

Uloha 12.1.9. Dokézte, ze nasledujtce reldcie si reldcie ekvivalencie:

a) reldcia R na mnozine R definovand ako (x,y,2)R(z',y, 7)) e x+y+z=2"+y + 7/,
b) reldcia R na mnozine S,, definovand ako o RT < ¢ a 7 majui rovnaki paritu,

¢) reldcia R na mnozine Z definovand ako xRy < 5|z —y

d) pre IubovolIni maticu typu m X n nad polom F je reldcia @’RE o AaTl = ABT relacia
ekvivalencie na mnozine F;

e) reldcia R na mnozine R definovana tak, ze tRy < =y V x = —y;

f) reldcia R na mnozine R® vietkych zobrazeni z R do R definovand ako fRg < f(0) = g(0).

Uloha 12.1.10. Nech R je reldcia ekvivalencie na mnozine X a S je reldcia ekvivalencie na
mnozine Y. Potom reldcia T urc¢end ako (z,y)T(z',y") < xRz’ A ySy' je relicia ekvivalencie
na mnozine X x Y.

Uloha 12.1.11. Nech f: X — Y je surjektivne zobrazenie.

a) Ak R je reldcia ekvivalencie na X, tak relicia S na Y dand predpisom ySy’ < existuji
xz,2' € X také, ze f(z) =y, f(¢') =y’ a xR’ je tiez reldcia ekvivalencie.

b) Ak S je relacia ekvivalencie na mnozine Y tak reldcia R na X dand predpisom xRz’ <
f(z)Sf(x') je tiez relacia ekvivalencie. (Ako Specidlny pripad dostaneme tvrdenie z tlohy
12.1.3b).)

12.2 Rozklad grupy podla podgrupy
Najprv si zadefinujeme jeden pomocny pojem — nasobenie podmnozin grupy.

Definicia 12.2.1. Nech G je grupa a A, B C G su jej lubovolné podmnoziny. Potom definu-
jeme sucin AB podmnozin A, B ako

AB = {ab;a € A,b € B}.

V pripade, 7Ze jedna z mnozin je jednoprvkova, budeme pouzivat strucnejsi zépis aB
namiesto {a}B a Ab namiesto A{b}.

Niektoré uzitocné vlastnosti ndsobenia podmnozin zhrnieme v nasledujticej leme:
Lema 12.2.2. Nech G je grupa.

(i) Ndsobenie podmnoZin je asociativne, t.j. A(BC) = (AB)C pre lubovolné podmnoZiny
A, B,C CQG.

(ii) Pre lubovolni podmnoZinu A C G plati eA = Ae = A.

(ili) Ak B C C, tak AB C AC a BA C CA.
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(iv) Ak H je podgrupa grupy G a h € H, tak hH = H.
(v) Ak H je podgrupa grupy G, tak H> = H - H = H.

(vi) Pre lubovolni podmnoZinu A C G plati (A=1)~! = A, kde pouzivame oznacenie A=1 =
{a Y0 € A}

(vii) Ak H je podgrupa grupy G, tak H~* ={h~';h € H} = H.
(viii) Pre lubovolné podmnoziny A, B C G plati (AB)~' = B~1. AL
(ix) Ak K, H st podgrupy grupy G, tak (HK) "' =K 1. H ' = KH.

Oznacenie H~! v predchidzajiicej leme neznamend, ze by tadto mnozina bola inverznym
prvkom ku H v P(G)~ {0} s operaciou ndsobenia podmnozin — H~! jednoducho len oznac¢uje
mnozinu inverznych prvkov ku prvkom z H.

Nebudeme dokazovat vsSetky casti tejto lemy — vacSinu z nich ponechame ako cvicenie

(tloha [12.2.1)). Na ukézku si dokazme ([vi)).

Dékaz. (vi): Pretoze (a=')~! = a, kazdy prvok z A patri aj do (A™1)71, ¢ize A C (A~1)~L.
Obrétene, ak b € (A71)~! tak b = (a=!)~! pre nejaké a € A, ale (a71)~! = q, teda
b=a € A. Ukézali sme aj inkltziu (A=1)~! C A. O

Nésobenie podmnoZin vo vSeobecnosti nemus{ byt komutativne (ako kontrapriklad staci
zobrat v nekomutativnej grupe 2 jednoprvkové mnoziny {a} a {b} pre prvky a a b, ktoré
nekomutuji). Samozrejme, pre komutativou grupu je aj ndsobenie podmnozin komutativne.

Predchédzajice tvrdenie hovori o tom, ze takto definovany sic¢in mnozin je asociativny
a mé aj neutralny prvok. Nie pre kazdé mnozinu vSak existuje inverzny prvok. Specidlne

nemusi platit AA~! = {e} (tiloha[12.2.2).

Definicia 12.2.3. Ak H je podgrupa grupy G, tak oznac¢ime pre a € G

aH = {ah;h € H},
Ha = {ha;h € H}.

Mnoziny aH nazyvame lavé triedy grupy G podla H (alebo lavé triedy grupy G modulo H),
mnoziny Ha su pravé triedy grupy G podla H.

Ako sme uz spomenuli, ndsobenie podmnozin vo vSseobecnosti nemusi byt komutativne,
takisto ani nemusi vo vSeobecnosti platit aH = Ha. V dalSej ¢asti uvidime, Ze podgrupy,
ktoré maju tuto vlastnost su z istého hladiska zaujimavé. Je zrejmé, ze tato rovnost plati ak
G je komutativna.

Zacali by sme vSak s tym, ze ukdzeme, Ze Iavé triedy G podla H tvoria rozklad G (a
podobne to plati pre pravé triedy).

Priklad 12.2.4. Triedy Z podla 3Z st {3k;k € Z}, {3k + 1;k € Z} a {3k + 2;k € Z}. Je
zrejmé, zZe tvoria rozklad mnoziny Z — kazdé celé ¢islo je bud tvaru 3k, 3k + 1 alebo 3k + 2.
(V tomto pripade ide o komutativnu grupu, preto s lavé a pravé triedy totozné.)

Lema 12.2.5. Nech H je podgrupa G a a,b € G. Potom aH = bH prdve vtedy, kedb 'a € H.
(Dalsou ekvivalentnou podmienkou je a='b € H).
Podobne plati Ha = Hb < ab™' € H < ba™! € H.
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Dokaz. Ak aH = bH, tak a € bH, ¢ize a = bh pre nejaké h € H. Z toho b~'a = h € H.
Ak b~la € H, tak b='aH = H, a teda bH = b(b~taH) = (bb~1)aH = eaH = aH.
Pretoze (b=ta)™t = a1 (b71)~! = a~1b, aj tretia uvedend podmienka je ekvivalentn4.
Dokaz druhej casti tejto lemy je analogicky. O

Tvrdenie 12.2.6. Lavé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G. (Inak: {aH;a €
G} je rozklad mnoZiny G.)
Pravé triedy grupy G podla jej podgrupy H tvoria rozklad G.

Dékaz. Kazda trieda aH obsahuje prvok a, je teda neprazdna. Overme teda este ostatné dve
podmienky z definicie rozkladu.

Plati J,cq aH 2 Uyeqlal = G, teda zjednotenie vsetkych Tavych tried je celé G.

Nech a,b € G. Stadi ukdzat, Ze ak aH NbH # 0, tak aH = bH. Nech teda x € aH NbH.
To znamend, ze x = ah = bh’ pre nejaké h,h’ € H. 7 rovnosti ah = bh’ lahko dostaneme
b=la=hh"", ateda b~'a € H. Podla lemy potom plati aH = bH

Dokaz pre pravé triedy je skoro identicky. O

Napriek tomu, Ze tu budeme tak trochu opakovat podobné uvahy ako v dokaze lemy
[12:275 mozno sa oplati urobit aj iny dokaz. Z neho navySe hned vidno aj to, ze lavé triedy
su vlastne triedy rozkladu zodpovedajicemu istej relacii ekvivalencie.

Dékaz. Pomerne lahko sa ukaze, ze a ~ b < a~'b € H je relacia ekvivalencie (tiloha .
Vieme, ze relacia ekvivalencie nam dava rozklad, teda nam stac¢i ukazat, ze triedy rozkladu
pre tito relaciu ekvivalencie st presne Tavé triedy G podla H.

Chceme teda zdovodnit, Ze [a] = aH. Plati:

[a] = {b € G;a ~ b}
—(beGave H} Y aH

Azda jedind rovnost, ktord potrebuje trochu detailnejsie zdévodnenie je rovnost oznacena
().

Ak a='b € H, tak z rovnosti b = a(a~'b) mame b € aH.

Ak b € aH, tak b = ah pre nejaké h € H. Z rovnosti b = ah dostaneme h = a~'b,
¢ize vidime, 7e a='b € H. O
Definicia 12.2.7. Nech G je grupa a H je podgrupa. Rozklad {aH;a € G} sa nazyva lavy
rozklad G podla H a rozklad {Ha;a € G} sa nazyva pravy rozklad G podla H.

Vsimnime si, ze eH = He = H, teda ako jedna z lavych (pravych) tried sa vzdy vyskytne
podgrupa H.

Priklad 12.2.8. Uvazujme podgrupu H = {(z,z);z € R} grupy G = (R x R, +). Ide
o komutativnu grupu, takze lavy aj pravy rozklad st rovnaké. Dva prvky (a, b), (¢,d) €
lezia v tej istej triede rozkladu prave vtedy, ked (a,b) — (¢,d) = (a — ¢, b — d) € H, teda ked
a—c=0b—d, Co je ekvivalentné s

a—b=c—d.

To znamena, ze kazda trieda rozkladu je uréenda rozdielom r = a—b. Inak povedané, jednotlivé
triedy rozkladu si prave mnoziny

{(z,y) Rz —y =1}
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pre r € R. VSimnime si, ze roznym r zodpovedaju rézne triedy ekvivalencie, takze kazdu
triedu ekvivalencie dostaneme takymto sposobom iba raz. Z kazdej triedy rozkladu by sme
mohli vybrat napriklad reprezentanta tvaru {(r,0);r € R}, t.j. triedy rozkladu mézeme za-
pisat ako

(r,0)+H

pre r € R.
Uvedme este aspon jeden priklad, kde G je koneéna grupa.

Priklad 12.2.9. Nech G = (Zs,®) a H = 4Zg = {0,4}. Opét si obe grupy komutativne,
takze Tavy a pravy rozklad su totozné. Rozklad G podla H obsahuje 4 triedy: {0,4}, {1,5},

{2,6}, {3,7}.

Teraz ukdZeme nejaké tvrdenia hovoriace o poctoch (mohutnostiach) tried rozkladu G
podla H. (MoZete si ich podrobnejsie rozmysliet na rozkladoch z prikladov [12.2.4} [12.2.8]
12.2.91)

Lema 12.2.10. Nech H je podgrupa grupy G a a € G. Potom zobrazenie ¢: H — aH
definované ako
w: h—=ah
je bijekcia.
Podobne zobrazenie vv: H — Ha, ¥: h — ha je bijekcia.

Dékaz. Zobrazenie ¢ je injekcia: ¢(hy) = @(hs) = ahy = ahs = hy = hy (podla zdkonov
o krateni).

Priamo z definicie mnoziny aH vyplyva, ze ¢ je aj surjekcia.

Doékaz pre zobrazenie 1 by bol analogicky. O

7 predchadzajtcej lemy okamzite dostdavame, ze:

Veta 12.2.11. Nech H je konecnd podgrupa G. Potom pocet prvkov kazdej lavej triedy aH
je rovnaky (a rovnd sa poctu prvkov podgrupy H). Takisto sa rovnd poctu prvkov lubovolnej
pravej triedy Hb.

Lema 12.2.12. Nech H je podgrupa grupy G. Potom zobrazenie
¢:aH — Ha™?
je bijekcia medzi mnoZinami tried {aH;a € G} a {Ha;a € G}.

Doékaz. Vsimnime si, Ze plati (aH)™' = H 'a™! = Ha™".

Z toho vyplyva, Ze zobrazenie ¢ je dobre definované. (Nezavisi od vyberu reprezentanta
triedy aH, kedZe sme ukézali, ze p(aH) je prave mnozina vSetkych inverznych prvkov k prv-
kom z aH.)

Zobrazenie ¢ je zrejme surjekcia (vzorom pre triedu Hb je lava trieda b= H).

Na zéklade rovnosti Ha™! = (aH)™! dalej dostaneme Ha ! = Hb™! & (aH)™! =
(bH)™! & aH = bH. (Vyuzili sme lemu ) Vidime teda, ze ¢ je injekcia. O

Na zaklade predchadzajicej vety, ktord hovori, ze pocet Tavych a pravych tried je rovnaky,
mé zmysel nasledujica definicia.

Definicia 12.2.13. Nech H je podgrupa konecnej grupy. Potom [G: H] je pocet vSetkych
lavych (pravych) tried rozkladu G podla H. Toto ¢islo nazyvame indexom grupy G podla H.
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{rozkl:VTLAG}
Veta 12.2.14 (Lagrangeova veta). Ak G je konecnd grupa a H je jej podgrupa, tak plati

G| = |H|.[G: H].

Teda pocet prvkov podgrupy H deli pocet prvkov G.

Dékaz. Mame rozklad mnoziny G na [G: H] tried rovnakej velkosti |H|. Potom |G| =
[G: H]|H]|.
Z toho je zrejmé aj to, Ze |H| | |G| (pocet prvkov H deli pocet prvkov G). O

Na tomto mieste treba spomentt, Ze neplati obratenie Lagrangeovej vety v tom zmysle, ze
pre kazdy delitel & ¢isla |G| (poctu prvkov grupy G) by musela existovat k-prvkova podgrupa.
Pozri tlohu (Pre cyklické grupy vsak toto tvrdenie plati, tam dokonca existuje jedind
k-prvkova podgrupa. Takéto tvrdenie — Ze by poctom prvkov bola podgrupa jednoznacne
uréend — takisto vo vSeobecnosti neplati.)

Nasledujuci vysledok by snad mohol vysvetlovat, preco namiesto poc¢tu prvkov konecnej
grupy niekedy pouzivame aj termin rdd grupy.

{rozkl:D0OS1}

Désledok 12.2.15. Ak G je konecnd grupa, tak rdd kazdého proku deli rad grupy G (pocet

prokov grupy G).

Dokaz. Stadi si uvedomit, ze rad prvku a je pocet prvkov podgrupy [a]. O
{rozkl:DOSPRV}

Dosledok 12.2.16. Ak G je p-prvkovd grupa a p je prvocislo, tak kazdy jej prvok okrem

neutrdlneho proku je generdtorom G (a teda G je cyklickd).

Dékaz. R4d prvku a # e nie je 1 a kedZze je delitel prvocisla p, mus{ byt rovny p. Teda [a]
obsahuje p réznych prvkov e,al,a?,... aP~1, &ize [a] = G. O

Dosledok 12.2.17. Kazdd 4-prvkovd grupa je izomorfnd bud so Zy alebo so Zo X Zs.

Doékaz. Nech G je 4-prvkova grupa. Podla dosledku [12.2.15] rady jej prvkov mozu byt jedine
1, 2 alebo 4. Ak G obsahuje prvok radu 4, tak tento prvok je jej generator. V tomto pripade
dostavame, ze G je cyklickd a G = Z4.

Druhd moznost je, ze vSetky prvky s vynimkou neutralneho maji rad 2, ¢ize pre kazdy
prvok plati a? = e, kde e je neutrdlny prvok G. Inak povedané, pre vietky a € G plati
a = a~'. Z toho dostdvame aj to, ze G je komutativna: xy = (zvy)~! =y~ la~! = ya.

Oznac¢me prvky tejto grupy e, a, b, c. Zatial o nich vieme toto:

‘ e a b
e| e b
ala e
b|b e
clec e

Podla zékonov o krateni sa kazdy prvok vyskytne v Iubovolnom riadku a v Tubovolnom
stipci tabulky grupovej operacie prave raz. Tento fakt ndm umozni jednoznacne doplnit
prazdne miesta v tabulke. VSimnime si napriklad, Ze prvok ab nemdze byt a, e ani b (inak
by sme mali v niektorom riadku alebo stipci tento prvok dvakrat). Podobni ivahu mézeme
urobit pre prvok ba. Dostavame:
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Teraz uz v kazdom riadku a stlpci mame jediné volné miesto, teda zostavajici prvok je
jednoznacne urceny

o "9

O S Q oo
>0 0o Q|9
L OO0 oo
o 0|0

Pretoze aj Zo x Zs mé tu vlastnost, ze vsetky prvky okrem neutralneho maji rad 2, a
prave sme ukézali, Ze touto podmienkou je grupa jednoznacéne uréend (aZ na oznacenie prvkov
— (iZe az na izomorfizmus), méme G = Zy X Zs. O

Cvicenia
Uloha 12.2.1. Dokézte zvysné Casti lemy [12.2.2

Uloha 12.2.2. UkéZte na konkrétnom priklad, ze v grupe nemusi platit AA~! = {e}.
Plati vo vieobecnosti AA™1 = A1 A?
Tvor{ mnozina P(G) s operdciou nasobenia mnozin grupu?

Uloha 12.2.3. Ukéite, Ze ak H je podgrupa grupy G, tak reldcia uréend podmienkou
a~b & albe H

je relacia ekvivalencie.

Uloha 12.2.4. Ak G je koneénd grupa, H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak [G : K| =
[G: H|[H : K].

Uloha 12.2.5. Dokéite, 7e kazd4 grupa, ktord ma menej ako 6 prvkov, je komutativna.

Uloha 12.2.6. Nijdite vietky lavé (pravé) triedy grupy G podla podgrupy H, ak
a) G =R, +), H=17;
)G =(RxR,+), H={(z,y) € R x R;y = 3z};
G = (Zﬁa @)a H = 27Z;;
)G =5, H=A4,;
¢) G = Sy, H = [(12)]:
f) G=(Z,+), H=3Z.
(Pod ,néjdite vSetky triedy“ sa rozumie to, Ze pre kazdu triedu vyberieme jedného repre-
zentanta, v pripade, Ze ide o koneéné mnoziny ich moézeme aj vypisat.)

Uloha 12.2.7. Dokéite, 7e kazd4 8-prvkové grupa obsahuje dvojprvkovii podgrupu.

Uloha 12.2.8. Ak G ma4 p? prvkov, kde p je prvocislo, tak kazdé vlastnad podgrupa G je
cyklicka.

Uloha 12.2.9. Ak p je prvoéislo a k > 1 prirodzené ¢slo, tak kazdd pF-prvkovd grupa mé
p-prvkovi podgrupu.
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Uloha 12.2.10. Nech G je koneéné grupa, pocet jej prvkov oznaéme n. Ak A C G a A mé
viac nez n/2 prvkov, tak A generuje G.

Uloha 12.2.11. Nech ¢: G — H je homomorfizmus griip. Nech g € G. Oznaéme h := ¢(g),
A= ¢ Yh) = {z € G;o(z) = h} a K := Kery. (Z dosledku [11.3.10] vieme, ze K je
podgrupa grupy H.) Dokézte, ze A = gK.

Uloha 12.2.12. Nech S; je podgrupa G a t; € G pre kazdé i € I. Oznaéme D = N S;.

il
Dokazte, ze bud (] S;t; = 0 alebo existuje g € G také, ze () S;t; = Dg. (T.j. prienik pravych
il i€l
tried S;t; je bud préazdna mnozina alebo niektord prava trieda rozkladu podla D.)

Uloha 12.2.13. Dokézte, Ze v kazdej grupe s neparnym poétom prvkov je Iubovolny prvok
Stvorcom nejakého (a navySe jednoznaéne uréeného) prvku tejto grupy.

Uloha 12.2.14. Nech H je podgrupa G. Ukéte, Ze systém {HaH;a € G} jerozklad mnoziny
G.

Uloha 12.2.15. Nech (G, *) je grupa. Dokézte alebo vyvratte: H = {g%; g € G} je podgrupa
grupy G.

12.3 Normalne podgrupy

Dostali sme teda rozklad G na lavé triedy a rozklad G na pravé triedy. Tieto dva rozklady
mozu byt vo vSeobecnosti rézne — my sa budeme snazit ndjst podmienky, kedy st rovnakeé.

Tvrdenie 12.3.1. Nech H je podgrupa grupy G. Ak aH = Hb, tak Ha = Hb. (Takisto za
tychto predpokladov plati aH = bH.)

Dékaz. Ak aH = Hb, tak a € Hb, &ize a = hb pre nejaké h € H. Potom h = ab~' € H a
podla lemy méme Ha = Hb.

Dokaz druhej casti tvrdenia je analogicky. O
Veta 12.3.2. Nech H je podgrupa G. Nasledujiice podmienky stu ekvivalentné:

(i) aH = Ha pre vsetky a € G,

(ii) aH C Ha pre vietky a € G,
(iii) Ha C aH pre vietky a € G,
(iv) aHa™! C H pre vietky a € G,
(v) H CaHa ! pre vietky a € G,
(vi) aHa™! = H pre vsetky a € G,
(vii) {aH;a € G} = {Hb;b € G}.

Vsimnime si, ze podmienku mdzeme zapisat aj tak, Ze plati aha™! € H pre vietky
he H aac G, cize
heH = aha™* € H. (12.1)

V nasledujicom dokaze budeme vyuzivat vlastnosti ndsobenia podmnozin sformulované
v leme [12.2.2] ako aj pomerne lahko dokézatelny fakt, Ze ndsobenie podmnozin zachoviva
inkldzie. (Vlastne ndm budu stacit implikdcie B C C = aB CaC a B C C = Ba C Ca.)
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Dokaz. Zrejmé: = , =
= : Ak plati aH C Ha, tak plati aj

aHa ' C (Ha)a ' = H(aa ') = He = H.

Podobne sa ukaze = ([iv): Ked pouzijeme pre prvok a~!, tak mame Ha™ ! C
a~1H. 7 tejto inklizie dostaneme

aHa ' Caa 'H = H.

(iv) = (): Pouwzitim pre prvok a~! dostaneme a~'Ha C H. Ked tito inkliziu
vynésobime zlava a a sprava ¢~ !, tak mame

H=a(a"*Ha)a™* CaHa™'.

= : Staci v skutoc¢nosti ukazat, ze = , pretoze z a okamzite vyplyva
(vi). Dokaz implikacie (v]) = je takmer rovnaky ako dokaz predchadzajicej implikacie.
Ak pouzijeme (v) pre prvok a~!, dostaneme a"'Ha C H. Ked tito inkliziu vynidsobime
zlava a a sprava o', tak mame

H=a(a"'Ha)a ™' C aHa™".

= : Ak H =aHa !, tak Ha = (aHa ')a = aH(a 'a) = a(He) = aH.

Takisto implikacia ({ij) = je zrejmé. Opacnd implikacia = (li) vyplyva z tvrdenia
Z rovnosti {aH;a € G} = {Hb;b € G} totiz vyplyva, ze kazdé aH sa musi rovnat
nejakému Hb, ale potom podla tvrdenia plati aj aH = Ha.

Dokazali sme:

z coho vyplyva, ze vSetky uvedené podmienky st ekvivalentné. O

Definicia 12.3.3. Podgrupa H grupy G sa nazyva normdlna (invariantnd) podgrupa, ak
splna niektort z ekvivalentnych podmienok uvedenych vo vete [12.3.2] Oznacujeme H < G.

Ak G je komutativna grupa, tak kazdé jej podgrupa je invariantna.
Z vety[12:3.2] vidime, Ze pre invariantni podgrupu lavé a pravé triedy rozkladu st totozné.

Priklad 12.3.4. Pre kazdu grupu G st jej podgrupy G a {e} normalnymi podgrupami.

Pretoze v komutativnej grupe je kazda podgrupa normalna, tloha zistit, ¢i nejaka podg-
rupa je normalna, je zaujimava len v nekomutativnom pripade.

Priklad 12.3.5. Preskiimajme, ktoré podgrupy S3 st normélne. Zostavme najprv tabulku
grupovej operacie. (Do riadku ¢ a stipca 7 zapisujeme ¢ o 7.)

id (12)  (13)  (23) (123) (132)
id id (12)  (13)  (23) (123) (132)

(12) | (12) id  (132) (123) (23) (13)
(13) | (13) (123) id  (132) (12) (23)
(23) | (23) (132) (123) id  (13) (12)
(123) | (123)  (13) (23) (12) (132) id

(132) | (132) (23) (12) (13) id  (123)
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300 Normalne podgrupy

Teraz skisme néjst vSetky podgrupy grupy Ss. Z Lagrangeovej vety [12.2.14] vieme, Zze
(okrem podgrip {e} a S3) staci hladat podgrupy radu 2 a 3. Podla désledku @ ide
o cyklické grupy, teda nam staci najst vsetky prvky radu 2 resp. 3.

Prvky radu 2 st prave cykly dizky 2. Tie vygeneruju podgrupy H, = {id, (12)}, Hy =
{id, (13)} a Hs = {id, (23)}.

Napriklad pre podgrupu H; = {id,(12)} mame (13)H; = {(13),(123)} a H;(13) =
{(13),(132)}. Kedze sme dostali pre ten isty prvok ini lavi a prava triedu, podgrupa H;

‘-12

73

nesplia podmienku (i) z vety[12.3.2] a teda nie je normaélna.

Podobnym sposobom mozeme overit, ze ani ostatné 2-prvkové podgrupy nie sit normalne.

Prvky rddu 3 st trojcykly (123) a (132). Obe generuju t1 ist 3-prvkovi podgrupu Az =
{id, (123), (132)} pozostévajicu z parnych permutécii mnoziny {1,2,3}. Vidime, Ze pravy i
lavy rozklad je rovnaky, jeho triedy si mnozina As (pdrne permutdcie) a jej doplnok S3 ~\
As (nepérne permutdcie). Teda As spliia podmienku z vety ¢ize je normalna.
(Na zdovodnenie toho, ze A4 je normélna sme mohli pouzit aj vseobecnejsi fakt, ze kazda
podgrupa indexu 2 je normalna — tloha )

Vsimnime si, ze H; je komutativna grupa. Teda komutativna podgrupa este nutne nemusi
byt normalna. (Ako sme uz spominali, ak vieme, Ze celd je komutativna, tak kazda podgrupa
je normaélna.)

Cvicenia
Uloha 12.3.1. Dokézte, 7e prienik (lubovoIného systému) norméalnych podgrip danej grupy
G je opéit normalna podgrupa G.

Uloha 12.3.2. Ak H je podgrupa G a [G : H] =2, tak H je normélna podgrupa. Navyse,
pre kazdy prvok x € G plati 22 € H. (Poznamendm, 7e rieSenie druhej éasti — hovoriacej o
22 € H — sa d4 urobif pomocou faktorovych grip, tie st az v nasledujticej podkapitole. D4
sa vSak vymysliet aj rieSenie bez nich.)

Uloha 12.3.3*. Dokéizte, 7e grupa Ay parnych permutécif 4-prvkovej mnoziny nem4 ziadnu
6-prvkovi podgrupu.

Uloha 12.3.4. Pre vietky n € N je A, normélna podgrupa grupy S,.

Uloha 12.3.5. Dokéite, ze Iubovolnd normélna podgrupa A, pre n > 5, ktord obsahuje
aspon jeden cyklus dlzky 3 je celd grupa A,.

Uloha 12.3.6. Néjdite vietky normélne podgrupy v grupe: a) (Zs, @), b) (Zg, @), ¢) (Zy, ®),
d) (Z2 X Zs,®), €) (Z12,D), ) (Z),®), kde p je prvocislo, g*) (A4, 0), h*) (Sy,0).

Uloha 12.3.7. Dokézte, ze kazdé jednoduché podgrupa grupy S,, ktord mé viac ako 2
prvky, je obsiahnutd v grupe A,. (Grupa sa nazyva jednoduchd, ak nemd Ziadne normélne
podgrupy okrem seba samej a trividlnej podgrupy.)

Uloha 12.3.8. Centrom grupy G nazyvame mnozinu Z(G) = {g € G; (Vh € G)gh = hg} ta-
kych prvkov, ktoré komutuji so vSetkymi prvkami G. Ukdzte, Ze Z(G) je norméalna podgrupa
grupy G.

Uloha 12.3.9. Ak A a B st norméalne podgrupy G, a € A a b e B, tak aba~'b~' € AN B.
Uloha 12.3.10. Ak H a H’' st normélne podgrupy G také, ze H N H' = {e}, tak hh/ = h'h
pre lubovolné h € H a b’ € H' (lubovolny prvok H komutuje s lubovolnym prvkom H'.)
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Uloha 12.3.11. Uvazujme grupu G = {A € My5(F);|A| = 1} s operdciou nésobenia.
(Pricom F' je lubovolné pole.) Definujme H = {(!9);a € F'}.

a) Overte, Zze H je podgrupa G.

b) Je tdto podgrupa komutativna?

¢) Je tato podgrupa normélna?

Aké linedrne zobrazenia zodpovedaju maticiam patriacim do H?

Uloha 12.3.12. Nech G = {(¢9);a,b € R,a#0} a H={(19);c € R}.

a) Overte, ze G tvori s operdciou ndsobenia matic grupu a ze H je podgrupa grupy G.

b) Je H normélna podgrupa grupy G?

(Vsimnite si, Ze H je té istd grupa, ako v predoslej tlohe, ale teraz sa na nu pozerame ako
na podgrupu inej grupy.)

Uloha 12.3.13. Uvazujme grupu G vetkych zhodnych izometri roviny nemeniacich orien-
taciu. Inak povedané, su to vSetky zobrazenia, ktoré mozeme dostat ako zlozenie posunutia
o nejaky vektor @ a otofenia o nejaky uhol «, ¢iZe zobrazenia dané predpisom (z,y) +—
(c+ xcosa+ ysina,d — xsina 4+ ycos ). Su nasledujice grupy normélnymi podgrupami
grupy G?

a) H = vsetky posunutia;

b) H = rotécie okolo pociatku stiradnicovej ststavy;

c) H, = vietky zobrazenia z G také, Ze f(r) = x, pricom z € R? je nejaky pevne zvoleny
bod roviny.

12.4 Faktorové grupy

Veta 12.4.1. Ak G je grupa a H je jej invariantnd podgrupa, tak na mnozine vsetkyjch tried
G podla H maézZeme definovat operdciu - ako

(aH) - (bH) = (ab)H (12.2)

Tdto operdcia je dobre definovand (nezdvisi od vyberu reprezentanta triedy) a mnoZina
vSetkych tried G podla H s touto operdciou tvori grupu. Tdto grupu oznacujeme G/H a
nazgvame faktorova grupa grupy G podla H.

Je dolezité si uvedomit, ze faktorovi grupu moézeme definovat iba pre invariantnd podg-
rupu.

Dokaz. Vsetky tvrdenia vety vlastne vyplyvaja z toho, ze takto definované nasobenie je to
isté ako nasobenie podmnozin grupy G. Plati totiz

(aH)(bH) = (aH)(Hb) = a(HH)b = aHb = a(Hb) = a(bH) = (ab)H.

7 toho vyplyva, ze operacia, ktori sme definovali je dobre definovand a takisto, ze je
asociativna.

Pretoze eH = H a HH = H, trieda eH je neutralny prvok.

Inverzny prvok k aH je a ' H, pretoZe (aH)(a 'H) = (aa"')H = eH = H. O

Priklad 12.4.2. Ak G =Z a H = 3Z tak G/H obsahuje 3 triedy H, 1+ H a 2+ H (priklad
12.2.4).

lizometria=zobrazenie zachovévajice vzdialenosti; zhodné = zachovavaji aj orientaciu
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H 1+4H 2+ H
H H 1+4H 2+ H

1+H | 1+H 2+H H

2+H |2+ H H 1+H

Z predchadzajicej tabulky vidime, ze H — 0, 1+ H — 1, 2+ H +— 2 je izomorfizmus
medzi G/H a (Z3,®), ¢ize v tomto pripade je faktorovd grupa izomorfnd s grupou Zs.

Priklad 12.4.3. Nech G = (R xR, +) a H = {(z,z);z € R}.
V priklade [12.2.8 sme videli, ze kazdd triedu rozkladu mézeme reprezentovat ako (r,0) +
H (a navySe takto dostaneme kazdi triedu prave raz). Z toho pomerne Tahko vidno, Ze

zobrazenie
(r,0)+ He—r

je izomorfizmus medzi grupami G/H a (R, +), ¢ize G/H = R.

Podobne mézeme vidiet, ze pre G = Zs a H = 4Zg mame G/H = Z4. V dalsej podka-
pitole dokazeme vetu, ktord ndm umozni takéto vlastnosti dokazovat pomerne jednoducho a
elegantne.

Cvicenia

Uloha 12.4.1. Dokéite, 7e ak H je normélna podgrupa G a [G : H] = n, tak 2™ € H pre
lubovolné x € G. Ukézte na priklade, ze toto tvrdenie nemusi platit, ak H nie je normalna.

12.5 Vety o izomorfizme

V tlohe [12.1.3] sme videli vztah medzi surjektivnymi zobrazeniami a reldciami ekvivalencie.
V pripade, ze na danej mnozine mame navyse grupovu struktiru, surjektivne homomorfizmy
budii podobnym spdsobom zodpovedat normalnym podgrupdm (a navyse, ako uvidime v cvi-
¢eniach za touto castou, istym Specidlnym reldciam ekvivalencie, ktoré volame kongruencie).

Veta 12.5.1 (Kanonicky homomorfizmus). Ak G je grupa a H je normdlna podgrupa G, tak
zobrazenie f: G — G/H dané predpisom

fra—aH

je surjektivny homomorfizmus. Tento homomorfizmus voldme kanonicky homomorfizmus.
Navyse, jadro kanonického homomorfizmu je prave podgrupa H.

Dékaz. Z vlastnosti ndsobenia podmnozin grupy (lema |12.2.2) a z toho, Ze H je normélna
podgrupa dostaneme

f(a)f(b) = (aH)(bH) = a(Hb)H = a(bH)H = (ab)H? = (ab)H = f(ab).

Teda toto zobrazenie je skuto¢ne homomorfizmus.

Surjektivnost vyplyva priamo z definicie.

PretoZe neutralny prvok faktorovej grupy G/H je eH = H, jadro zobrazenia f je mnozina
tych a € G, pre ktoré plati aH = eH, ¢o je presne podgrupa H (vyplyva to napriklad z lemy
Tahko to vsak moZeme overit aj priamo.) O

Vidime teda, ze pre kazdi faktorovi grupu mame surjektivny homomorfizmus. Obratené
tvrdenie dava nasledujica veta:
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Veta 12.5.2 (Veta o izomorfizme). Ak f: G — G’ je homomorfizmus grip, tak Ker f je
normdlna podgrupa grupy G a faktorovd grupa G/ Ker f je izomorfnd s podgrupou Im f grupy
G

Doékaz. Oznaéme H = Ker f a neutralny prvok grupy G’ oznacme ako e’. Z dosledku [11.3.10]
vieme, ze H je podgrupa G. Ukazeme, ze tato podgrupa je normalna. Skutocne, ak h € Ker f,
t.j. f(h) =€, tak aj

flaha™) = f(@)f(W)f(@) ™" = f(a)e' f(a) ™ = fla)f(a) ™ = ¢

aaha ' €Kerf=H.
Definujme zobrazenie p: G/H — Im f ako

w:aH — f(a).

Najprv ukéZeme, Ze toto zobrazenie je dobre definované (nezdvisi od vyberu reprezentanta
Tavej triedy aH). Skutoéne, ak aH = bH, tak b~'a € H = Ker f, ¢ize f(b~'a) = ¢’. Potom

F(b) = f(b)e" = f(0)f (0™ a) = f(b0™"a) = f(a).
Zostava dokéazat, ze takto definované zobrazenie je bijektivny homomorfizmus. Méame

plabH) = f(ab) = f(a)f(b) = p(aH)p(bH),

teda ¢ je homomorfizmus.

Surjektivnost vyplyva z toho, Ze za obor hodn6t sme zobrali Im f. Aby sme ukazali, ze
homomorfizmus ¢ je injektivny, staci ukdzat, Ze Ker ¢ obsahuje iba neutrdlny prvok (tiloha
[[1.3.7). Skuto¢ne, ak @(aH) = €', znamena to, ze f(a) = ¢ a a € Ker f = H, teda aH =
H. O

Désledok 12.5.3. Ak f: G — H je surjektivny homomorfizmus grip, tak grupa H je izo-
morfnd s faktorovou grupou G/Ker f.

Vety a nam hovoria, Ze normdalne podgrupy su prave jadrd homomorfiz-
mov. (Jadro kazdého homomorfizmu je normélna podgrupa a obratene, pre kazdi normalnu
podgrupu mame epimorfizmus na faktorovd grupu, ktorého jadrom je prave této podgrupa.)

Mozeme si vsimnut, ze veta o izomorfizme ndm dava dalsiu moznost ako ukazat, ze nejaka
podgrupa grupy G je normalna — ak sa nam podari najst homomorfizmus z G do inej grupy,
ktorého jadrom je dand podgrupa. Dokonca vieme jednoducho popisat aj triedy rozkladu —
do jednej triedy patria tie prvky z G, ktoré maji v tomto homomorfizme ten isty obraz.
(Uloha viac-menej to vidno uz aj z dokazu vety o izomorfizme.)

7 vety o izomorfizme okamzite dostaneme nasledujice jednoduché doésledky.

Priklad 12.5.4. PouZime vetu o izomorfizme pre homomorfizmy f: G — H, f(z) = e (kde
G, H st lubovolné grupy a e oznacuje neutrdlny prvok grupy H) a idg: G — G. Plati
Ker f = G a Keridg = {e}, z ¢oho vyplyva na zdklade vety [12.5.2)/ G/G = {e} a G/{e} = G.

V predchadzajtucej podkapitole sme uviedli niekolko prikladov faktorovych grip pricom

sme spomenuli, Ze su izomorfné s niektorymi zndmymi grupami. Predchadzajica veta je
jednoduchym prostriedkom ako ukazat, ze ide skuto¢ne o izomorfné grupy.
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Priklad 12.5.5. Z prikladu[12.2.4] vieme, ze rozklad grupy Z podla podgrupy 3Z m4 3 prvky.
Z toho je jasné, ze faktorova grupa Z/3Z je izomorfné s grupou (Zsz, ®). (Z dosledku
a vety vyplyva, zZe Z3 je, az na izomorfizmus, jedind trojprvkovéd grupa.)

Skusme vsak tento fakt odvodit na zéklade vety Na to staci najst surjektivny ho-
momorfizmus so Z na Zs, ktorého jadro je prave 3Z. Takymto homomorfizmom je zobrazenie
f:Z — Z3 dané predpisom

f:n—nmod3,

t.j. kazdému prvku priradi zvysok po deleni 3.

Priklad 12.5.6. Uvazujme situdciu z prikladu [12.2.8] t.j. grupu G = (R x R, +) a jej
podgrupu H = {(z,z);z € R}. Jednoducho moZno overit, Ze zobrazenie f: (G,+) — (R, +)

fi@y)—a—y
je epimorfizmus a Ker f = H. Z toho vyplyva, ze G/H = (R, +).

Priklad 12.5.7. V priklade [12.2.9]sme mali G = Zg a H = 4Zg = {0,4}. V tomto pripade
mame surjektivny homomorfizmus f: Zg — Z4

f:n— nmod4

a faktorovd grupa G/H je izomorfnd s grupou (Z4, ®).
Priklad 12.5.8. V priklade [12.3.5| sme videli, ze jedinou norméalnou podgrupou grupy S3

je podgrupa As vsetkych parnych permutécii. Zobrazenie f: S35 — Zso, ktoré priradi parnym
permutaciam 0 a neparnym 1 je surjektivny homomorfizmus taky, ze Ker f = As.

12.5.1 Druh4i a tretia veta o izomorfizme*

Dokaz nasledujiceho tvrdenia je velmi podobny tej Casti dokazu vety [12.5.2] v ktorej sme
dokazovali, Ze ide o homomorfizmus.

Lema 12.5.9. Nech f: G — G’ je grupovyj homomorfizmus. Nech H je normdina podgrupa
G takd, Ze H C Ker f. Potom zobrazenie ¢: G/H — G’ dané predpisom

p(aH) = f(a)

je dobre definované a je to grupovy homomorfizmus.
Navyse, ak f je epimorfizmus, tak aj ¢ je epimorfizmus.

Doékaz. Najprv ukazeme, ze ¢ je dobre definované. Ak mame 2 roéznych reprezentantov tej
istej triedy, t.j. aH = bH, tak plati b~'a € H C Ker f. To znamen4, Ze f(b~1a) = ¢/, a teda

F(b) = f(b)e' = f(b)f(0~"a) = f(bb'a) = f(a).
Overime teraz, ze ¢ je homomorfizmus.
p(abH) = f(ab) = f(a)f(b) = ¢(aH)p(bH).

Ak f je surjektivne zobrazenie, tak pre kazdé b € G’ existuje a € G také, ze f(a) = .
Potom plati p(aH) = b, teda aH je vzor b v zobrazeni . Z toho vyplyva, Ze aj zobrazenie ¢
je surjektivne. O
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Ak tdto lemu pouzijeme na kanonicky homomorfizmus ¢: G — G /K, dostaneme:

Désledok 12.5.10. Ak H, K si normdlne podgrupy grupy G a H C K, tak zobrazenie
f:G/H - G/K
fiaH — aK

je surjektivny homomorfizmus.

Pomocou predchadzajicej vety mozeme odvodit vysledok, ktory pripomina ,kratenie®
pre faktorové grupy. Doélezité je uvedomit si, ze ak H, K st normélne podgrupy G a H C K,
tak H je normélna podgrupa K. NavySe K/H je podmnozina G/H tvorend triedami aH pre
ktoré a € K.

Veta 12.5.11 (Tretia veta o izomorfizme). Ak H, K si normdlne podgrupy G, pricom
H C K CG, tak K/H je normdlna podgrupa G/H a plati

G/K = (G/H)/(K/H).

Dékaz. Pretoze H C K, dostdvame z ddsledku[12.5.10} Ze zobrazenie ¢: G/H — G /K urcené
predpisom
Yv:aH — aK

je surjektivny homomorfizmus. Potom podla vety je grupa G/K izomorfna s grupou
(G/H)/(Ker ). Pokiisme sa teda urcit jadro homomorfizmu .

Do Ker) patria tie lavé triedy aH grupy G/H, ktoré sa zobrazia na neutrdlny prvok
grupy G/K, ¢ize na eK = K. Teda aH € Ker plati préave vtedy, ked aK = K, ¢ize a € K.
To znamend, ze Ker ¢ = K/H (kedze Ker 1) pozostava prave z tych lavych tried aH, pre ktoré
a € K). Vdaka tomu vidime z vety o izomorfizme, 7ze K/H = Ker je norméalna podgrupa a

(G/H)/(K/H) = G/K.
O

Dokaz predchddzajicej vety opét ilustruje uzitoénost vety [[2.5.2] Keby sme namiesto po-
uzitia tejto vety robili priamy dékaz, museli by sme pracovat s prvkami grupy (G/H)/(K/H),
¢o st triedy rozkladu faktorovej grupy G/ H podla jej podgrupy K/H, ktorych reprezentantmi
st opat triedy rozkladu, tentokrat rozkladu K podla H. Zd4 sa, ze pristup vyuzivajici vetu
o izomorfizme je prehladnejsi.

Ukazeme si este jeden vysledok o faktorovych grupach.

Veta 12.5.12 (Druhd veta o izomorfizme). Nech G je grupa, N je normdlna podgrupa G a
S je podgrupa G. Potom mnozina SN tvori podgrupu grupy G, N je normdlna podgrupa SN,
SN N je normdlna podgrupa S a plati

S/(SNN) = SN/N.

Dékaz. Najprv overme, ze SN = {ab;a € S,b € N} je podgrupa G. Z toho, ze N je normdlna,
mdme gN = Ng pre kazdé g € G, teda pre Iubovolné g € G an € N existuje n’ € N také, Ze
gn = n’g. Pomocou tejto vlastnosti uz lahko overime kritérium podgrupy.
Ak mame 2 prvky z SN tvaru a;1b1, azbs, kde a1 2 € S a by 2 € S, tak ich st€in moézeme
vyjadrit ako
a1b1a2b2 = alagbllbg

pre nejaké by € N. KedZe ajas € S a bjby € N, vidime, ze uvedeny stéin patri do SN.
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Ak mame prvok z SN tvaru ab, pricom a € S, b € N, tak tento prvok mdzeme prepisat
ako b'a pre vhodné b € N. Potom inverzny prvok

(bl ) —lbl 1

je opét z SN.

Z toho, ze N C SN dostaneme, ze N je podgrupa SN. Fakt, ze NaSN, t.j. ide o normélnu
podgrupu, overime pouzitim podmienky z vety [12.3.2, Skutocne, pre Tubovolné a € S,
b € N mame

(ab)N(ab)™' = (ab)N(b"*a™') = a(bNb 1 )a™' =aNa ' = N.
Na dokaz ostatnych Casti tvrdenia pouzijeme kanonicky homomorfizmus
f:aw— aN,
f:G— G/N.
Aj jeho ztZenie f|s: S — G/N na mnozinu S je homomorfizmus. Pokisme sa zistit, comu
sa rovna jeho jadro.

Mame
Ker fls ={a € S;aN=N}={a€ S;ae N} =SNN.

Podla vety o izomorfizme je S N N normélna podgrupa S a plati
S/(SNN)=Im f|s.

Sta¢i ndm uz teda len dokdzat, ze Im f|g = SN/N.
Mnozina Im f|s pozostdva prave z tych tried aN, pre ktoré a € S;

Im f|g = {aN;a € S}.
Stcasne vsak mame
SN/N = {abN;a € S,b€ N} ={aN;a € S},
teda skuto¢ne plati rovnost Im f|s = SN/N. O

Cvicenia

Uloha 12.5.1. Overte, ¢ H je normélna podgrupa grupy G a opiste faktorovi grupu G /H
(aké m4 triedy, vybrat z kazdej triedy prave jedného reprezentanta, zistit, ¢i je izomorfnd
s nejakou zndmou grupou).

= (R xR, +), H ={(z,y);z+2y = 0}

a) G
b) (RxR,+), H={(x,3z);x € R}

¢) G=(C,+), H=R
d) =(C\{0} ), H=R~ {0}

e) :((C\{O} ), H=R" ={x e R;z > 0}
YG=(Z,+), H=4Z ={4z;2 € Z}

)

}gl) (ZxZxZ,+), H={(n,m,0);n,m € Z}

({ceC;ct?2=1},.), H={ceC;c* =1}
(Sp,0), H= A,
)G = (Z,+), H = nZ
) ((C\{O} ), H={ceC;c% ¢ R\ {0}}
m) G=(C~{0},"), H={ceC;c" e R\ {0}}

—-

.
— —

e

G =
G
G
G
G
G = (Za X Zg,+), H = [(2,2)]
G =
G
G
G =
G

—_—
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Uloha 12.5.2. Zistite, ¢i dané grupy st izomorfné. V celom cvi¢eni budeme ako S oznacovat
grupu ({c € C;|c| = 1}, ) (pripadne mnozinu prvkov tejto grupy) a C,, = ({c € C; " =1}, )
a) (C~ {0},)/{c € C;c™ € R~ {0}}, (C~ {0},)/R*" (pod RT tu myslime kladné redlne
isla, ¢ize 0 ¢ RT), S

b) (R,+)/Z, S/C,, S

¢) (C~AH0},-), (C~{0},-)/Cn

d) ({c € C;c" e R\ {0}},)/RT, Cy

e) ({ceC;c" e R\ {0}},)/Cy, RT

f) C12/Cy, Z3

8) (Z x L3, +)/(Z2 x {0}), Z3

h) S5/[(123)), (Zs,+)

Uloha 12.5.3. Nech G je grupa vietkych reguldrnych matic typu nxn (s operaciou nésobenia
matic). Ako H oznaCme tie z nich, ktoré maji determinant |A| = 1. Dokdzte, ze H je
invariantnd podgrupa G! Vedeli by ste nédjst grupu izomorfni s G/H?

Uloha 12.5.4. Nech S = {z € C;|z| = 1} (jednotkové kruznica v komplexnej rovine).
Ukézte, ze zobrazenie ¢: R — S definované ako op(r) = *™ = cos 27z + i sin 27z je surjek-

tivny homomorfizmus. Néjdite Ker . Aka faktorova grupa je potom izomorfna s kruznicou?
{izomcvic:NORMA4}

Uloha 12.5.5. Je podgrupa {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} normélna podgrupa A,?

Uloha 12.5.6. Ukéite, ze Q/Z (obe grupy berieme so séitovanim) je nekonetnd grupa,
v ktorej ma kazdy prvok koneény rad.

Uloha 12.5.7. Nech ¢: G — G/H je kanonicky homomorfizmus a X C G. Dokdite: Ak
[ X] generuje G/H, tak H U X generuje G.

Uloha 12.5.8. Ukézte na priklade, 7e ak H je norméalna podgrupa G, tak G nemusi obsa-
hovat podgrupu izomorfnt s G/H.

Uloha 12.5.9. Nech H je podgrupa grupy G a [G : H] = n.
a) Ukézte, ze ak H je normdlna podgrupa, tak pre kazdé x € G plati 2" € H.
b) Plati toto tvrdenie pre Iubovolni podgrupu (t.j. aj bez predpokladu, ze H je normdlna)?

Uloha 12.5.10. Nech G je mnozina vietkych matic tvaru (¢9), kde a,b € R a a # 0.
Dokazte:

a) G s ndsobenim matic tvori grupu.

b) Zobrazenia f: G — (R,:) a g: G — (R,+) dané ako f: (¢9) — a; g: (¢9) — b st
homomorfizmy.

¢) Izomorfizmus akych grip dostaneme podla casti b) na zdklade vety o izomorfizme?

d) Popiste linedrne zobrazenia zodpovedajice maticiam z Ker f, Kerg a G.

Uloha 12.5.11. Nech G = {(fb 2) , (Z f’a) ;a,b € Rya? + b? = 1} (operécia je nasobenie
matic.) Nech dalej H = {( % ?);a,b € R;a® 4+ b* = 1}.

a) Zistite, ¢i G je grupa a ¢ H je podgrupa G.

b) Je H normélna podgrupa grupy G? Ak éno, s akou grupou je izomorfnd grupa G/H?

¢) Ako sa daju geometricky popisat linedrne zobrazenia zodpovedajice maticiam z G a H?

. {izomcvic:ULOTRIEDYSUVZO
Uloha 12.5.12. Dokazte, ze ak f: G — H je surjektivny homomorfizmus grap, tak lavy

(pravy) rozklad grupy G podla normélnej podgrupy Ker f pozostéva presne z mnozin f~*(r) =
{9 € G; f(g9) = x} pre x € H. (Teda triedy rozkladu st presne vzory prvkov z H. Takto do-
stdvame bijekciu medzi triedami rozkladu G podla Ker f a prvkami H, tato bijekcia sa uz
vyskytla v dokaze vety o izomorfizme.)
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Uloha 12.5.13. V tlohe [12.3.8sme videli, ze centrum grupy G, t.j. mnozina Z(G) = {g €
G; (Vh € G)gh = hg}, je normélna podgrupa G. Dokézte, ze faktorovd grupa G/Z(G) je izo-
morfnd s grupou VAut G v8etkych vnttornych automorfizmov grupy G (pozri tlohu [11.6.1)).

Uloha 12.5.14. Vo vete sme ukazali, ze ak H < G, tak predpis
(aH) - (bH) = (ab)H

dobre definuje bindrnu operaciu na mnozine Tavych tried rozkladu G podla H. Ukézte, ze
plati aj opa¢nd implikdcia: Ak uvedeny predpis dobre definuje bindrnu operéciu, tak H < G.
(Teda invariantnost podgrupy H je nielen postacujica ale aj nutnd podmienka na to, aby
tato bindrna operacia bola dobre definovana.)

Uloha 12.5.15*. Dokéite, Ze v grupe (Q, +) neexistuje maximalna (vzhladom na inkliziu)
vlastnd podgrupa. T.j. neexistuje podgrupa S grupy (Q,+) takd, ze ak S C T a T je podg-
rupa, tak T' = S alebo T' = Q. (Inak povedané: Jediné podgrupy obsahujice S by boli S a
Q)

12.6 Grupové kongruencie

Uz vieme, Ze normélne podgrupy su presne jadra homomorfizmov. Veta o izomorfizme ndm
tiez ukazuje sivis medzi surjektivnymi homomorfizmami a faktorovymi grupami.

Této podkapitola ndm da este jeden mozny pohlad na faktorové grupy a normélne podg-
rupy. Uvedomit si vztah medzi tymito réznymi pristupmi méze byt uzitocné pre lepsie po-
chopenie tychto pojmov.

My sme najprv zaviedli normélne grupy a pomocou nich faktorové grupy. V principe by sa
dalo postupovat aj naopak — zacat s pojmom kongruencie, pomocou neho definovat faktorovii
grupu a takto sa dostat aj k pojmu faktorovej grupy. Je na vasom posideni, ktory postup sa
vam zda prirodzenejsi a zrozumitelnejsi.

To, ¢o budeme robit v tejto kapitole sa da zhruba zhrnit takto: Ak méame nejaki relaciu
ekvivalencie na danej mnozine G, tak dostavame rozklad na triedy ekvivalencie. Predpo-
kladajme, ze mame k dispozicii aj bindrnu operaciu na tejto mnozine — primarne nas bude
zaujimat pripad, Ze mame grupu (G,-). Vieme potom nejako dostat bindrnu opericiu alebo
dokonca grupu na mnozine tried ekvivalencie? Aké podmienky by mala Spfﬁat’ tato relacia
ekvivalencie, aby sa to dalo urobit?

12.6.1 Pojem kongruencie pre celé éisla

Neskor aspon stru¢ne spomenieme aj kongruencie pre okruhy (deﬁnicia. Na zaciatok
je ale mozno jednoduchsie pozerat sa na pripad, ked mame iba jednu operaciu — takze hlavny
ciel tejto casti je pozrief sa na kongruencie v grupach.

Napriek tomu vSak najprv pripomeniem situdciu, v ktorej ste sa uz so slovom kongruencia
stretli — a je to v skutocnosti Specidlny pripad okruhovej kongruencie.

Pre Tubovolné dve celé éisla vieme povedat ¢o to znamend, Ze si kongruentné modulo n.

Definicia 12.6.1. Nech n € N, n > 0. Pre z,y € Z hovorime, Ze = a y su kongruentné
modulo n, ak plati n | x — y. Fakt, Ze x a y st kongruentné modulo n oznacujeme ako

x=y (mod n).

308



KAPITOLA 12. FAKTORIZACIA 309

Dve celé ¢isla st teda kongruentné ako ich rozdiel je ndsobok n — ¢o je vlastne to isté, ako
povedat, ze davaju rovnaky zvysok po deleni ¢islom n.

Tiez si mo6zeme vsimnut, ze Cisla x a y s kongruentné modulo n prave vtedy, ked z —y €
nZ = {nk;k € Z} a mnoZina nZ je podgrupa grupy (Z,+). Pripomentt si tento zdkladny
priklad moéze byt uzitocné neskoér, ked sa budeme snazit pozriet na vztah medzi grupovymi
kongruenciami a normalnymi podgrupami.

Vsimnime si, Ze tento vztah sa pekne sprava vzhladom na séitovanie aj nasobenie. Kon-
krétne, ak plati

r1 =y (modn)

o =y2 (mod n)

tak plati aj
1 +y1 =x2+y2 (modn)

T1-y1 =x2-y2 (mod n)

(Ak to nie je jasné, skuste si rozmysliet preco.)

Tiez by malo byt pomerne lahké skontrolovat, ze vztah , byt kongruentny modulo n* je
reldcia ekvivalencie.

Cielom tejto kapitoly je pozerat sa na velmi podobny pojem — budeme mat nejakt relaciu
ekvivalencie, ktora respektuje nasu grupovi operdciu. A budeme sa chciet pozriet na to, aké
dalsie veci z toho vieme dostat. (A tiez na to, ako to celé stvisi s faktorovymi grupami a
s normalnymi podgrupami.)

Na mnozine celych ¢isel mame dve operacie, obe sa slusne spravaju vzhladom na kongru-
enciu. Teda asi prirodzenejsie by bolo pozerat sa na tento priklad ako na priklad okruhovej
kongruencie. Ak chceme teda celé ¢isla pouzit ako ilustraciu pojmu, ktorému sa venujeme
teraz, tak si vSimajme iba sitovanie a pracujme s grupou (Z,+). Potom tento vztah je
$pecidlnym pripadom grupovej kongruencie, ktori teraz ideme zadefinovat.

12.6.2 Relacia kongruencie
Pre dand grupu G sa budeme pozerat na vhodné relacie ekvivalencie na mnozine G.

Definicia 12.6.2. Nech (G,-) je grupa. Reldcia ekvivalencie ~ na mnozine G sa nazyva
kongruencia, ak pre Iubovolné z 2 € G, y1,2 € G plati

L1~ Y1,22 ~ Y2 = T1 -T2~ Y1 Y2 (12-3)

Ako sme uz spomenuli, kongruencie sa dajui zaviest aj pre iné typy struktar. Niekedy teda
budeme pouzivat aj nazov grupovd kongruencia.

Podmienka je pomerne prirodzend. Vlastne hovori, Ze nas zaujimaju iba také relacie
ekvivalencie, ktoré sa spravaji rozumne vzhladom na nasu operaciu -.

Predtym, nez budeme s kongruenciami pracovat dalej, skiisme si uvedomit, ze kongruencie
zachovavaju aj inverzné prvky.

Ako to casto pri zavadzani nového pojmu byva, aj tu vieme vymysliet nejaké velmi tri-
vidlne pripady

Priklad 12.6.3. Pre Iubovolni grupu (G, -) st reldcie

R1:GXG
Ry = {(v,y) € G x Gy =y}

grupové kongruencie.
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Priklad 12.6.4. Iny priklad grupovej kongruencie sme uz spomenuli. Zoberme si napriklad
(Z,4+) a reldciu
r~yS6]a—y,

t.j. relaciu hovoriacu, ze x a y st kongruentné modulo 6. Dostaneme tak grupovi kongruenciu,
pretoze
ap =b;  (mod 6)

= +as=b+b d 6
as = by (mod 6)} ar+az=bi+by (mod6)

A takisto to funguje ak namiesto ¢isla Sest vezmeme lubovolné n € N, n > 0.

Lema 12.6.5. Nech (G, ) je grupa a ~ je grupovd kongruencia. Potom pre lubovolné proky
x,y € G také, Ze x ~y plati aj x=4 ~y~ L.
(Vr,ye Qx~y=a '~y !
Dokaz nie je prilis tazky — oplati sa nad nim skusit zamysliet aj samostatne. Ale pre
uplnost som ho uviedol.

Dékaz. Zo vztahu x ~ y, z definicie kongruencie a z vlastnosti grupy postupne dostaneme:

r~y
zzt ~ yxil
en~ ym_l
y vy lya!
y—l ~ gl

b~y

(V dokaze sme vlastne vyuzivali aj asociativnost — vdaka tomu sme mohli vynechat zatvorky.)
O

12.6.3 Faktorova grupa pre danu relaciu

Po tejto drobnej priprave sa uz mézeme pozriet na to, ze kongruencia je presne ten typ relacie,
pre ktoru vieme vyrobit bindrnu opericiu (a grupu) aj na mnozine tried.
Pre reldciu ekvivalencie ~ na mnozine G si ozna¢me mnozinu tried ekvivalencie ako

G/ ~={lal;a € G}.
Tvrdenie 12.6.6. Nech (G,-) je grupa a ~ je grupovd kongruencia na G.

(i) Predpis
[a] - [b] = [a - D] (12.4)

urcuje dobre definovani bindrnu operdciu na mnoZine G.

(ii) MnoZina G s uvedenou operdciou tvori grupu. Ak G je komutativna, tak af grupa G/ ~
je komutativna.

Grupu G/ ~ budeme nazjvat faktorova grupa.
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Sice sme ten isty ndzov nézov faktorovd grupa pouzili v dvoch roznych definiciach —
vysvetlime si vSak, Ze sd to vlastne iba dva rézne pohlady na td istd vec. (A aj teraz — kym
sme eSte nepovedali ni¢ o vztahu medzi grupovymi kongruenciami a normalnymi podgrupami
— by malo byt z kontextu jasné, ¢i faktorizujeme podla podgrupy alebo podla kongruencie.)

Dokaz. : Vlastne chceme ukézat, ze pre Tubovolné aq, as, by, by € G plati

[a1] = [b4]
= = [b1b
az] = [b2] oa] = [t
Pre reldciu ekvivalencie st vSak podmienky [z] = [y] a  ~ y ekvivalentné. Po prepisani

teda vidime, ze uvedend podmienka je ekvivalentné s takouto implikaciou.

a1~b1

— aras ~ biby
ag ~ b2

To je ale presne podmienka z definicie kongruencieﬂ

: Ak uz vieme, ze sme dostali bindrnu operaciu, tak ostatné casti dokazu st uz vcelku
priamociare

Na overenie asociativnosti stac¢i skontrolovat, ze plati:

[a] - ([o] - [e]) = la] - ([b-¢]) = [a- (b- )] =
=l[(a-b)-c=la-0]-[c=([al-[b]) - [c]

Neutralnym prvkom je trieda [e]:

V dokaze tejto casti sme v skutoc¢nosti vyuzili lemu [12.6.5 Naschval som nezdoéraznil, kde je
tato lema potrebna — a ktorad ¢ast uvedeného dokazu nie je celkom v poriadku tak, ako som
ju napisal tu — pretoze chcem, aby ste sa nad tym skusili zamysliet samostatne: tiloha[12.6.1]
Dokaz poslednej Casti tykajicej sa komutativnosti je tiez velmi priamociary — iloha[12.6.2]

O

Dalsia vec, ktorti vidno veelku lahko, je existencia pomerne prirodzeného homomorfizmu
z G do G/ ~.

Tvrdenie 12.6.7. Nech ~ je grupovd kongruencia na grupa (G,-). Potom zobrazenie
0:G— G/~
p: x> (2]

je surjektivny grupovy homomorfizmus. Tento homomorfizmus budeme nazgyvat kanonicky
homomorfizmus.

27 tohto dékazu vidime aj to, Ze podmienka je velmi prirodzené. Inak povedané, grupovi kongru-
enciu sme definovali presne takym sposobom, aby sme na mnozine tried dostali dobre definovani bindrnu
operaciu.

3Aj tu — a aj pri vetkych ostatnych dékazoch v tejto ¢asti — plati, ze sa oplati nad dékazom jednotlivych
tvrdeni zamysliet samostatne.
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312 Grupové kongruencie

Dékaz. Vyplyva z definicie homomorfizmu a z definicie opericie na G/ ~.

p(x-y) =z -yl = 2] [y] = () - o(y)

Tiez pomerne lahko vidno, Ze zobrazenie ¢ je surjektivne — kazdy prvok z G/ ~ m4 tvar
[z] = p(x) pre nejaké x € G. O

Tvrdenie mozeme v istom zmysle obratit — kazdy surjektivny homomorfizmus grap
vyzerd ,v podstate“ takto.

Tvrdenie 12.6.8. Nech f: G — G’ je surjektivny grupovy homomorfizmus. Potom:
(i) Reldcia ~ na mnoZine G zadand ako

a~b & fla)=fb)

je grupovd kongruencia.
(ii) Pre faktorovi grupu plati
G/ ~=G'.

Dokaz. Vieme, ze takymto spésobom dostaneme relaciu ekvivalencie — tloha|12.1.3] Treba
este ukazat, ze reldcia ~ sa sprava rozumne vzhladom na grupovi operaciu. Skutocne vsak
pre a; ~ by a as ~ by mame f(ay) = f(b1) aj f(az) = f(b2). Z &oho vyplyva

flaras) 2 flar) flaz) = F(Br1)F(B2) 2 F(brba),

a teda
a1a9 = blbg.

Symbolom (*) sme vyznadili miesta, na ktorych sme vyuzili fakt, Ze f je homomorfizmus. (A
v prvej Casti tvrdenia sme dokonca ani nikde nepotrebovali surjektivnost.)
Chceli by sme ndjst izomorfizmus medzi G/ ~ a G'. Pokisme sa ho zadefinovat ako

0: G/ ~— G
@: la] = f(a)
Ako prvi vec si musime rozmysliet, ¢i sme skutocne dostali zobrazenie — t.j. ¢i ¢ je dobre
definované.
Ak plati [a] = [b], znamen4 to, Ze a ~ b, a teda

Cize uvedeny predpis naozaj definuje zobrazenie z G/ ~ do G'.

Zo surjektivnosti zobrazenia f vidime, ze aj ¢ je surjektivne.

NavySe @ je aj injektivne, z rovnosti ¢([a]) = ¢([b]) totiz vyplyva f(a) = f(b), ¢o znamen4,
Ze a~bala] =[b].

Zostéava ukézat, ze ¢ je homomorfizmus — tloha [12.6.3] O

Vidime teda, ze relacie kongruencie stuvisia so surjektivnymi homomorfizmami. Chceli by

sme sa dostat aj k stivisu s normalnymi podgrupami a k tomu, aky je vztah medzi faktoriza-
ciou podla relacie kongruencie a faktorizaciou podla normalnej podgrupy.
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Najprv sa pozrime na to, ako vyzera jadro kanonického homomorfizmu. Pomerne Tahko
si uvedomime, ze plati:

Kerp = {a € G;p(a) = [e]}
={a € G;[a] = [e]}
={a€G;an~e}
= [a].
Je to teda presne trieda neutralneho prvku.
Uz sme videli, ze normélne podgrupy st presne tie podgrupy, ktoré sa daju dostat ako

jadra homomorfizmov. D4 sa teda ocakavat, Ze trieda neutralneho prvku méze hrat vyznamni
tlohu.

Tvrdenie 12.6.9. Nech (G,-) je grupa a ~ je kongruencia na grupe G. Potom H = [e] je
normdalna podgrupa grupy G.
Navyse plati
a~b & ab™' € H.

Dékaz. H je podgrupa. Evidentne plati e € [e], a teda mnoZina [e] je neprdzdna.

Ak x,y € [e] tak z (12.3) mdme
Ty~e-e=e,

a teda aj zy € [e].
Lema [12.6.5| zabezpedi uzavretost mnoziny [e] vzhladom na inverzné prvky.
H je normdlna. Pre Tubovolny prvok x € H a Tubovolné g € G dostaneme

grg~' ~geg ! =e,

teda aj grg~t € H.
Vztah medzi ~ a H. Ak plati a ~ b, tak méame aj

ab P~ bb =,

a teda ab~! € H.
Obrétene, ak ab~! € H, znamena to, Ze

ab~ !l ~e
(ab™') - b~e-b
a~b

O

Vidime teda, ako mézeme z kongruencie dostat normélnu podgrupu. Ale aj obratene
z norméalnej podgrupy vieme dostat kongruenciu.

Tvrdenie 12.6.10. Nech (G, ) je grupa a H je normdlna podgrupa grupy G. Potom predpis
T~y & zy teH

ddva kongruenciu na grupe G.
Navyse pre tito kongruenciu plati H = [e], t.j. podgrupa H je presne trieda neutrdlneho
proku.
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Dékaz. Uloha [12.6.4] O

Ked poskladame doteraz spominané pojmy dokopy, tak vidime, Ze oba doteraz spomenuté
pojmy, ktoré sme nazvali faktorovou grupou — t.j. G/ ~ a G/H — vlastne predstavuju to isté.
Ak méame na grupe G nejaku relaciu kongruencie ~, tak:
o Trieda H = [e] je normélna podgrupa.
o Pre tiito podgrupu méme z ~ y < zy~ ' € H.
o Pre kazdy prvok z € G plati H = [z], t.j. triedy rozkladu G podla rel4cie ~ st presne
lavé (pravé) triedy rozkladu G podla podgrupy H.
o Teda mnoziny G/ ~ a G/H st presne rovnaké. A operdcia definovand vztahmi
a je presne té ista operacia.
Podobne, ak za¢neme s normélnou podgrupou H, tak z nej vieme dostat uvedenym spo-
sobom reldciu kongruencie ~ a opéat plati, ze G/ ~ a G/H je presne t4 istd grupa.
Méme teda viacero pristupov k tomu, ako sa da pozerat na faktorové grupy resp. na
normélne podgrupy:
e rozklad grupy podla normélnej podgupy;
e rozklad grupy podla grupovej kongruencie;
e obraz grupy v surjektivnom homomorfizme.

faktorova grupa | normaélna podgrupa
G/~ [¢]
G/H H
f:G—=G Ker f

Stuicasne mame tri pohlady na norméalne podgrupy.

e S1u to podgrupy, pre ktoré je lTavy a pravy rozklad rovnaky.

e Su to presne tie podgrupy, ktoré vieme dostat z relacie kongruencie ako triedu neutral-
neho prvku.

e Su to prave tie podgrupy, ktoré su jadrami grupovych homomorfizmov.

Priklad 12.6.11. Pozrime na najjednoduchsi priklad, ktory sme spominali — grupa (Z, +),
relacia ,,byt kongruentny modulo n*“, podgrupa H = nZ. Pomerne lahko sa d& skontrolovaf,
ze vSetky doteraz spominané veci funguji:

o Trieda [0] je presne podgrupa nZ.

e 7 podgrupy H = nZ dostaneme relaciu urcenii podmienkou x — y € nZ, ¢o je presne

kongruencia modulo n.
o Trieda celého ¢isla x je presne x + H = {x + kn; k € Z}.
o Ak vytvorime faktorovi grupu, tak dostaneme presne Z/nZ.

12.6.4 Faktorizacia v dalsich Struktiarach

Faktorizdcii sa budeme venovat neskor pre okruhy — v ¢asti [[3.1} Uvidime, Ze okruh sa da
faktorizovat podla idedlu — teda idedly tu hraji podobniu tlohu ako normélne podgrupy pri
faktorovych grupédch. Aj tu by sa dalo zacat s okruhovymi kongruenciami a vybudovat pojem
faktorového okruhu pomocou nich. Okruhové kongruencie st spomenuté v definicii a
v niektorych cviceniach za kapitolou o faktorovych okruhoch.

7 podobnosti tychto konstrukcii sa da prist na to, Ze kongruencie by sme boli schopni
zadefinovat aj v inych situdciach. Ak pracujeme so struktiirou uréenou niekolkymi binarnymi
operaciami na mnozine, tak moézeme zadefinovat kongruencie — st to relacie ekvivalencie
respektujuce vsetky uvedené operacie. A potom mézeme definovat faktorovi Struktiru. Po-
merne vSeobecne sa takéto nie¢o dé zadefinovat pre univerzdlne algebry.

314



KAPITOLA 12. FAKTORIZACIA 315

Ako jeden Specidlny pripad méZzeme spomenit pologrupy (definicia . Mozete si
v§imnut, ze pri niektorych castiach v tejto kapitole sme vlastne nepotrebovali Struktiru
grupy — iba binarnu operdciu na mnozine G. Takze by sme boli schopni zadefinovat reldciu
kongruencie a pomocou nej faktorova pologrupu.

Je tu vsak jeden podstatny rozdiel. V kazdej grupe mame jeden vyznacény prvok — neut-
ralny prvok. Pomocou neho sme sa teda vedeli dostat k normédlnym podgrupdm. (Normélna
podgrupa je trieda ekvivalencie neutrdlneho prvku. Okrem toho sme normélne podgrupy ve-
deli dostat ako vzory neutraneho prvku v homomorfizme.) V definicii pologrupy sa nijaky
Speciadlny prvok nevyskytuje — nevieme tu teda dostat podpologrupy, ktoré by v nejakom
zmysle zodpovedali normalny podgrupdm.

Iny typ faktorovej struktiry, s ktorou by ste sa mozno mohli stretntt, st faktorové bo-
olovské algebry.

Okrem toho v Casti[I2.8|struéne spominame aj faktorové vektorové priestory. Tu je situdcia
trochu ina nez to, ¢o sme spomenuli vyssie — ndsobenie skaldrom totiz nie je bindrna operacia
na V. Konstrukcia faktorového vektorového priestoru je vSak vyrazne jednoduchsia nez to,
¢o sme robili pre grupy. (Faktorizovat sa d4 podla kazdého podpriestoru.)

Cvicenia

Uloha 12.6.1. Akym sposobom sa v dokaze existencie inverzného prvku faktorovej grupy
v tvrdeni [12.6.6 vyuziva fakt, Ze reldcia kongruencie zachoviva inverzné prvky (t.j. lema

12.6.5)7

Uloha 12.6.2. Ukazte, 7e ak G je komutativna grupa, tak aj faktorovd grupa G/ ~ je
komutativna.

Uloha 12.6.3. Dokazte, ze zobrazenie ¢ z dokazu druhej casti tvrdenia |12.6.8| je skutocne
homomorfizmus.

Uloha 12.6.4. Ukézte, Ze pre lubovolnti normélnu podgrupu H grupy G predpis
T~y & ry teH
definuje reldciu kongruencie na grupe G a 7Ze pre ttto reldciu plati H = [e].

Uloha 12.6.5. Nech G je grupa a R C G x G je reldcia na mnozine G. Ukdite, Ze R je
(grupovd) kongruencia prave vtedy, ked R je podgrupa grupy G x G.

Uloha 12.6.6. Nech pre kazdé i € I je R; relicie grupova kongruencia na G. Dokazte, Ze aj

reldcia R = [ R; je kongruencia na grupe G.
il

12.7 Komutator a komutant*

Sktisme sa pozriet na problém, kedy je faktorova grupa komutativna. Lahko dostaneme na-
sledujtice kritérium.

Lema 12.7.1. Ak G je grupa a H je jej normdlna podgrupa, tak G/H je komutativna prdve
vtedy, ked pre lubovolné a,b € G plati

a v tab € H.
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316 Faktorové vektorové priestory *

Dékaz. Grupa G/H je komutativna prave vtedy, ked pre Iubovolné a,b € G plati (ab)H =
(ba)H. Podla lemy [12.2.5] je to ekvivalentné s podmienkou

(ba)"tab=a"tb"tab € H.

Definicia 12.7.2. Nech G je grupa. Pre a,b € G nazyvame prvok
[a,b] =a ‘b ab

sa komutdtor prvkov a a b.
Podgrupa generovand vsetkymi komutdtormi sa nazyva komutant grupy G a oznacuje sa
ako [G,G].

Poznamenajme, Zze mnozina vsetkych komutatorov este nemusi tvorit podgrupu, hoci nie
je celkom lahké najst kontrapriklad. (Najmensi mozny kontrapriklad je 96-prvkovd grupa
[Rotl, Exercise 2.43]).

Ukéazeme, ze komutant je vzdy normélna podgrupa. Na to sa ndm bude hodit explicitny
popis podgrupy generovanej danou mnozinou.

Lema 12.7.3. Ak G je grupa a A C G, tak podgrupa [A] generovand mnoZinou A pozostdva
prave z prvkov tvaru

€1 ,E2

En
a1 QA" ... 4

n

pren € N, a; € A ag; € {£1}. (V pripade, Ze n = 0, pod tymto sicinom chdpeme neutrdlny
prvok.)

Dokaz. O
Tvrdenie 12.7.4. Nech G je grupa. Jej podgrupa [G, G| je normdlna.
Dokaz. O

12.8 Faktorové vektorové priestory *

Ked sme zvladli faktorové grupy, moézeme si uvedomit, ze podobnd konstrukcia bude fungovat
aj pre vektorové priestory.

V tomto pripade je situdcia vyrazne jednoduchsia — vektorovy priestor sa da faktorizovat
podla Tubovolného podpriestoru. (Pri faktorovych grupdch sme nemohli pouzit Iubovolni
podgrupu — fungovalo to iba pre norméalne podgrupy. Podobne pri faktorovych okruhoch sa
nedd pouzit Iubovolny podokruh — faktorizovat sa d4 podla ideélu.)

Definicia 12.8.1. Nech (V,+, ) je vektorovy priestor nad polom F a S je jeho podpriestor.
Triedy rozkladu grupy (V, +) podla podgrupy S budeme v tomto pripade oznacovat ako @+ .5
pre @ € V. Potom (V/S, +) s operaciou (@+ S) + (3 + S) = (@+ 8) + S tvori komutativnu
grupu. Ukézeme, ze aj nasobenie dané predpisom

c(d@d+9S)=(c@d)+ S

pre c € F a d €V je dobre definované a V/S spolu s tymito operdciami tvori vektorovy
priestor nad polom F. Tento vektorovy priestor nazyvame faktorovy vektorovy priestor V
podla S.
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Dokazy faktov, ktoré sme spominali v predchadzajicej definicii si pomerne jednoduché
a mohli by sme ich ponechat ako cvicenie, pre uplnost ich vSak aspon naznacime.

Dékaz. Operdcia -: F xV/S — V/S je dobre definovand. Ak &+ S = B+S, taka—jes.
Pretoze S je podpriestor, plati potom aj c(@ — 8) = cd — ¢ff € S, Cize

ca+S=cB+8.

V/S s wvedengmi operdciami tvori vektorovy priestor nad F. Vieme, ze V/S je komuta-
tivna grupa.

7Z ostatnych podmienok vystupujucich v definicii vektorového priestoru overme na ukazku
jednu, vsetky ostatné sa overia velmi podobne.

Nech napriklad &, ﬁ €V ace F. Potom

-, -,

@+ 8)+(B+8)] =cl(@+8)+ 8] =c(@+ )+ 5 = (cd+ch)+ 5= (ca+8)+(cf+89).
O

Priklad[12.4.3] t.j. faktorovd grupa grupy G = (RxR, +) podla podgrupy H = {(x,2);x €
R} je stasne aj prikladom faktorového vektorového priestoru (kedZe G je si¢asne vektorovy
priestor a H je jeho podpriestor).
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Kapitola 13

Okruhy a idealy

13.1 Homomorfizmy, idealy a faktorové okruhy

Definicia 13.1.1. Nech (R, +,-), (S,+,-) st okruhy. Zobrazenie f: R — S nazyvame ho-
momorfizmus, ak plati

fla+0b) = f(a) + f(b),
f(ab) = f(a)f(b).

Surjektivny homomorfizmus nazyvame epimorfizmus, injektivny homomorfizmus nazy-
vame monomorfizmus a bijektivny homomorfizmus nazyvame izomorfizmus. Ak existuje izo-
morfizmus medzi (R,+,-) a (S,+,-), hovorime, Ze okruhy R a S st izomorfné a piSeme
R=S.

Pretoze oba tieto pojmy pouzivame aj pre grupy, obcéas sa vyskytne situdcia, ze budeme
potrebovat rozlisit, ¢i hovorime o homomorfizme (izomorfizme) grip alebo okruhov. V ta-
komto pripadne pouZijeme termin grupovy homomorfizmus (izomorfizmus) alebo okruhouvy
homomorfizmus (izomorfizmus).

Dokaz nasledujiiceho tvrdenia vynechdvame — je skoro identicky s dokazom analogického
tvrdenia pre grupy.

Tvrdenie 13.1.2. ZlozZenie homomorfizmov je homomorfizmus. ZloZenie izomorfizmov je
izomorfizmus.

Priklad 13.1.3. Jednoduché priklady homomorfizmov:
12— 7y, f: k— kmodn

g ZXZ—1Z,qg: (a,b)—a
h:C—-C,h:a+bi—a—bi

Opét, podobne ako pri grupéach, existencia izomorfizmu medzi dvoma okruhmi znamena,
7e tieto okruhy st z hladiska tedrie okruhov rovnaké — nie su rozlisitelné pomocou pojmov
definovanych pre lubovolné okruhy. (Obe operécie pracuju rovnako, len prvky st inak pome-
nované a izomorfizmus je bijektivne zobrazenie, ktoré poskytuje ,slovnik“ na preklad medzi
tymito dvoma pomenovaniami.)

Ttato myslienku je mozné pouzit aj ked chceme ukazaft, ze nejakd mnozina s danymi binar-
nymi operdciami tvori okruh — najdeme bijekciu medzi touto mnozinou a nejakym znamym
okruhom, ktora zachovava operacie.
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e : PRKOMPLMAT}
Priklad 13.1.4. Uvazujme podmnozinu S okruhu Mz 2(R) tvorend maticami tvaru

a b
-b a)’
kde a,b € R.

Overme najprv, ze ide o podokruh. Zrejme rozdiel 2 matic takéhoto tvaru ma opét uvedeny

tvar. Pre sicin mame
a b c d\ ([ ac—bd ad+bc L
(—b a) <—d C) = (—(ad+ be) ac— bd) , (13.1) {ide:EQKOMPLMAT}

Gize sucin matic z S opét patri do S.
Definujme teraz zobrazenie f: S — C predpisom

a b .
I <—b a)»—)a—FbZ.

Cc

) . _(a b _ d [
Z rovnosti (13.1) vidime, Ze pre A = (b a) ,B = (d c) € S mame

f(AB) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (a + bi)(c + di) = f(A)f(B).

Overenie, ze f zachovava sicty je jednoduché, takze ide o okruhovy homomorfizmus.

Navyse, f je bijekcia, je to teda izomorfizmus medzi okruhom A a polom komplexnych
Cisel.

Toto zobrazenie by sme mohli pouzit napriklad na dokaz, ze komplexné ¢isla tvoria okruh;
alebo tiez na dokaz, ze A je podokruh (ak by sme uz mali dokdzané, ze C je okruh; t.j. stacilo
by ndm overit, Ze sa zachovivaji operdcie). Vdaka tomu, Ze sme nasli izomorfizmus medzi
uvedenymi dvoma okruhmi, hned vieme, Ze A je pole — aj bez toho, Ze by sme to museli
overovat priamym vypoctom.

Mozeme si polozit otdzku, ¢i sa na tdito maticovi reprezentiaciu komplexnych ¢isel da
prijst aj nejakym priamociarym spésobom, bez toho, aby ndm ho niekto povedal, alebo aby
sme ho ,uhadli“.

Sktsme sa, pre dané komplexné ¢islo z = a + bt pozrief na zobrazenie f,: C — C,
f2: x — zx (toto je presne zobrazenie, ktoré sme priradili komplexnému ¢islu v Cayleyho
vete pozri tiez priklad . Ak komplexné ¢islo z vyjadrime v goniometrickom
tvare ako z = r(cos ¢ + isinp) tak z Moivrovej vety vieme, Ze ndsobenie ¢islom z znamend
otodenie bodu (komplexné ¢isla chdpeme ako body v rovine) okolo bodu 0 o uhol ¢ a potom
jeho r-nasobné zvicsenie.

Obidve tieto zobrazenia — otocenie aj natiahnutie — si1 linedrne zobrazenia. Skiisme sa po-
zriet na maticu takéhoto zobrazenia — nato sta¢i vediet kam sa zobrazia vektory (1,0) a (0,1).
Vektor (1,0) sa zobrazi oto¢enim o uhol ¢ na (cos ¢, sin @) a vektor (1,0) na (— sin ¢, cos ).
To znamena, Ze otoceniu zodpoveda matica

cosp  sing
—siny cosy

Ak eSte pouzijeme natiahnutie s koeficientom r, dostaneme maticu

rcose rsinp\  [a b
—rsing rcosyp b a
Cize presne td, ktord sme pouzili v nasom izomorfizme.
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Priklad 13.1.5. Uvazujme linedrne zobrazenia z F™ do F™. Oznacme mnozinu vSetkych
takychto zobrazeni A. Ukézeme, ze (A, +,0) je okruh s jednotkou (4 znamend obvyklé s¢i-
tovanie funkeif a o) je skladanie funkcii.

Namiesto toho, aby sme priamo overovali definiciu okruhu, uvazujme zobrazenie f: A —
M, »n(F), ktoré kazdému zobrazeniu priradi jeho maticu. Toto zobrazenie je bijektivne a
navyse, ked ho berieme ako zobrazenie medzi (A, +, o) a okruhom (M, ,,(F), +, -) reSpektuje
bindrne operdcie (matica sti¢tu zobrazeni je stiCet matic, matica st¢inu zobrazeni je sucin
matic). KedZe uz vieme, Ze matice typu n x n tvoria okruh, vyplyva z toho, Ze aj (A, +,0)
je okruh. (Samozrejme, nie je tazké overit vlastnosti okruhu aj priamo, bez toho, aby sme si
poméhali maticami.)

Mobzeme si este v§imnuft, ze podobné tvrdenie uz neplati, ak vezmeme Tubovolné zobrazenia
(t.j. nielen linedrne). Napriklad pre F™ = R! a zobrazenia f(z) = 22, g(z) = x, h(z) = 1
méme f(g(z) + h(z)) = (x + 1)? = 22 + 2z + 1, zatialéo f(g(x)) + f(h(z)) = 22 + 1, &ize

folg+h)#fog+foh.

Lahko sa d4 ukéazat, ze jadro a obraz homomorfizmu musia byt podokruhy. Pri grupach
sme videli, ze nie kazda podgrupa danej grupy moze byt jadrom nejakého homomorfizmu —
tato vlastnost mali len invariantné podgrupy. V pripade okruhov je zodpovedajicim pojmom
pojem idealu.

Definicia 13.1.6. Nech R je okruh. Neprazdna podmnozina I C R je idedl v okruhu R, ak
plati

(Va,beI) a—bel
(Va € I)(Vr € R) ar € I,ra el

t.j. ak je tdto mnozina uzavretd vzhladom na séitovanie (prvkov z I') a ndsobenie lubovolnym
prvkom z R.

Inak povedané, idedl je taky podokruh, ktory je uzavrety vzhladom na nasobenie vsetkymi
prvkami z R.

Priklad 13.1.7. V kazdom okruhu mdme idedly {0} a R. Idedly I také, ze I # R voldme
vlastné.

Pre Tubovolné k € Z je podmnozina kZ = {kz; z € Z} idedlom v okruhu (Z, +, -).

V okruhu Ry x Ry tvoria podmnoziny Ry x {0} aj {0} x Ry ideély.

Prikladom podokruhu, ktory nie je idedlom, je napriklad Z v (R, +, ).

Casto sa budu vyskytovat idedly uréené jedingym prvkom.
Definicia 13.1.8. Ak R je komutativny okruh a a € R, tak mnozina
(a) = {ax;x € R}
je idedlom v R (tloha . Idedly takéhoto tvaru voldme hlavné idedly.

Nasledujice pozorovanie je velmi jednoduché, sformulujeme ho vsak do lemy, aby sme sa
nan neskér mohli odkazovat.

Lema 13.1.9. Nech R je okruh s jednotkou a I je idedl v R. Potom I = R prdve vtedy, ked
lel.
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Dokaz. Implikacia = je iplne trividlna. Na dokaz opacnej implikécie si stac¢i vSimnut, ze pre
lubovolné ¢ € R méme
c=c.l

a ak 1 € I, tak aj c.1 patri do idedlu I. O
Dosledok 13.1.10. Ak R je pole, tak jediné idedly v R si {0} a R.

Doékaz. Ak ideél I obsahuje prvok a # 0, tak k prvku a existuje inverzny prvok b, t.j. taky
prvok, ze ba = 1. Potom ale priamo z definicie idedlu vyplyva, ze aj 1 = ba € I, a teda
I=R. O

Prvy krok na ceste k tomu, aby sme ukéazali, ze idealy maju pre okruhy podobni tilohu
ako normalne podgrupy pre grupy, je nasledujica lema.

Lema 13.1.11. Ak ¢: R — S je homomorfizmus okruhov, tak jeho jadro Ker ¢ je idedl v R.

Dékaz. Ak a € Ker p, znamend to, ze p(a) = 0. Potom pre Iubovolné x € R mame

0 ()
p(za) = p(z)p(a) = p(z)0

0
0
Cize aj ax,za € Ker ¢. O

Podobne ako pri grupach sme pre invariantné podgrupy boli schopni zadefinovat faktorova
grupu aj v tomto pripade vieme definovat faktorovy okruh.

Ak na chvilu zabudneme na operdciu -, tak méame komutativnu grupu (R,+) a I je jej
podgrupa. Pretoze kazda podgrupa komutativnej podgrupy je normélna, mame potom fak-
torova grupu (R/I,+). Dokaz nasledujicej vety v podstate spociva v overeni, Ze sa d4 pridat
operacia - a ze tak dostaneme okruh. Overenie tychto podmienok je vlastne jednoduchym
mechanickym vypoc¢tom, pricom pouzivame iba definiciu idedlu a podmienku

a+I=b+1 & a—bel,

ktor pozname z lemy [12.2.5] Takisto v dalsich vysledkoch o faktorovych okruhoch sa budeme
casto odvolavat na to, ¢o uz vieme o faktorovych grupach; potom zostane overit niektoré
vlastnosti operacie -.

Veta 13.1.12. Nech (R,+,-) je lubovolnyg okruh a I je idedl v R. Ak na prvkoch fak‘tomveﬂ
grupy (R, +) podla podgrupy I
R/I ={a+1I;a € R}

definujeme bindrnu operdciu - ako
(a+I)-(b+I)=(a-b)+1,

tak je tdto bindrna operdcia dobre definovand a (R/I,+,-) je okruh. Tento okruh voldme
faktorovy okruh R podla I.

Ak je okruh R komutativny, tak aj R/I je komutativny. Ak R je okruh s jednotkou a
I # R, tak 1+ I je jednotka faktorového okruhu R/I.

LGrupa (R, +) je komutativna, takze jej podgrupa I je invariantna. M4 teda zmysel hovorit o faktorovej
grupe.
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322 Homomorfizmy, idealy a faktorové okruhy

Dokaz. Najprv ukdzeme, Ze uvedend operdcia je dobre definovand. T.j. potrebujeme dokézat,
veaka+I=d +Tab+I=0V+1,takajab+1I=at/+1 Rovnosta+I=a +1 jevsak
ekvivalentnd s tym, ze a —a’ € I (lema, podobne druhti podmienku mézeme nahradit
podmienkou b — b € I.

Aka—d €el,b—V eI, takab—a't/ =a(b—b)+ (a—a" )t/ € I. (Mame a(b—1V) € I,
lebo b — b € I, podobne (a — a')b/ € T lebo a — a’ € I, uvedeny prvok je teda siicet dvoch
prvkov z I.) Z ab— a'b’ € I uz vyplyva, ze ab+ I =o't/ + I.

Ked uz vieme, ze uvedeny predpis definuje bindrnu operéciu na R/I, zostava overit pod-
mienky z definicie okruhu. Vieme, ze (R/I,+) je grupa, navyse je aj komutativna (lebo grupa
R je komutativna). Zostdva overit asociativnost a distributivnost. Méme

(a+D)((b+D(c+I)=albe)+I=(ab)ce+I=(a+ )b+ I))(c+1I)
(a+I)(b+I)+(c+I)=alb+c)+I=(ab+ac)+I=(ab+1I)+ (ac+1)
(b+c)+DNa+I)=b+c)a+I=(ba+ca)+1I=(ba+ 1)+ (ca+1I)

Uplne rovnako sa dokéze komutativnost R/I v pripade, Ze R je komutativny a takisto,
Ze 1 + I je neutrdlny prvok operédcie -. Podmienka I # R zabezpedi, z2e 1 = 1 -0 ¢ I,
t.j. 1+ 1 # 0+ 1 (v okruhu s jednotkou pozadujeme aj aby 1 # 0.) O

Aj pre faktorové okruhy plati veta o izomorfizme.

Veta 13.1.13 (Veta o izomorfizme). Ak f: R — R’ je homomorfizmus okruhov, tak Ker f
je idedl v okruhu R a faktorovy okruh R/ Ker f je izomorfng s podokruhom Im f okruhu R'.

Dokaz. 7 lemy vieme, ze Ker f je ideal.

Oznac¢me I = Ker f. Pretoze (R, +) je komutativna grupa, jej podgrupa I je invariantnd
podgrupa. Potom (podla vety o izomorfizme pre grupy) je zobrazenie ¢: R/I — R’ urdené
predpisom

v:ra+1Im f(a)

dobre definované a je to injektivny grupovy homomorfizmus. Zostéava teda len dokazat, ze je
to aj okruhovy homomorfizmus, t.j. Ze zachovava aj operéciu -. To vsak Tahko vyplyva z toho,
ze f je okruhovy homomorfizmus:

plab+1) = f(ab) = f(a)f(b) = p(a+ D)p(b+I).
O

Postupom z predchadzajiceho dokazu sa da ukazat, ze pre kazdy idedl I je zobrazenie
¢: R — R/I uréené predpisom
pra—a+1

okruhovy homomorfizmus. Toto zobrazenie voldme kanonickij homomorfizmus. Pre kanonicky
homomorfizmus plati I = Ker ¢.

Videli sme, ze faktorovy okruh komutativneho okruhu je opit komutativny okruh a (s vy-
nimkou pripadu I = R) dostaneme aj z okruhu s jednotkou znovu okruh s jednotkou. Otdzka,
¢i sa na faktorovy okruh prenesie aj vlastnost byt oborom integrity“ alebo byt polom* je
o cosi komplikovanejsia.

Definicia 13.1.14. Ideal I v okruhu R sa nazyva prvoideal, ak pre Tubovolné a,b € R také,
ze a-b € I aspon jeden z prvkov a, b patri do I ¢ize ak plati

a-bel = aelvbel.
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Mozeme si vSimnit, ze {0} je prvoidedl v R prave vtedy, ked R nem4 delitele nuly.

Priklad 13.1.15. Pozrime sa na idedly v okruhu (Z,+,-). Nie je prilis tazké ukézat, Ze
kazdy ideal v Z je hlavny — nebudeme sa tomu venovat na tomto mieste, lebo neskor ukazeme
vSeobecnejsi vysledok v tvrdeni [I3:2.6]
Otazka teda je, ktoré hlavné idedly v Z si prvoidedly.
Chceme sa pozriet na idedl (p) pre nejaké celé ¢islo p # 0. Pytame sa teda na to, kedy
plati
abe (p)=ac(p)Vbe (p).

Ideal p obsahuje presne nasobky ¢isla p. Teda sa vlastne pytame na platnost podmienky
plab=plaVvp]|b.

Vieme, ze tato podmienka je splnend pre vsetky prvocisla. Ked pracujeme v celych ¢islach,
musime pridat aj opac¢né cisla.
Naopak, pre zloZené ¢isla tato podmienka neplati. Ak p = ab pre nejaké ¢isla a,b # +1,
tak mame ab € (p) ale a ani b do (p) nepatria.
Vidime teda, zZe (p) je prvoidedl v Z préve vtedy, ked +p je prvoéislo (alebo 0).
{ide:VTOIPRV}
Veta 13.1.16. Nech R je komutativny okruh s jednotkou a I je idedl v R. Potom faktorovy

okruh R/I je oborom integrity prdave vtedy, ked I je vlastnyg prvoidedl.

Dokaz. Nech R/I je obor integrity. Z toho hned vyplyva 14+ 1 # 0+ I, a teda idedl
I je vlastny. Vyuzijeme fakt, ze I = Kerp pre kanonicky homomorfizmus ¢: R — R/I;
o(a) = a+ 1. Z toho vyplyva, ze ak ab € I, tak

o(ab) = p(a)p(b) = 0.

Pretoze R/I je obor integrity, z predchddzajtcej rovnosti vyplyva, ze p(a) = 0 alebo ¢(b) = 0,
Cize a € [ = Kery alebo b € I = Ker .

Podobne ako v prvej Casti vyuzijeme surjektivny homomorfizmus ¢: R — R/I;
ola) =a+ 1. Ak z,y € R/I st také, ze zy = 0 a & = ¢(a), y = ¢(b) (zo surjektivnosti
vyplyva, ze také a,b € R existuji) tak mame

p(ab) = p(a)p(b) = zy = 0,

Cize ab € Keryp = I. Pretoze I je prvoidedl, tak z toho vyplyva a € I = Kerp alebo
b € I = Ker g, ¢o vSak znamena, ze

O

Priklad 13.1.17. Ako ilustriciu predchadzajicej vety si mozeme vSimnit, ze Z/(3) = Zs je
pole, a teda aj obor integrity. Vcelku Tahko skontrolujeme, Ze (3) je maximélny ideédl v Z. (V
skutoénosti mozeme ¢islo 3 nahradit Tubovolnym prvocislom.)

Ale napriklad Z/(4) = Z4 nie je obor integrity (a (4) nie je prvoidedl v Z).

Definicia 13.1.18. Idedl I v okruhu R nazyvame mazimdlny, ak I # R a sucasne pre kazdy
ideal J s vlastnostnou I C J C R plati I = J alebo J = R.

Predchadzajica definicia vlastne hovori, Ze maximélne idealy si prave maximéalne prvky
mnoziny vlastnych idedlov okruhu R vzhladom na usporiadanie C.
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Poznamka 13.1.19. Bez dékamﬂ spomenme, ze pre kazdy idedl I taky, ze I # R existuje
maximéalny idedl M obsahujuici I, t.j. I C M.

Veta 13.1.20. Nech R je komutativny okruh s jednotkou a I je idedl v R. Potom faktorovy
okruh R/I je pole prive vtedy, ked I je mazimdlny idedl.

Doékaz. Predpokladajme, ze R/I je pole. Potom musi platit 0+1 # 1+ 1,¢ize 1 ¢ 1 a
I je vlastny ideal.
Dalej nech I C J C R. Predpokladajme, ze I # J, teda existuje prvok a € J taky, ze
a ¢ I.Potom a+1I#0+1, ¢ize k a+ I existuje v poli R/I inverzny prvok. To znamend, Ze
existuje ¢ € R také, ze
(ac)+I=1+1,

¢ize 1 —ac € I C J. Potom z toho, ze ac € J (leboa € J)al—ac€ J vyplyval € J a
J = R (lema[13.1.9).

Nech I je maximélny idedl. Ak a ¢ I (¢ize a+ I # 0+ I), chceme ukézat, ze k a + I
existuje v R/I inverzny prvok. Definujme

J={j+ca;jel,ce R}

Overme najprv, Ze J je idedl. Skutocne, (j+ca)— (j' +ca) = (j—j7)+(c—c)aaj—j €1,
c—c € Rprej,j' € J,c,c € R. Dalej (j+ca)r = jr+car = jr+(cr)a az jr € I dostavame,
ze (j + ca)r € I pre lubovolné r € R.

Navyse, pre ideal J plati 1 g J C R. Pretoze I je maximalny idedl, mdme potom J = R,
a teda 1 € J. To znamena, ze existuju ¢ € R, j € I také, ze j + ca = 1. Potom mame

ca—1lel,
ca+I1=1+1,

¢ize ¢ + I je inverzny prvok vzhladom na nédsobenie k a + I v okruhu R/I. O
Pretoze kazdé pole je oborom integrity, dokazali sme sticasne:
Dosledok 13.1.21. V komutativnom okruhu s jednotkou je kazdyj mazximdalny idedl prvoidedl.

Priklad 13.1.22. Je prirodzené sa pytat, ¢i implikdciu v dosledku nie je mozné ob-
ratit, teda ¢i vieme néjst priklad prvoidedlu (v nejakom komutativnom okruhu s jednotkou),
ktory nie je maximalny.

Z viet, ktoré sme prave ukdzali a z toho, ze R/(0) = R lahko vidno, ze ak R je obor
integrity, ktory nie je polom, tak (0) je prvoideal, ktory nie je maximdlny.

Teda napriklad ideal (0) v okruhu (Z, +, ) je prvoideal, ktory nie je maximélny. Lahko to
vidno aj priamo, bez odvolavania sa na predoslé vety. To, Ze ide o prvoideal, vidno z platnosti
implikdcie ab = 0 = a = 0 V b = 0 v okruhu Z. Nie je maximdlny, lebo napriklad (0) C (2)
Z.

O trochu menej trividlny (aj ked velmi podobny) priklad méte v tilohe

V tvrdeni budeme vidiet, Ze okruhu Z by sme uz nijaky iny kontrapriklad ako (0)
najst nemohli.

Opét, podobne ako v pripade grip a normalnych podgrip, zodpovedaju idedly kongru-
encidm na okruhu R (pozri tlohy [13.1.25] [13.1.26)).

2Dokaz vynechédvame z toho dévodu, Ze sa nedd urobit pomocou veci, ktoré ste sa zatial ucili. Obvykly
dokaz je zalozeny na Zornovej leme (resp. Axiéme vyberu). V pripade zdujmu mozete dokaz ndjst napriklad
v [STi].

324



{ide :DEFKONG}

KAPITOLA 13. OKRUHY A IDEALY 325

Definicia 13.1.23. Nech (R, +,-) je okruh. Reldcia ekvivalencie E na R sa nazyva kongru-
encia, ak plati

aEad' ,bEY = (a+b)E(d +1),(ab)E(a'b)

Aj tu by sa dali zopakovat vSetky tvrdenia z ¢asti[I2.6] - v podstate bezo zmeny, len by
sme vSade nahradili vyraz ,normalna podgrupa“ vyrazom idedl a vyraz ,faktorova grupa“
vyrazom faktorovy okruh“. (A pracovali by sme s okruhovymi kongruenciami namiesto
grupovych kongruencii.)

Aspon nieco je sformulované v cviceniach (ulohy [13.1.25| a |13.1.26). D4 sa vsak pred-
pokladat, Ze Citatel, ktory dostatocne porozumel faktorizacii pri grupiach bude schopni si
zobrat vSetky tvrdenia o grupovych kongruencidch a samostatne si rozmysliet, ako vyzeraji
analogické tvrdenia pre okruhové kongruencie a ako by sa dali dokazat.

Cvicenia

Uloha 13.1.1. Nech X # () je lubovolna neprdzdna mnozina. DokézZte, Ze potenénd mnozina
(P(X),A,N) s operaciami A (symetrickd diferencia mnozin) a N (prienik mnozin) tvori
okruh. N4jdite izomorfizmus medzi tymto okruhom a okruhom ZZ. (Pozndmka: Bijekcia,
ktorti najdete v druhej cCasti, by sa dala pouzit aj na dokaz tvrdenia uvedeného v prvej
Casti.)

Uloha 13.1.2. Nech F je pole a A # ) je neprazdna mnozina. Dokazte, ze v okruhu F4

(priklad [10.1.7) je kazdy idedl tvaru M, = {f € F*; f(p) = 0}, kde p je nejaky prvok z A,
maximélny. (Hint: D4 sa vyuzit veta[13.1.20} Ale d4 sa postupovat aj priamo z definicie.)

Uloha 13.1.3. Prienik Iubovolného systému podokruhov je podokruh. Prienik lubovolného
systému idedlov je ideal.

Uloha 13.1.4. Overte, 7e (a) = {ax;x € R} je idedl v komutativnom okruhu R (teda hlavné
idedly su skutocne idedly.)

Uloha 13.1.5. Dokézte, 7e zobrazenie fi: Ry x Ry — Ry uréené predpisom fi(r1,72) = 1
je homomorfizmus.

Dokéite, Ze pre kazdé i € I je zobrazenie f;: Rl — R dané predpisom f;(g) = g(i) (pre
lubovolné g: I — R) je homomorfizmus.

Uloha 13.1.6. Nech R # {0} je komutativny okruh s jednotkou taky, Ze jediné idedly v R
su {0} a R. Dokéazte, ze R je pole.

Uloha 13.1.7. Ak I je ideal v okruhu R; a Is je idedl v okruhu Rs, tak podmnozina I7 x I
je idedl v okruhu Ry x Rs.

Uloha 13.1.8. Ak I}, I, st idedly v komutativnom okruhu (R, +, -), tak aj
a) 1+ b ={a+bjacli,be I} jeidedl v R.
b) I - Iy = {a1by + - - + anby;n € Nja; € I1,b; € I} je idedl v R.

Uloha 13.1.9. Nech (G, ) je cyklicka grupa, a je jej generator, t.j. G = [a]. Ak definujeme
operaciu - ako a¥ - a' = a¥! (pre Tubovolné k,l € Z), tak (G, *,-) je okruh. Viete povedat

(v zavislosti od rddu generdtora a) s akym okruhom je tento okruh izomorfny?

Uloha 13.1.10. Ak pre kazdé n € N je I,, ideal v okruhu R a navyse plati I,, C In41, tak
aj zjednotenie | J;, I; je idedl v R.
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Uloha 13.1.11. Okruh R sa vold boolovsky okruh, ak pre kazdé a € R plati a® = a. Dokéite,
Ze kazdy boolovsky okruh je komutativny. (Boolovskym okruhom je napriklad okruh z tlohy

151)

Uloha 13.1.12. Dokéite, ze okruhy (2Z,+,-) a (3Z,+, -) nie su izomorfné.
Uloha 13.1.13. N4jdite vSetky homomorfné obrazy okruhu Z.
Uloha 13.1.14. Nijdite vietky homomorfizmy zo Z do Zsj.

Uloha 13.1.15. Nijdite vSetky homomorfizmy:
a) zo Z[/2] do Z[/2],

b) 2 Q[v3] d Q3.

(Tieto okruhy st definované v tlohe |10.1.3])

Uloha 13.1.16. N4jdite vSetky homomorfizmy Z x Z — Z x Z.

Uloha 13.1.17. Zistite, ktoré z nasledujucich zobrazeni st homomorfizmy medzi okruhom
A vsetkych matic typu 2 x 2 s celociselnymi koeficientami a okruhom Z.

a) (Z Z)O—)a

b) (Z Z) — a + d (stopa matice)

c) <a Z) — ad — be (determinant matice)

Uloha 13.1.18. Zistite, ¢ tieto mnoziny tvoria idedly v okruhu Z x Z:
a) {(a,a);a € Z}

b) {(2a,2b);a,b € Z}

¢) {(2a,0);a € Z}

d) {(a, ~a);a € Z}

Uloha 13.1.19. Zistite, s akymi okruhmi st izomorfné okruhy Zgo/(15), Zeo/(20), Zeo/(12).

Uloha 13.1.20. Ukéite, ze Z X {0} je idedl v okruhu Z x Z (s obvyklym s¢itovanim a
ndsobenim). UkézZte, Ze je to prvoidedl, ktory nie je maximélny.

Uloha 13.1.21. Zistite, ¢i dané idedly v okruhu Z[i] = {a + bi;a,b € Z} st maximalne
idealy /prvoidedly.

a) (1+12) ={(1+1)z; 2 € Z[i]}

b) (2) = {252 € 2]}

) 2449 ={(2+1)z2 € Z[i]}

Uloha 13.1.22. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Dokézte, Ze v tiom plati bino-
micka veta
n
n
b)Y = % kbn—k:.
v =3 ( k) “

Uloha 13.1.23*. a) Dokéite, ze v okruhu C(0,1) (priklad [10.1.12) je kazdy idedl tvaru
M, ={f €C(0,1); f(p) = 0} pre p € (0,1) maximalny.
b) Dokézte, ze vSetky maximélne idedly v C(0,1) maji takyto tvar.
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Uloha 13.1.24. Najdite priklad takych okruhov (R, +,-), (S,+,-) a zobrazenie f: R — S,
7e [ je grupovy homomorfizmus (medzi grupami (R,+) a (S,4)), ale nie je to okruhovy
homomorfizmus.

Uloha 13.1.25%. Nech R je okruh, I je idedl v R. Definujeme reldciu E na R ako aEb <
a—b e I. Dokézte, ze E je (okruhovd) kongruencia (definicia [13.1.23)).
Obrétene ak E je lubovolna kongruencia na R, tak trieda ckvivalencie [0]g je idedl v R.

Uloha 13.1.26%. Nech (R, +,-) je okruh.

a) Ak f: R — S je homomorfizmus, tak reldcia E na mnoZine R dand predpisom zEy <
f(z) = f(y) je kongruencia (pozri tlohu [[2.1.3).

b) Ak FE je kongruencia na R, tak na mnozine R/E tried ekvivalencie tejto relacie predpisy
[a] +[b] = [a+b], [a]-[b] = [ab] dobre definuje bindrne operacie +, - a R/E' s tymito bindrnymi
operaciami tvor{ grupu. NavySe, zobrazenie a — [a] je surjektivny homomorfizmus z R do
R/E a jeho jadro je [0].

13.2 Delitelmost v okruhoch

13.2.1 Euklidovské okruhy
Veta [10.2.7| o deleni so zvyskom je ddlezitou vlastnostou okruhu F[z] polynémov nad polom
10.2.10

F. Veta [10.2.10| ndm hovori, Ze analogicki vlastnost méa aj okruh celych &isel (Z, 4+, -).
Na zéklade tejto vety mozeme odvodit mnohé vlastnosti, ktoré sa spolo¢né pre oba spo-
minané okruhy — najjednoduchsie bude odvodit ich vSeobecne pre oba spominané okruhy.

Definicia 13.2.1. Obor integrity R sa nazyva euklidovsky okruh, ak existuje funkcia N: R~
{0} — N také, Ze pre Iubovolné a,b € R, b # 0 existuji ¢, € R také, ze a = gb+ r a bud
r =0 alebo N(r) < N(b).

Funkciu NV budeme nazyvat norma.

Okruh je euklidovsky, ak existuje funkcia N s uvedenymi vlastnostami. Samozrejme, ako
uvidime aj v nasledujicom priklade, pre nejaky euklidovsky okruh méze existovat viacero
noriem.

V pripade, Ze sa nam to hodi, mézeme uvazovat o norme aj ako o funkcii definovanej na
celom R; z definicie je jasné, Ze volba hodnoty N(0) nijako neovplyvni ¢ norma spliia dané
podmienky.

Poznamka 13.2.2. Niektori autori v definicii euklidovského okruhu navyse pozaduja, aby
norma spliala podmienku N(a) < N(ab). V skutonosti st tieto 2 definicie ekvivalentné,
t.j. ak na obore integrity existuje norma s vlastnostami z definicie tak existuje aj taka
norma, ktor navyse spliia N(a) < N(ab) (pozri napriklad [Rog]).

Priklad 13.2.3. Okruh Z je euklidovsky okruh. Ako normu mo6zeme zvolit absolitnu hod-
notu éisla z, ¢ize N(z) = |z|. Takisto norma N(z) = |z| + 1 vyhovuje definicii euklidovského
okruhu.
Okruh F[z], kde F' je Iubovolné pole, je euklidovsky okruh. Za normu moéZeme zvolit
stupen polynému (ten je pre kazdy nenulovy polyném definovany ako prirodzené ¢islo).
Lahko si mézeme vsimnut, ze
Lema 13.2.4. Ak R je euklidovsky okruh, u # 0 a N(u) =0, tak u je delitel jednotky.

Dékaz. Priamo z definicie mame, Ze 1 = uc+d, pricom N(d) < 0 alebo d = 0. Pretoze pripad
N(d) < 0 nemdze nastat, mame d = 0. O
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13.2.2 Okruhy hlavnych idealov
Dalsfm typom okruhov, ktory bude pre nas uzitoény st okruhy hlavnych idedlov.

Definicia 13.2.5. Ak R je obor integrity, hovorime, ze R je okruh hlavnych idedlov, ak
kazdy idedl v R je hlavny, t.j. ak je tvaru

I=(a)={ax;x € R}
pre nejaké a € R.
Tvrdenie 13.2.6. KazZdy cuklidovsky okruh je okruh hlavngch idedlov.

Doékaz. Nech R je euklidovsky okruh, I # ) je idedl v R.

Ak I = {0}, tak I = (0). Mozeme teda predpokladat, Ze I obsahuje aspoii jeden nenulovy
prvok.

E| Ak v I\ {0} existuje prvok s nulovou normou, tak tento prvok je delitelom jednotky
(podla lemy[13.2.4)). To by ale znamenalo, ze I = R = (1). V dalSej ¢asti dokazu teda moézeme
predpokladat, ze vsetky prvky I\ {0} maji nenulovi normu.

Nech b je nenulovy prvok z I s najmensou normou. (Taky prvok existuje, lebo {N(b);b €
I~ {0}} je neprézdna podmnozina prirodzenych ¢isel. Kazda neprazdna podmnoZina priro-
dzenych ¢isel mé najmens{ prvok — princip dobrého usporiadania.)

Tvrdime, ze I = (b). Pre kazdy prvok a € I méme a = bc + d. Pritom d = bc —a € I,
¢ize opat nemoze nastat moznost N(d) < N(b). Teda d = 0 a a = be. Tym sme ukdzali, Ze
I C (b). Inkltzia (b) C I je zrejmA. O

Obratené tvrdenie neplati, ale priklad, ktory to ukazuje nie je tplne jednoduchy.

Priklad 13.2.7. Z predchédzajticeho tvrdenia Specidlne dostdvame, ze Z a F|x] st okruhy
hlavngch idedlov, teda v Z neexistuji iné idedly ako idedly tvaru (k) = kZ a takisto v F/[x]
kazdy ideédl pozostéva z ndsobkov nejakého polynému f(x).

Priklad 13.2.8. Okruh Z[z] je priklad oboru integrity, ktory nie je okruhom hlavnych ide-
alov. Ak uvazujeme idedl

(2,7) = {anz™ + an_12" '+ +ag € Z[z];a0 € 2Z,a; € Z pre i > 1}

v okruhu Z[z] (t.j. idedl generovany polynémom z a konStantnym polynémom 2; pozri po-
znamku , tak tento idedl nie je hlavny.

Ak by bol totiz generovany jedinym polynémom, musel by to byt polyném stupna O.
(V ideéle (f(x)) generovanom polynémom f(x) maji vSetky polynémy stupen viési alebo
rovny st f — vyplyva to z tvrdenia ) Generatorom by teda musel byt nejaky konstantny
polyném c. Potom vSak ¢ musi byt parne (lebo iné konstantné polynémy v ideéle (2, x) nie s1.)
V hlavnom idedle (¢) generovanom nejakou parnou konsStantou vSak nevyhnutne musia mat
vsetky polynémy iba parne koeficienty, Cize nedostali by sme tak vsetky polynémy patriace
do (2,x).

Specidlne, kedze sme ukazali, Ze Z[x] nie je okruh hlavnych idedlov, vyplyva z tvrdenia
ze to nie ani euklidovsky okruh.

3Toto bolo chybne:
Ak by vSetky nenulové prvky v I mali nulovi normu, tak sd delitelmi jednotky (podla lemy . To by
ale znamenalo, ze I = R = (1). V dalSej casti dokazu teda mdzeme predpokladat, ze v I existuje nenulovy
prvok s nenulovou normou.
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V dosledku[I3.1.2T]sme ukézali, ze kazdy maximélny idedl je prvoidedl. V okruhu hlavnych
idedlov plati aj obratend implikacia:

Tvrdenie 13.2.9. Ak I = (m), I # {0}, je prvoidedl v OHI R, tak I je mazimdlny.

Dékaz. Nech I C J C R. Pretoze R je OHI existuje prvok a € R taky, ze J = (a). Zrejme
a # 0 (inak by platilo I C (0), teda I by bol nulovy idedl). Mame teda (m) C (a), ¢ize m = ac
pre nejaké ¢ € R. Potom bud a € I a I = (a) alebo ¢ € I, ¢ize ¢ = md a m = ac = m(ad).
Z toho mame ad = 1 (pretoze R je OI), ¢iZe a je delitel jednotky a (a) = R. O

Delitelnost v okruhoch hlavnych idealov

Vsimnime si, ze v OHI plati nasledovny vztah medzi delitelnostou v okruhu a hlavnymi
idealmi:
albsbe (a) < (b) C(a). (13.2) {euklid:EQIDEDELI}

(Vyplyva to priamo z definicie delitelnosti a z definicie hlavného idedlu.)
V suvislosti s hlavnymi idedlmi si tiez moéZeme vsimnut, ze (a) = R prave vtedy, ked a je
delitel jednotky. (Pozri lemu [13.1.9])
{euklid:POZNIDEGENER}

Poznamka 13.2.10. Podobne, ako (a) oznacuje idedl generovany prvkom a, znakom (aq, ..., a,)
budeme oznacovat najmensi ideal obsahujuci vSetky prvky aq,...,a,. Lahko sa da overit, ze
v komutativnom okruhu s jednotkou

n
(ai,...,a,) = {Zl‘iai;l’i € R}
=1

(Je zjavné, Ze tdto mnozina obsahuje prvky ai,...,a,. Staéi teda overit, Ze to je idedl — to
ide lahko z definicie idedlu.)
Specidlne mame
(a,b) = {ax + by;x,y € R}.

V pripade, Ze vieme v nasom obore integrity (algoritmicky) delit so zvyskom, da sa to
urobit pomocou Euklidovho algoritmu.

Zakladom Euklidovho algoritmu je nasledujica lemas:
{euklid:LMEUKLIDGCD}
Lema 13.2.11. Ak R je obor integrity a a,b € R, tak

ged(a, b) = ged(a + bz, b)
pre lubovolné z € R.

Dékaz. Kedze najvacsi spoloény delitel je generator idedlu (a,b), staci dokazovat rovnost
idedlov (a,b) = (a + bz, b).

Priamo z definicie idedlu mame bz € (a,b), teda aj a + bz € (a,b) a (a + bz, b) C (a,b).

Podobne sa ukéze a = (a + bx) — bz € (a + bz, b) a (a,b) C (a + bx,b). O

{euklid:TVRBEZOUT}

Tvrdenie 13.2.12. [Bézoutova identita] Ak R je okruh hlavngch idedlov, tak pre lubovolné
a,b € R existuje v R najudcsi spolocény delitel ¢ = ged(a,b).

Navyse, ezistuju také z,y € R, Ze

c = xa + yb.
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Dékaz. Vieme, ze (a,b) = {ax + by;x,y € R} je idedl v R. Pretoze R je okruh hlavnych

idedlov, existuje ¢ € R také, Ze (¢) = (a,b). Z toho $pecidlne mame a,b € (c), ¢ize ¢| a, ¢ | b.
Navyse, pretoze ¢ € (a,b), mame zaruc¢enu existenciu z,y € R s vlastnostou az + by = c.
Z toho potom dostévame, Ze pre lubovolné d € R také, ze d | a, d | b, plati

d|ax+by=c

13.2.3 Gaussove okruhy
Pojem analogicky k pojmu prvocisla je v okruhu pojem ireducibilného prvku.

Definicia 13.2.13. Prvok a # 0 okruhu R sa nazyva ireducibilng, ak a je nenulovy, nie je to
delitel jednotky a ak z rovnosti a = bc vyplyva, ze niektory z prvkov b, ¢ je delitel jednotky
v R.

Inymi slovami, ireducibilny prvok sa (az na asociovanost a vymenu poradia) ned4 zapisat
ako sucin dvoch prvkov z R inak ako 1 - a.

Priklad 13.2.14. Vieme, ze prvocisla boli definované tak, ze ich rozklad na sic¢in p =a - b
je mozny iba vtedy, ak niektoré z cisel a, b je rovné 1. Z toho vidno, ze ireducibilné prvky
v Z sa préave cisla tvaru +p, kde p je prvocislo.

Ireducibilnymi prvkami v okruhu F[z] (volaji sa ireducibilné polynémy) sa budeme za-
oberat neskor.

Nasim najblizsim cielom je dokazaf, ze v okruhoch hlavnych idedlov plati tvrdenie zod-
povedajuce rozkladu prirodzenych (celych) ¢isel na siaéin prvocisel.

Definicia 13.2.15. Okruh s jednoznacngm rozkladom (alebo tiez Gaussov okruh) je obor
integrity, v ktorom pre kazdy prvok x € R, ktory je nenulovy a nie je delitelom jednotky,
existuje rozklad

r=Dp1...Pk

na sucin ireducibilnych prvkov a navyse je tento rozklad jednoznac¢ny az na asociovanost a
poradie.

Tvrdenie 13.2.16. Ak idedl (p) v obore integrity R je vlastng prvoidedl a p # 0, tak p je
ireducibilng v R.

Dokaz. Ak (p) je prvoidedl a ab = p, tak jeden prvok z dvojice a, b musi byt ndsobkom p
(pretoze patri do (p)). Bez ujmy na vseobecnosti, nech a = kp. Potom p = ab = (kb)p, z ¢oho
kb =1 (lema ??), ¢ize b je delitel jednotky.

Kedze idedl p je vlastny, p nie je delitel jednotky. O

V OHI plati aj obratena implikacia.
Tvrdenie 13.2.17. Ak p je ireducibilng prvok v OHI R, tak (p) je prvoidedl.

Dokaz. Nech p je ireducibilny. UkéZeme, Ze ideédl p je maximdlny (a teda je to prvoidedl).
Nech by (p) C (m). Z toho vyplyva p = mec. Potom bud m je asociovany s p a (p) = (m),
alebo m je invertibilny a (m) = R. O

Z toho dostdvame (pomocou (|13.2)) nasledujici velmi délezity vztah.
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Dosledok 13.2.18. V OHI pre lubovolny ireducibilny prvok p plati implikdcia
p|ab = plaVvp|b.

Teraz uz sme schopni vyslovift a dokédzat tvrdenie o rozklade na stcin ireducibilnych
prvkov.

Tvrdenie 13.2.19. KaZdy okruh hlavngch idedlov je okruhom s jednoznacnygm rozkladom.

Dokaz. Chceme dokazat existenciu a jednoznacnost rozkladu na sucin ireducibilnych prvkov.
Jednoznacénost vyplyva z dosledku

Ezistencia. Sporom. Nech by x bol taky prvok, ktory sa nedd v R rozlozit na sucin
ireducibilnych prvkov (pricom z # 0, x nie je delitel jednotky). PretoZe x nie je ireducibilny,
existuje nejaky netrividlny rozklad na siéin, t.j. d4 sa zapisat ako x = r; - ¢1, priCom ry,q; ¢
U(R).

Keby obidva prvky r; aj ¢; mali nejaké vyjadrenie v tvare sicinu ireducibilnych prvkov,
tak z tychto dvoch rozkladov Teda jeden z nich nemé takyto rozklad, bez ujmy na vSeobecnosti
nech je to ;. Specidlne to znamend, Ze 1 nie je ireducibiliny a mame r; = 5 - g2 pre nejaké
re,q2 € R. (Pricom ide o netrividlny rozklad, t.j. ro,q2 ¢ U(R).)

Takymto spdsobom indukciou zostrojime nekoneénti postupnost prvkov r, € R takt, ze
nasledujiici vzdy deli predchadzajici, teda r, 1 | 7. A navyse 741 » 1, t.j. dva po sebe
nasledujice prvky tejto postupnosti nie st asociované.

To je ekvivalentné s tym, ze (r,) C (rp+1) a takto dostdvame nekonecéni postupnost
idedlov Iy C I € ... € I, C ..., kde I} oznacuje idedl (ry). UkéZeme, ze v OHI takdto
postupnost neméze existovat, ¢im dostaneme pozadovany spor.

Skutoc¢ne, ak by sme mali takyto rastici retazec idedlov. Potom aj I = J;>; I, je ide4l.
Pretoze R je OHI, existuje a € R také, ze (a) = I. Lenze z toho, ze a € U, I, vyplyva
existencia ¢isla ng s vlastnostou a € I,,. Potom pre vSetky n > ng mame (a) C I,,, C I,, C I,
¢ize od ngy pocnic sa uz vsetky idealy I,, rovnaju. O

Poznamenajme, 7e okruhy, ktoré spiiiaji podmienku, Ze v nich neexistuje nekoneény ras-
tuci refazec idedlov, sa nazyvaju noetherovské.

Z predchadzajuceho tvrdenia Specidlne dostavame, ze kazdé prirodzené ¢islo vieme napisat
ako sti¢in prvocisel jednoznacne az na poradie. (A po pridani delitelov jednotky +1 dostaneme
vSetky prvé cisla.)

Analogickému tvrdeniu pre okruh polynémov Fz] sa budeme venovat v nasledujicej
kapitole.

Skisme néjst priklad oboru integrity, ktory nie je okruh s jednoznacnym rozkladom.

Priklad 13.2.20. Budeme pracovat v okruhu Z[2i] = {a + 2bi;a,b € Z}. Zrejme ide o obor
integrity (je to podokruh pola C). Jediné delitele jednotky v tomto okruhu st +1. Pozrime
sa na rozklad 4 = 2 - 2 = (24)(—2i).

Prvky 2 aj +2¢ st ireducibilné. Ak totiz mdme 2 = ab, tak plati aj 2 = |al.|b|, pricom
|a| = |b| st celé &isla. Potom pre niektoré z ¢isel a, b musi platit, Ze m4 velkost 1. Takéto prvky
v Z[i] sa vsak iba £1, zistili sme teda, Ze niektoré z cisel a, b je delitel jednotky. Tym sme
overili, ze 2 je ireducibilny prvok, zdévodnenie pre £2¢ je presne rovnaké, opat vyuzijeme, ze
|£2i] = 2.

Stucasne 2 je asociovany iba s prvkami +2. Nasli sme teda dva rozklady c¢isla 4 na sicin
ireducibilnych prvkov, ktoré sa nelisia iba asociovanostou. Teda Z[2i] nie je okruh s jedno-
znacnym rozkladom.
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Priklad 13.2.21. Dalsim takymto prikladom je Z[v/5i] = {a + b\v/5i;a,b € Z}. V tomto
okruhu mame rozklady
6=2-3=(1+5i)(1—V5i).
Vidno, Ze 2 nedeli ziaden z ¢initelov na pravej strane. Ak ukédzeme, ze 2 je ireducibilny
prvok, tak z dosledku [I3.2.18 vyplyva, ze to nie je okruh s jednozna¢nym rozkladom.
Nech 2 = zy, kde z,y € Z[/5i]. Potom |z| < 2 aj |y| < 2, lebo vietky prvky tohoto
okruhu maju vlastnost |z| > 1. Ak x = a + /i, tak sme dostali

|z|? = a® + 5b% < 4,

¢o je mozné jedine v pripade b = 0. Rozklad 2 = zy je teda v skutocnosti rozklad na stcin
dvoch celych c¢isel. V takomto rozklade musi byt nevyhnutne niektory z ¢initelov rovny +1.
Poznamenajme, Ze podobny spésobom sa da ukazat, ze aj 3 a 1+ /54 st ireducibilné.

Priklad 13.2.22. D4 sa dokéazat, ze ak R je okruh s jednozna¢nym rozkladom, tak aj okruh
polynémov R[z] je okruh s jednoznaénym rozkladom. (Pozri napriklad [KGGS| Lema 7.4.1],
[DFL Corollary 9.6]). Ak sme ochotni uverit tomuto tvrdeniu, tak mame Z[z] ako priklad
Gaussovho okruhu, ktory nie je okruh hlavnych idedlov. (Pozri priklad )

V pripade, Ze mame rozklad prvkov a, b Gaussovho okruhu R, moéZzeme z neho zistit, ¢i
a | b ako aj urcit rozklad ich najvéicsieho spolo¢ného delitela ged(a, b).
Cvicenia
Uloha 13.2.1. Ak u je delitel jednotky v okruhu R, tak aj —u je delitel jednotky.

Uloha 13.2.2. Nech R je euklidovsky okruh a S je jeho podokruh, ktory obsahuje jednotku.
Musi byt aj S euklidovsky okruh?

Uloha 13.2.3. Dokéite, Ze okruhy polynémov Z[z] a Q[z] nie si izomorfné.
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Kapitola 14

Polia

14.1 Podielové pole

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
(Celé cisla dal ludom dobrotivy Boh, vsetko ostatné uz je ludskym dielom.)
Leopold Kronecker

V tejto Casti zodpovieme otazku, ktoré okruhy moézu byt podokruhmi poli. Je zrejmé, ze
podokruh pola musi byt komutativny okruh. Takisto nemo6ze obsahovat delitele nuly — boli
by delitelmi nuly aj v jeho nadpoli.

Téato otazka ma teda zmysel hlavne pre obory integrity. V nasledujicej vete dokazeme,
ze kazdy obor integrity je podokruhom nejakého pola.

Definicia 14.1.1. Hovorime, Ze okruh R je wnoreng do okruhu R’ ak existuje injektivny
homomorfizmus f: R — R’. Injektivny homomorfizmus f: R — R’ nazyvame vnorenie.

Vnorenie je vlastne izomorfizmus na podokruh Im f, to znamend, Ze okruh R moézeme
chépat priamo ako podokruh R’.

Veta 14.1.2. Pre kazdy obor integrity D existuje pole Q(D) a vnorenie f: D — Q(D)
s nasledujiicou vlastnostou: Pre kazdé vnorenie g: D — F do pola F existuje prdve jedno
vnorenie §: Q(D) — F také, Zego f = g.

D——Q(D)

34
F

Vyznam podmienky v predchadzajicej vete je o trochu jasnejsi, ked si uvedomime, ze
injektivne zobrazenie f ndm hovori, Ze obor integrity D mozeme chapat ako podokruh Q(D).
V pripade, ze stotoznime prvky z D s ich obrazmi ndm teda tdto podmienka vlastne hovori,
ze kazdé vlozenie g: D — F do nejakého pola F' mozno rozsirit na vlozenie celého Q(D).
(Teda Q(D) je v istom zmysle najmensie pole obsahujice D.)

Dokaz vety [[4.1.2 urobime vo viacerych krokoch — najprv zadefinujeme, ako vyzerd pre
dany obor integrity pole Q(D), postupne overime, Ze spifia vlastnosti z definicie pola aj
vlastnost uvedenud vo vete.
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Lema 14.1.3. Nech D je obor integrity. Na mnozine D x (D ~\ {0}) definujeme reldciuv =
predpisom
def
(a,b) = (¢, d) & ad = be.
Potom tdto reldcia je reldciou ekvivalencie a jej triedy [(a, b)] nazgvame zlomkami nad oborom

integrity D.

Vsimnite si, Ze relacia ekvivalencie je definovand rovnako ako rovnost zlomkov predsta-
vujucich racionélne ¢éisla — ako uvidime, celd konstrukcia podielového pola Q(D), ktord bude
nasledovat, pripomina sposob, ktorym z okruhu celych ¢isel Z dostaneme pole racionalnych
¢isel Q. (Vacsina ddkazov je skoro rovnakd, ako keby sme overovali, ze Q je pole a spliia
vlastnost uvedenu vo vete ) V mnohych ucebniciach, aby sa zdoéraznila podobnost
s konstrukciou raciondlnych ¢isel, sa pre zlomky nad D pouZiva priamo oznacenie § namiesto
nésho oznacenia [(a, b)].

Doékaz. Dokaz, ze relacia = je reflexivna a symetrickd je tiplne priamociary — cvicenie.
Tranzitivnost: Nech (a,b) = (¢,d) a (¢,d) = (e, f). To znamen4, ze ad = bc a cf = de.
Ak prvi rovnost vynasobime prvkom f a druhd prvkom b, dostaneme adf = bcf = bde,

¢ize d(af — be) = 0. Pretoze D je obor integrity a d # 0, mame af — be = 0, teda

af = be
a (a,b) = (e, f). O

Lema 14.1.4. Oznacme Q(D) mnoZinu vsetkijch tried ekvivalencie = na mnozine D x (D ~\
{0}) (¢ize mnoZinu vietkych zlomkov nad D). Na tejto mnoZine definujeme operdcie + a -
predpismi

[(aa b)] + [(Cv d)] = [(ad + be, bd)]a
[(a,)] - [(¢, d)] = [(ac, bd)].
Potom + a - st dobre definované a (Q(D),+,-) je pole.

Dékaz. Najprv ukdzeme, ze obe operacie si dobre definované, ¢ize nezavisia od vyberu re-
prezentantov. Nech teda (a,b) = (a/, V), Cize

ab’ = a'b.
Potom méame
(ad + be)b'd = ab'd* + bb' cd = a'bd* + bb'cd = (a’d + V' c)bd
ach'd = ab’'cd = a’bed = a’cbd
¢o znamena

[(ad + be,bd)] = [(a’d + b'e, b'd)]
[(ac, bd)] = [(a’c, V'd)]
cize [(a,0)] + [(¢, d)] = [(a, V)] + [(¢, d)] & [(a,0)] - [(¢, d)] = [(a, )] - (¢, A)]-
(Q(D),+) je komutativna grupa. Komutativnost je zrejmé. Asociativnost overime pria-
mym vypoctom.
([(a, 0)] + (e, )]) + [(e, F)] = [(ad + be, bd)] + [(e, f)] = [(adf + bef + bde, bdf)]
[(a, )] + ([, )] + [(e, ]) = [(a, )] + [(cf + ed, df)] = [(adf + bef + bed, bdf)]
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Neutrdlny prvok pre s¢itovanie je [(0,1)], opacny prvok k triede [(a,d)] je [(—a,b)].

(Q(D) \ {0},) je komutativna grupa. Komutativnost je zrejmd, asociativnost sa lahko
overi priamym vypoctom. Neutralny prvok vzhladom na ndsobenie je [(1,1)]. VSimnime si,
ze [(a,b)] # [(0,1)] prave vtedy, ked a # 0. Preto kazdy nenulovy prvok [(a,b)] mé inverzny
prvok [(b, a)].

Distributivnost. Kedze ide o komutativny okruh, stac¢i overovat iba jednu z podmienok
distributivnosti. Distributivnost sa overi priamociarym prepisanim z definicie.

[(a,0)] - ([, D] + (e, /1)) = [(a, )] - [(cf + de, df)] = [(a(cf + de), bdf)]
= [(acf, bdf)] + [(ade, bdf)] = [(ac,bd)] + [(ae, bf)] = [(a,b)] - [(c; d)] + [(a, )] - [(e, f)]

Lema 14.1.5. Zobrazenie f: D — Q(D)

fra—[(a,1)]

je injektivny homomorfizmus okruhov.
Dalej pre Tubovolng injektivny homomorfizmus g: D — F, kde F je pole existuje prdve
jeden injektivny homomorfizmus g: Q(D) — F s vlastnostougo f = g.

Dékaz. Zobrazenie f je homomorfizmus:

a+br [(a+b,1)] =[(a,1)]+ [(b,1)]
ab — [(ab,1)] = [(a, 1)] - [(b,1)]

Zobrazenie f je injektivne: rovnost [(a, 1)] = [(b, 1)] znamend, Ze a.1 = b.1, ¢ize a = b.
Ak g: D — F je injektivny homomorfizmus z D do nejakého pola F', definujme g: Q(D) —

F predpisom
g: [(a,b)] = g(a)g(d)~".

(Pretoze ¢ je injektivny homomorfizmus, méme Kerg = {0}, ¢ize g(b) # 0 pre kazdé b €
D~ {0}. Uvedeny predpis teda skuto¢ne mé zmysel. Navyse je jasné, zZe toto je jedind moznost
ako definovat g, pretoze toto zobrazenie musi spinat g([a,1]) = g(a) a g([1,b]) = g(b)~1.)

Zobrazenie g je dobre definované. Zobrazenie g sme definovali pomocou nejakého reprezen-
tanta triedy [(a, b)] — chceme ukézat, ze vysledok zobrazenia nezévisi od vyberu reprezentanta.
Nech teda (¢, d) = (a,b), ¢ize ad = be. Potom dostdvame (z toho, Ze g je homomorfizmus)

Cize hodnota g skuto¢ne nezavisi od viberu reprezentanta.
Zobrazenie g je homomorfizmus. Zachovava s¢itovanie:
[(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + be, bd)] = g(ad + be)g(bd) ™" = (g(ad) + g(be))g(bd) ™! =
=g(a)g(d)g ( )" g(d)™! + g(b)g
9(a)g ()" +g(c)g(d)~" =75([
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Zachovava nasobenie:

[(a,b)] - [(c, d)] = [(ac, bd)] = g(ac)g(bd) ™" =
= g(a)g(b)"'g(c)g(d) ™" = 7([(a,1)]) - 7([(c,d)])

Homomorfizmus g je injektivny. Staci overit, ze Kerg = {0}. Ak g(a)g(b)~! = 0, znamena
to, ze g(a) = 0 (lebo prvok g(b)~! € F \ {0} je nenulovy). Potom (kedZe homomorfizmus g
je injektivny) mdme a = 0, ¢ize [(a,b)] = [(0,b)] = [(0, 1)] je nulovy prvok pola Q(D). O

Predchédzajice tri lemy uz spolu dokazuja vetu [I4.1.2]

Poznamka 14.1.6. Existuje o nieCo vSeobecnejsia konstrukcia, ktord sa nazyva okruh zlom-
kov alebo lokalizdcia (napriklad [DEL Section 15.4], [AM| Chapter 3]). V tomto pripade sa
pracuje s komutativiym okruhom R s jednotkou, vyberie sa nejakd podmnozina U C R,
ktorej prvky budi predstavovat menovatele zlomkov. (Inak povedané, U st tie prvky, ktoré
budit po urobeni tejto konstrukcie mat inverzy vzhladom na nasobenie. Treba vyzadovaf,
aby mnozina U bola uzavretda vzhladom na nésobenie. V pripade konstrukcie podielového
pola sme mali U = D ~\ {0}.) Konstrukcia okruhu zlomkov je velmi podobné konstrukeii
podielového pola, méa aj podobné vlastnosti. Dolezity rozdiel je, ze v tomto pripade uz zo-
brazenia spominané vo vete nemusia byt (vo vSeobecnosti) injektivne. (Od zobrazenia
g sa pozaduje, aby zobrazovalo vSetky prvky z U na delitele jednotky.) Tato konstrukcia je
dolezitd napriklad v algebraickej geometrii a komutativnej algebre.

Poznamka 14.1.7. Velmi podobna konstrukcia ako vytvorenie podielového pola z oboru
integrity sa da urobit pre lubovolni pologrupu s kratenim (=pologrupa, v ktorej platia zdkony
o krateni). Dokdzeme tak, ze kazdd pologrupu s kratenim mozno vlozit do nejakej podgrupy
(je podgrupou nejakej grupy.) Pozri tlohu

Poznamka 14.1.8. Citat na zaciatku tejto podkapitoly sa spaja s konstrukciou redlnych ¢i-
sel z celych &isel. My sme si ukazali, ako z celych &isel vytvorit racionalne. Dalsim krokom by
bolo pomocou racionalnych ¢isel nejakym sposobom zaviest redlne Cisla. Existuje vela ekviva-
lentnych spoésobov ako to dosiahnut (ziplnenie, Dedekinove rezy, retazové zlomky, desatinné
rozvoje. . .), viac sa o nich mézete dozvediet napriklad v [S]. Azda najcastejSie vyucovanym
sposobom je konstrukcia pomocou tried ekvivalencie cauchyovskych postupnosti — ztiplnenie
racionalnych ¢isel — s ktorou by ste sa mohli stretniat v niektorom pokrocilejSom kurze ana-
Iyzy. (Kazdy zo spominanych spésobov konstrukcie redlnych ¢isel nejakym spdsobom vyuziva
pojem spojitosti.)

Cvicenia

Uloha 14.1.1. Dokézte, ze kazdy komutativny okruh mozno vlozit do komutativneho okruhu
s jednotkou.

Uloha 14.1.2. Dokézte, Ze podielové pole je vlastnostami uvedenymi vo vete [14.1.2 uréené
jednoznacne az na izomorfizmus.

Uloha 14.1.3*. Dokéite, 7e kazdt komutativnu pologrupu s kratenim mozno vlozit do
grupy. (Teda ak S je komutativna pologrupa, v ktorej platia zdkony o krateni, tak exis-
tuje grupa G a prosty homomorfizmus f: S — G; pricom pod homomorfizmom pologrip sa
rozumie zobrazenie zachovavajice operaciu, podobne ako pri grupéch.)
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14.2 Charakteristika pola

S charakteristikou pola sme sa uz stretli v tvrdeni [10.4.33] Pripomenieme si jej definiciu a
dokéazeme si niektoré fakty o charakteristike pola, ktoré budu pre nas v nasledujucich ¢astiach
prednésky uzito¢né.

Definicia 14.2.1. Charakteristika pola F' je najmensie prirodzené ¢islo k£ > 0 s vlastnostou

k x 1 = 0. Oznacujeme ju char(F'). Ak neexistuje k s uvedenou vlastnostou, tak definujeme
char(F) = oo.

Predchédzajicu definiciu mozeme preformulovat aj nasledovne
char F = min{k € Nk > 0;k x 1 = 0},

pricom minimum z prazdnej mnoziny chiapeme ako nekonecno.

Charakteristiku mozno definovat aj vseobecnejsie — pre Tubovolny okruh, pozri napriklad
IKGGS| Kapitola 4.4]. V pripade okruhu s jednotkou je této vSeobecnejsia definicia ekviva-
lentnd s definiciou, ktort sme tu uviedli pre polia. (My budeme charakteristiku potrebovat
iba pre polia.)

Priklad 14.2.2. char(Z,) = p, pretoze p x 1 = 0 (poc¢itame modulo p) pre 0 < k < p plati
VZ,kx1=k#0.
char(Q) = oo, pretoze ziadny nasobok jednotky k x 1, pre kladné celé ¢éisla k, nie je 0.

Lema 14.2.3. KaZdé konecné pole F' ma konecni charakteristiku.

Dokaz. Vyplyva z Dirichletovho principu.

Uvazujme mnozinu {k x 1;k € N,k > 0}. Tadto mnozina je konecnd (je to podmnozina
konecénej mnoziny F'). Preto (na zaklade Dirichletovho principu) existuji rézne prirodzené
¢isla m,n > 0 také, ze

mx1l=nx1.

Bez ujmy na vseobecnosti, nech m > n. Potom pre £ = m — n mame
Exl=(m-n)xl=mx1l—-nx1=0,

¢ize mnozina {k € N,k > 0;k x 1 = 0} je neprazdna, teda charakteristika (najmensi prvok
tejto mnoziny) je koneén4. O

Poznamka 14.2.4. Existuju aj nekonecné polia s konecnou charakteristikou.
Tvrdenie 14.2.5. Charakteristika lubovolného pola F je prvocislo alebo oco.

Dokaz. Staci ukéazat, ze v pripade, Ze ak je charakteristika konecna, nemoze byt zloZené ¢islo.
Sporom. Predpokladajme, zZe charakteristika pola F' je zlozené ¢islo m, teda m = nk pre
nejaké prirodzené ¢isla 1 < n, k < m. Potom plati

mx1l=(nk)x1l=(mx1)(kx1)=0.
Kazdé pole je okruh bez delitelov nuly, preto jeden z prvkov n x 1, k x 1 pola F musi byt 0.
Pritom n, k < m, ¢o je spor s tym, ze m je (podla definicie charakteristiky) najmensie kladné

celé cislo s touto vlastnostou. O

Nasledujice tvrdenie budeme v dalsich kapitoladch ¢asto vyuzivat.
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Tvrdenie 14.2.6. Nech F, F' si polia a zobrazenie p: F — F’ je okruhovy homomorfizmus.
Potom bud ¢[F] = {0}, alebo ¢[F] je podpole F', ktoré je izomorfné s F. (Ingmi slovami:
zobrazenie ¢ je bud nulové alebo injektivne; cize vnorenie — izomorfizmus na svoj obraz.)

Dékaz. Vieme, ze Ker ¢ je idedl v F. Jediné idedly v poli st vSak {0} a F. V prvom pripade
je homomorfizmus ¢ injektivny, v druhom pripade sa kazdy prvok zobrazi na nulu. O

Pomocou predchddzajiceho tvrdenia mozeme ukdzat, ze (v zavislosti od charakteristiky)
kazdé pole obsahuje podpole (izomorfné s) Q alebo Z,,.

Tvrdenie 14.2.7. Ak char F' = oo, tak existuje injektivny homomorfizmus z Q do F'.
Ak char F' = p pre nejaké prvocislo p, tak existuje injektivny homomorfizmus zo Z,, do F.

Dokaz. Zobrazenie p: Z — F
prez—=zx1

je okruhovy homomorfizmus, pricom Ker ¢ obsahuje prave tie celé ¢isla, ktoré si nasobky
char(F) (a v pripade, ze char F' = oo je Ker ¢ = {0}).

Ak char F = p, tak mame (na zdklade vety o faktorovom izomorfizme) izomorfizmus
z 2/ Ker p = Z/(char(F)) = Z/(p) = Z, na Im ¢. Tym dostdvame hladany injektivny homo-
morfizmus zo Z, do F.

Ak char F = oo, tak Ker F' = (0) a ¢ je injektivny homomorfizmus zo Z do F. Ten sa
podla vety d4 rozsirit na injektivny homomorfizmus @: Q(Z) — F z podielového pola
oboru integrity Z do F'. Podielové pole Z je vSak prave pole raciondlnych cisel. O

Nasledujuce tvrdenie ma sice velmi jednoduchy dokaz, podari sa nam vsak z neho odvodit
velmi zaujimavé dosledky.

Tvrdenie 14.2.8. Nech K, F st polia a K je nadpole pola F (t.j. K O F a operdcie na
F si ziZenia operdcii na K). Potom K je vektorovy priestor nad polom F (so séitovanim a
ndsobenim skaldrom rovnakym ako je scitovanie a ndsobenie v K).

Doékaz. Jednoduchy — jednotlivé vlastnosti z definicie vektorového priestoru po prepisani na
tento konkrétny priklad st vlastne zname vlastnosti pola ako distributivnost, asociativnost
nésobenia atd. (Dokaz je skoro identicky s postupom pouzitym v dlohdch [4.1.10(a [4.1.5) O

Ako sme uz spomenuli, napriek jednoduchému dékazu bude mat pohlad na nadpole ako na
vektorovy priestor nad danym polom mnohé zaujimavé dosledky. Ako prvy z nich si ukdzeme,
aky pocet prvkov méze mat konecné pole.

Dosledok 14.2.9. Konecné pole charakteristiky p md p™ prvkov pre nejaké n € N.

Doékaz. Podla tvrdenia [14.2.7 kazdé koneéné pole F' s char(F) = p obsahuje podpole (izo-
morfné so) Z,. Teda ho mézeme chdpat ako vektorovy priestor nad Z,. Kedze mnozina F'
je konecnd, ide o koneénorozmerny vektorovy priestor, teda F' je (ako vektorovy priestor)

izomorfny s priestorom (Z,)™ pre nejaké n (veta |5.5.15)). O

7 toho vyplyva, ze pocet prvkov kone¢ného pola musi byt mocnina prvocisla. Napriklad
dostdvame, Ze nemdze existovat 6-prvkové pole. (Plati aj obratené tvrdenie, pre kazdi moc-
ninu prvodisla k = p™ existuje k-prvkové pole.)

Mozeme si vsSimnut este jeden uzitoény fakt sivisiaci s charakteristikou pola.
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Tvrdenie 14.2.10. Nech char(F) = p (p je prvocislo). Potom pre lubovolné a,b € F plati

(a+b)P =a? + b

(ab)? = aPV?

¢iZe zobrazenie f: F — F, f(x) = P, je homomorfizmus (endomorfizmus pola F).
Dalej pre lubovolné n € N a ¢ = p™ mdme

(a+b)=a?+b?
(ab)? = a?b9

Dékaz. Jedind netrividlna cast je rovnost (a+b)P = a? 4+ bP. Pouzitim binomickej vety (ktora
plati v kazdom komutativnom okruhu s jednotkou, tiloha [13.1.22}) mame

=3 (1) xar

k=0

Chceme ukézat, ze vSetky séitance s vynimkou prvého a posledného (t.j. k =0 a k = p) st
nulové.

Na to ndm staci ukazat, ze p | (i) v Z,kedZe p je charakteristika pola, s ktorym pracujeme.
(Vieme, 7e binomicky koeficient je vzdy celé ¢islo.) Ak v8ak p je prvocislo, tak p delf Citatel

zlomku
py___r
k El(p — k)

pri¢om v menovateli sa (pre k # 0, p) vyskytnu len ¢isla ostro mensie ako p, t.j. ziadne z nich
nie je delitelné p. Z toho uz vyplyva, ze p deli toto ¢islo.

Poslednd cast tvrdenia, ktord hovori o ¢ = p™, sa Tahko odvodi z prvej c¢asti indukciou
vzhladom na n. O

Cvicenia

Uloha 14.2.1. Nech F je pole, a € F, a # 0. Dokéite, 7e ak k x a = 0, tak plati k = 0 alebo
F ma konecnu charakteristiku a
char(F) | k,

t.j. k je celociselny ndasobok charakteristiky.

14.3 Rozsirenia poli

Prezentéacia vysledkov v tejto kapitole i v nasledujticich kapitoldch je podobna ako v [KGGS|
Kapitola 8], [DF, Chapter 13].
Na zaciatok zacnime s definiciou pojmu rozsirenia pola.

Definicia 14.3.1. Ak K, F su polia a sucasne F' je podokruhom K, tak hovorime, ze K je
rozsirenim pola F.

Vidime, Ze rozsirenie pola je vlastne len iné pomenovanie pre dvojicu pozostavajucu z pola
F a jeho nadpola K (¢ize vZdy, ked hovorime o rozsireni pola, médme na mysli dve polia).

Ak K je rozsirenie pola F', tak K moZeme chapat ako vektorovy priestor nad F' (tvrdenie
14.2.8)). Pre nas bude zaujimavy hlavne ten pripad, ked je to kone¢norozmerny vektorovy
priestor.
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Definicia 14.3.2. Ak K je rozsirenie pola F také, ze K je kone¢norozmerny vektorovy
priestor nad F', tak K nazyvame konecné rozsirenie pola F'.
Dimenziu dr(K) pola K ako vektorového priestoru nad F nazyvame stuper rozsirenia a
oznacujeme [K : F.
(K : F] = dp(K)

Priklad 14.3.3. Pole C je rozsirenim pola R. Vsimnime si, ze C = {a + bi; a,b € R}, a teda
1, @ tvoria bazu C ako vektorového priestoru nad R. Preto [C: R] = 2.

Na C sa mdzeme pozerat tak, Ze k polu R sme pridali koreti polynému 22 +1 (a aj vietky
dalsie prvky, ktoré si pridanie tohoto korena vynttilo, aby novovytvorend struktira bola opét
polom). V poli R polyném 2 + 1 nem4 koreti.

Priklad 14.3.4. Vieme, 7ze Q[v2] = {a+bv/2;a,b € Q} je pole (tiloha(3.3.2)). Je to rozsirenie
pola Q. Ak sa na Q[\/?} pozrieme ako na vektorovy priestor nad Q, tak jeho bazu tvoria 1, /2.
(Rozmyslite si, preco st linedrne nezéavislé nad Q.) Teda [Q[v/2] : Q] = 2.

Aj v tomto pripade mézeme toto rozsirenie chapat tak, ze k polu Q sme pridali koren
polynému z2 — 2. (V poli Q tento polyném nems4 koreii.)

V predchadzajtcich dvoch prikladoch sme videli, ze k ireducibilnym polynémom 22 —2 €
Q[z], 2% + 1 € R[z] existuji koneéné rozsirenia, v ktorych uz tieto polynémy maji koreti.
Ukéazeme, ze podobné tvrdenie plati pre lubovolny ireducibilny polyném.

Veta 14.3.5. Nech F' je pole a p(x) je ireducibilng polyném v F|z]|. Potom existuje rozsirenie
pola F, v ktorom p(x) md koren.

Dékaz. Kedze p(x) je ireducibilny, (p(x)) je maximélny idedl v Flz] (tvrdenia a
[13.2.17). Teda faktorovy okruh K = F[z]/(p(x)) je pole. O tomto poli K ukdzeme, Ze m4
pozadované vlastnosti.

Mame kanonicky homomorfizmus ¢: F[z] — K taky, ze Kerp = (p(x)). Sucasne F je
podmnozinou Fz], teda mame aj homomorfizmus ¢|p: F — K (zGZenie homomorfizmu ¢
na podmnozinu F'). Tento homomorfizmus je nenulovy, kedze na nulu sa zobrazia iba prvky
z Kery = (p(z)), kam patria iba 0 a polynémy stupna aspon stp(z) > 1 (Cize ziadny
nenulovy konstantny polyném — ziadny nenulovy prvok pola F'). Podla tvrdenia je
to teda injektivny homomorfizmus (vnorenie) a F' mézeme chépat ako podpole K. Ide teda
skutocne o rozsirenie pola F.

Treba este dokézat, Zze p(x) ma v tomto poli koren. Ukézeme, Ze koreriom je prvok p(z) =
z+ (p(x)). Kvoli zjednoduseniu zapisu budeme pouzivat oznacenie ¢(x) = T, resp. p(f(z)) =
f(z) pre Iubovolné f(z) € Flx].

Ma&ame rovnost
p() = p(x) = p(@) + (p(x)) = 0 + (p(2)),
ktord znamend, Ze T je skutocne koreriom polynému p(z). (V predchadzajicom odvodeni
bola najdolezitejsim krokom rovnost oznaend (x), ktord je zalozend na tom, Ze ¢ je ho-
momorfizmus medzi komutativnymi okruhmi, teda zachovava sucet, sicin a teda aj vsetky
polynomické vyrazy)ﬂ O

1O nie¢o podrobnejsie zdévodnenie rovnosti (x): Ak p(z) = apz™ + an—12" "L 4+ -+ 4+ a1z + aop, tak

p(x) = anz™ + an—12" 1 4+ +a1z+ap
= an2™ + ap—12""t + -+ @z + a0
=@n T+ @1 T+t a T+ ao
A
2 007 £ an T 4+ T+ ao

=p(Z)
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Teraz ukazeme, ze rozsirenie K pola F' zostrojené v predchadzajicej vete je koneénym
rozsirenim.

Veta 14.3.6. Nech p(x) € Flx] je ireducibilng polynom a K = F[z]/(p(z)). Nech n = stp.
Oznacme v = x + (p(z)) = (x) (kde ¢: Flz] — K oznacuje kanonicky homomorfizmus).
Potom 1,u,...,u™ ' je bdza K ako vektorového priestoru nad F, ¢iZe

K ={a, 1u" ' +---+aju+ao;ag,...,a, 1 € F}.

Dékaz. Mame surjektivny homomorfizmus ¢: F|x] — K, ktory polyném f(x) zobrazi na
triedu f(z) + (p(x)) = f(u). (Teda kazdy prvok K mozno vyjadrit ako f(u) pre nejaké
feFp)

Ak f(z) je lubovolny polyném z Fx], tak podla vety o deleni so zvyskom existuji ¢(z)
a r(x) také, ze

f(@) = q(x)p(x) + r(z),

pricom str < st p = n Potom mame
fu) = fz) + (p(x)) = r(2) + (p(2)) = (1) = @u1u" " + - + aru + ag.

Cize kazdy prvok z K sa skutocne vyjadrit ako lineidrna kombinacia 1,u,...,u""" (s koef-
cientami z F), t.j. vektory 1,u,...,u" ! generuji vektorovy priestor K.

Este zostéva ukdzat, Ze 1,u,...,u" ! st linedrne nezdvislé nad F. Predpokladajme, Ze
pre nejaké by, ..., b,_1 by platilo v K = F[z]/(p(x))

n—

bn,lu"_l + -+ biu+ by =0.
Této rovnost vo faktorovom okruhu F[z]/(p(z)) znamend, Ze v okruhu F[x] plati
bn_1$n71 4+ -+ bz +by € (p(x))

Jediny polyném v (p(x)), ktory mé stupeii menej ako n, je vSak nulovy polyném, preto
bp=by=---=b,_1 =0, ¢ize 1,u,...,u" ! st skutocéne linedrne nezavislé. O

Désledok 14.3.7. Ak p(x) € Flx] je ireducibilng polyném stupria n, tak K = F[z]/(p(x))
je konecéné rozsirenie F a stupen rozsirenia [K : F| je tieZ rovng n.

[K : F] =stp(z)

Predchadzajtca veta ndm hovori, Ze kazdy prvok pola F[z]/(p(x)) mdzeme vyjadrit ako
Ap_1u" " - +aju+tag pre nejaké ag, . . .,a,_1 € F. V poli F[x]/(p(z)) vieme jednoduchym
sposobom séitovat a ndsobit —ide jednoducho o séitovanie a ndsobenie modulo p(z). Presnejsie
ak mame 2 prvky vyjadrené ako f(u) a g(u) pre nejaké polynémy f(x),g(x) € F|x] stupna
mensieho ako n, tak ich stcet zodpovedd priamo stétu polynémov f(x) + g(x). Ich sicin
dostaneme tak, Ze vypocitame stéin f(z)g(z) a zistime jeho zvySok po deleni p(x). (Fakt,
Ze sCitovanie a nasobenie v poli F[z]/(p(z)) sa sprava takymto spdsobom, vyplyva priamo
z definicie faktorového okruhu.)

Priklad 14.3.8. Uvazujme polyném p(z) = 2% + z + 1 nad polom Zs. Tento polyném je
ireducibilny, lebo ide o polyném druhého stupna, ktory nemé v danom poli koren (tvrdenie
10.4.22)). Ak oznacime ako u triedu polynému z vo faktorovom okruhu GFy = Zs[z]/(p(z)),

Vsetky rovnosti si vlastne zalozené iba na definicii homomorfizmu, jedine zdévodnenie rovnosti (A) je iné. Tu
vyuzivame, Ze sme stotoznili (cez kanonicky homomorfizmus) prvok a z pola F' s jeho triedou @ v F[z]/(p(x)).
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342 Rozsirenia poli

tak prvky pola GFy st {0,1,u,u + 1}. Na zdklade predchddzajicich Gvah vieme vyplnit
tabulku nasobenia a séitovania v tomto poli:

(au+0b)+ (cu+d) = (a+bu+ (b+d)
(au + b)(cu + d) = acu® + (be + ad)u + bd = ac(u + 1) + (be + ad)u + bd = (ac + be + ad)u + (ac + bd)

+ 0 1 u u+1 . 0 1 U u+1
0 0 1 u u+1 0 0 0 0 0
1 1 0 u—+1 U 1 0 1 U u—+1
U U u—+1 0 1 U 0 U u—+1 1
u+1|u+1 u 1 0 u+1 [0 uwu—+1 1 U

Samozrejme, kedze polyném z2+x+1 je polyném druhého stupiia a mé v poli GFy koref,
musi sa dat rozlozit na linearne ¢initele. Skutoéne v GFy platf 22 +x+1 = (v +u)(z+u+1).

Priklad 14.3.9. Polyném p(z) = 2 +1 je ireducibilny nad R. Uvazujme pole R[z]/(z? +1).
Poktisme sa zistit, ¢omu sa v tomu poli rovna siucin (au + b)(cu + d). V R]z] médme rovnost

(az + b)(cx + d) = acx® + (cb + ad)z + be = ac(x?® + 1) + (cb + ad)x + (bd — ac).
7 toho dostévame rovnost v poli R[z]/(x? + 1)
(ax + b)(cx +d) + (p(z)) = (cb+ ad)x + (bd — ac) + (p(x)),
(au+b)(cu+ d) = (¢b+ ad)u + (bd — ac).

Vidime, ze predpis pre sc¢itovanie nasobenie je rovnaky ako pre komplexné cisla, ¢ize sme
takto (az na izomorfizmus) ziskali pole C t.j. C = R[x]/(2% + 1)
Podobne dostaneme Q[v/2] = Q[x]/(x? — 2).

Definicia 14.3.10. Ak K je rozsirenie F' a ug,...,u, € K, tak symbolom F(uq,...,uy)
oznacujeme podpole generované mnozinou F U {uq,...,u,}. (T.j. najmensie podpole, ktoré
obsahuje tito mnozinu, ¢ize prienik vSetkych podpoli, ktoré ju obsahuju.

V pripade, Ze existuje u € K také, ze K = F(u) hovorime o jednoduchom rozsiren.

Vo vete [14.3.5| sme ukézali, Ze pre ireducibilny polyném p(x) existuje rozsirenie, v kto-
rom tento polyném méa koren. Teraz ukazeme, ze toto pole je jednoznacne urcéené az na
izomorfizmus.

Veta 14.3.11. Nech F je pole, p(x) € Fx] je ireducibilng polyndm nad F a K je rozsirenie
F, ktoré obsahuje koren u polynému p(x). Potom

F(u) = Flz]/(p(x))-
Doékaz. Méme dosadzovac! homomorfizmus (definicia [10.2.15) ¢, : Fz] — F(u)
ou: a(z) — a(u).

KedZe u je koren p(x), plati p(z) € Ker ¢,,. Vdaka tomu je homomorfizmus @, : F[x]/(p(z)) —
F(u) uréeny ako
Pus a(z) + (p(x)) = alu)

2Takéto podpole vzdy existuje, staéi ukdzat, ze prienik podpoli je opét podpole; tiloha [14.3.1} (Pripome-
niem, Ze uz vieme, Ze prienik podokruhov je podokruh; tloha|13.1.3})
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dobre definovany. (Ak a(z) a b(x) patria do tej istej triedy, tak b(x) — a(z) = g(z)p(x), Cize
b(u) — a(u) = g(u)p(u) = 0 a b(u) = a(u). Teda definicia zobrazenia @, nezdvisi od vyberu
reprezentanta. )

Zobrazenie @, je homomorfizmus poli. Je to nenulovy homomorfizmus, lebo %, (1) = 1.
Z toho vyplyva, Ze tento homomorfizmus je injektivny (tvrdenie .

Navyse v tomto zobrazeni sa kazdy prvok F' zobrazi sdm na seba a x sa zobrazi na wu.
Kedze Im @, je podpole K a obsahuje F' aj u, musi obsahovat celé F'(u). Teda homomorfizmus
@, je i surjektivny.

Ukézali sme, ze @, je izomorfizmus a teda polia F'(u) a F[z]/(p(z)) st skutoéne izomorfné.

O

7 predchadzajicej vety vyplyva, ze dva korene ireducibilného polynému st algebraicky
nerozliSitelné v tom zmysle, Ze po ich pridani k polu F' dostaneme izomorfné polia. Tento
fakt o Cosi zovseobecnime v nasledujucej vete, kde nebudeme vychadzat z toho istého pola
ale z dvoch izomorfnych poli.

Najprv si vSimnime ako sa izomorfizmus medzi polami da rozsirit na izomorfizmus medzi
ich okruhmi polynémov.

Poznamka 14.3.12. Nech ¢: F — F’ je izomorfizmus, F aj F’ st polia. Potom moZeme
definovat zobrazenie ¢: Flz] — F'[z], ktoré polynému z F[z] priradi polyném rovnakého
stupna, ktorého koeficienty dostaneme ako obrazy koeficientov pévodného polynému v ho-

momorfizme .
@ Zaixi — Z o(a;)x’

=0 1=0

Pomerne jednoducho sa overi, Ze ide opét o izomorfizmus. Kedze ide o izomorfizmus, toto
zobrazenie musi zachovdvat maximalne idedly, prvoidedly, ireducibilné prvky (=ireducibilné
polynémy) a mnohé dalsie vlastnosti.

Vsimnime si tiez, ze tento izomorfizmus navyse zachovava aj stupne polynémov.

Veta 14.3.13. Nech ¢: F — F' je izomorfizmus poli. Nech p(z) je ireducibilng polyném
nad F a p'(z) € F'[z] je polynom ¢(p) (&ize polyndm, ktory ziskame pouzitim izomorfizmu
p: F — F' na vsetky koeficienty polynému f(x)). Potom p'(x) je tieZ ireducibilng polynom
(nad F').

Nech u je koreri p(x) (v nejakom nadpoli F) a v je koreni p'(z) (v nejakom nadpoli F').
Potom existuje izomorfizmus

o: F(u) — F'(v),
ktory zobrazi u na v a rozsiruje , t.j. o(u) =v a o|lp = .
Dékaz. Fakt, ze p'(x) je ireducibilny vyplyva priamo z existencie izomorfizmu ¢: Flx] —
F'[x].

Podla vety [14.3.11] je F'(u) = Flz]/(p(z)) a F'(v) = F'[z]/(p(z)) (priCom izomorfizmy
medzi uvedenymi poliami nemenia prvky z F, resp. prvky z F'). V skutoc¢nosti ndm teda
staci hladat izomorfizmus (s pozadovanymi vlastnostami) medzi Fx]/(p(x)) a F'[z]/(p'(x)).

Mdame zobrazenie ¢: F[x] — F'[z]. Definujme ¢: Flz]/(p(z)) — F'[x]/(p'(z)) predpisom

v: f@) + (p(@) = ¢(f (@) + (P (2))-

Ukéazeme, Ze toto zobrazenie je dobre definované a je to izomorfizmus s pozadovanymi
vlastnostami.

343

{rozs:POZNIZOFX}

{rozs:VTFUIZOM}



{rozscvic:ULOPRIENPODP}

344 Algebraické rozsirenia

Ak f(z) = g(x)p(x) +r(x), tak
¢(f(z)) = &g(z))p'(x) + @(r(x)).

(V dalSom budeme namiesto @(r(z)) pouzivat strucnejsie oznacenie r'(x).) Kedze zobrazenie
¢ zachovava stupne polyndémov, predchddzajica rovnost ndm hovori, ze zachovava aj zvysky
po deleni p(z) a p/'(z). (T.j. zvySok polynému f(z) po deleni p(z) sa zobraz{ na zvySok
polynému @(f(z)) po deleni p'(x).)

To $pecidlne znamend, ze ak dva polynémy fi(z), f2(x) € F[x] maji rovnaky zvysok po
deleni p(z) (=su reprezentantmi tej istej triedy rozkladu v F[z]/(p(z))), tak aj ich obrazy
budii mat rovnaky zvysok po deleni p'(x). Z toho vidime, Ze zobrazenie ¢ je dobre definované.

7 predchédzajticej tvahy vyplyva aj to, Ze 1 je homomorfizmus — zachovava operacie
+ a -. S operdciou + nemame ziadne problémy, pretoze sCitovanie v Flz]/(p(z)) pracuje
rovnako ako scitovanie polynémov a vieme, Ze ¢ zachovava sCitovanie. Nasobenie funguje ako
nésobenie v F[z] (resp. v F'[z]) s tym rozdielom, %e musime eSte urobit zvysok po deleni
p(z) (v druhom pripade p'(x)). Prave sme si ozrejmili, Ze ¢ zachovéiva zvysky po deleni.

Zobrazenie ¢ zobrazi polyném x na polyném z (lebo ¢(1) = 1 pre lubovolny izomorfizmus
poli). Z toho vyplyva, ze koreti x + (p(z)) polynému p(z) sa zobrazi na koreri z + (p'(x))
polynému p'(x).

Zatial teda vieme, Ze 9 je homomorfizmus poli a je nenulovy (prvok z + (p(x)) sa zobrazi
na x + (p'(z)), ktory je nenulovy). Podla tvrdenia je tento homomorfizmus injektivny.
Navyse, pretoze ¢ je surjektivne zobrazenie, priamo z definicie v vyplyva, Ze aj zobrazenie
1 je surjektivne. Je to teda izomorfizmus.

Uz sme videli, ze ¢ zobraz{ koreti p(z) na koren p’(z). Z toho, Ze ¢ nemeni prvky pola F'
vyplyva, ze rovnaku vlastnost ma aj . O

Cvicenia

Uloha 14.3.1. Nech K je pole a {F},i € I} je systém podpoli pola K. Dokaite, 7e aj prienik
Nic; Fi je podpolom pola K.

14.4 Algebraické rozsirenia

Definicia 14.4.1. Nech K je rozsirenie pola F. Nech u € K. Hovorime, ze prvok u je
algebraicky nad F, ak existuje nenulovy polyném f(z) € F|z], ktorého korefiom je w.
Ak kazdy prvok rozsirenia K je algebraicky, hovorime, ze K je algebraické rozsirenie.

Priklad 14.4.2. Napriklad v/3 je algebraicky prvok na @Q, lebo je to koren polynému % —3 €
Q[z].

N4jst konkrétny priklad prvku, ktory nie je algebraicky nad Q, je tazsie. (Také prvky
sa zvykni nazyvat aj transcendentné.) Plati napriklad, Ze ¢isla 7, e st transcendentné nad
Q. Doékaz vsak nie je jednoduchy. Na zaklade kardinality sa vSak da zdovodnit, ze takéto
¢isla existuji — ﬁloha (Je to vsak iba existenény dokaz; nenasli sme konkrétny priklad
takého ¢isla.)

Pomerne Tahko sa da ukazat, ze kazdé komplexné ¢islo je algebraické nad R. Konkrétne
z = a + bi je korefiom polynému (z — a — bi)(x — a + bi) = 22 — 2az + a? + b2

Ak u je algebraicky nad F', znamena to, Ze mnozina vSetkych polynémov, ktorych korenom
je u, je neprazdna. Lahko sa overi, ze tdto mnozina

{f(z) € Fla]; f(u) = 0}
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je idedl v F[z]. Kedze F[z] je okruh hlavnych idedlov, existuje polyném, ktory generuje tento
ideal.

Definicia 14.4.3. Ak u je algebraicky prvok nad F', tak minimdlny polynom prvku u je
normovany polyném, ktory generuje ideél { f(z) € F[z]; f(u) = 0}. Oznacujeme ho m,, (z).
Stupen algebraického prvku definujeme ako stupen jeho miniméalneho polynému. Oznacu-
jeme ho [u : F.
[u: F| =stm,(z)

PretoZze v definicii mame poziadavku normovanosti, minimélny polyném je urceny jed-
noznacne. Je to nenulovy normovany polyném najnizsieho mozného stupna, ktory patri do
idedlu {f(x) € F[z]; f(u) = 0}.

Algebraicky prvok méze patrit do réznych rozsireni pola I (napriklad /3 je prvkom R i
C, obe st rozsirenia Q). Pretoze jeho definicia pouziva len idedl v F[z], minimalny polyném
nezévisi od toho, aké rozsirenie obsahujice u uvazujeme.

Priklad 14.4.4. Polyném z? — 3 je minimalny polyném d&isla v/3 nad Q. (Nad R by mal
tento prvok minimalny polyném z — /3.)

Polyném 22 +1 je minimalny polyném &fsla i nad R. (Nad C by mal tento prvok minimalny
polyném x — i. VSeobecne, ak u € F, tak m,(z) =z — u.)

Veta 14.4.5. Ak u je algebraicky prvok nad F a m,(x) € F[z] je jeho minimdlny polyném.
Potom my,(z) je ireducibilng polyndm nad F,

au: F]=[F(u): F].

Dékaz. Ak by bol polyném m,, (x) reducibilny, t.j. m,(x) = f(xz)g(z) pre nejaké nekonstantné
polynémy f(z),g(x) € Flx], tak z rovnosti m,(u) = f(u)g(u) = 0 vyplyva f(u) = 0 alebo
g(u) = 0. To znamend, ze jeden z polynémov f(z), g(z) by patril do idedlu (m,(x)) a sicasne
by mal nizsi stupen ako m,,(x), ¢o je spor.

Z vety potom vyplyva F(u) 2 Flz]/(m,(x)) a 2 doslediu [L3] méme [F(u) :
Fl=stmy, =[u: F]. O

Veta 14.4.6. Nech K je rozsirenie F a u € K. Prvok u je algebraicky nad F prdve vtedy,
ked F(u) je konecné rozsirenie F.

Dékaz. Ak u je algebraicky, tak F(u) = Flz]/(my(x)) podla vety ¢o je konecné
rozsirenie podla dosledku [I4:37]

Obrétene, nech F(u) je konecné rozsirenie F. Oznacéme jeho stuperni n. Nech dalej a €
F(u). Potom 1,u,...,u"™ st linedrne zavislé v F'(u) (chapanom ako vektorovy priestor nad
F). Vyplyva to z toho, ze médme (n + 1) vektorov vo vektorovom priestore dimenzie n.

Teda existuji co,c1,...,c, (nie vietky nulové) tak, Ze c,u™ 4 --- 4+ ciu + ¢o = 0. Cize
enx™ 4+ c1x+co € Flx] je nenulovy polyném, ktorého koreriom je u. Teda u je algebraicky
prvok nad F. O

Dosledok 14.4.7. Nech K je rozsirenie F a uw € K. Ak u # 0 a u je algebraicky prvok nad
polom F, tak aj u™' je algebraicky nad F.

Dokaz. Stadi si uvedomit, ze F'(u) = F(u™1). O

Dokaz by sme vedeli urobit aj priamo z definicie — tloha
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346 Algebraické rozsirenia

Dosledok 14.4.8. Kazdé konecné rozsirenie je algebraické.

Dékaz. Ak u € K, kde K je koneéné rozsirenie F, tak F'(u) je vektorovy podpriestor pries-
toru K. Teda F'(u) je tiez koneénorozmerny priestor (koneéné rozsirenie) a u je, na zaklade

predchadzajucej vety, algebraicky prvok nad F. O
Tvrdenie 14.4.9. Nech K je konecné rozsirenie pola L a prvky x1,...,x, tvoria bizu K ako
vektorového priestoru nad L. Nech L je konecné rozsirenie pola F a proky vy, ...,ys tvoria
bdzu L ako vektorového priestoru nad F. Potom mnoZina {z;y;;i = 1,...,n,j = 1,...,s}

tvori bazu K ako vektorového priestoru nad F.

Dékaz. Podla predpokladov kazdy prvok k € K mozno vyjadrit ako

n
k= E CiX;
i=1

pre vhodné ¢y, ..., ¢, € L. Dalej kazdé ¢; € L sa da vyjadrit v tvare

S
ci = E dijyj,
=1

kde d;; € F'. Z tychto dvoch rovnosti dostdvame vyjadrenie prvku x

i=1 j=1
ako linearnej kombinacie prvkov z;y; s koeficientami z F'.

Tym sme ukézali, Ze mnozina {x;y;;i=1,...,n,j =1,...,s} generuje K ako vektorovy
priestor nad F'. Aby sme ukéazali, Ze ide o bazu, sta¢i nam uz len overit jej linedrnu nezavislost.

Predpokladajme teda, ze
n S
> aiaiy; =0
i=1 j=1
pre nejaké koeficienty a;; € F.
Ttto rovnost mdézeme prepisat do tvaru

n S
Z @iy | Ti = 0.
i=1 \j=1
Dostali sme, Ze linedrna kombindcia prvkov xy, ..., x, (s koeficientami z L) je rovné 0, pretoze
T1,...,T, je baza, kazdy koeficient musi byt nulovy, teda pre kazdé ¢ = 1,...,n mame
S
Z aijyj =0.
j=1
Pouzitim rovnakého argumentu, tentoraz pre bazu yi,...,ys priestoru L nad F', mame, ze
vSetky koeficienty a;; st nulové. Teda uvedené vektory s skutocne linedrne nezavislé (ako
prvky vektorového priestoru K nad polom F). O

Dosledok 14.4.10. Ak K je konecné rozsirenie pola L a L je konecné rozsirenie pola F', tak
aj K je konecné rozsirenie pola F a pre stupne rozsirent plati

[K:F|=[K:L]-[L:F].
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Iny dokaz tejto rovnosti pre pripad, ked F' je konecné pole, je naznaceny v tlohe [14.4.2]
Dosledok 14.4.11. Ak u € L, kde L je konecné rozsirenie pola F, tak

[u: F]|[L: F].

Dosledok 14.4.12. Ak u, v st algebraické prvky nad F, tak aj ich sicet u+v a sucin u-v
st algebraické proky.

Dékaz. Vieme, Ze v je algebraicky prvok nad F, teda je to aj algebraicky prvok nad F(u).
(Je korenom polynému s koeficientami z F', tieto koeficienty sticasne patria do F'(u).)

To znamend, ze F'(v) je konecné rozsirenie F'(u). Stc¢asne F'(u) je koneéné rozsirenie F,
Cize z dosledku mame, Ze F(u)(v) je koneéné rozsirenie pola F.

Preto kazdy prvok pola F(u)(v) je algebraicky nad F, $pecidlne to plati aj pre prvky
u—+v, u-v. ]

Poznamka 14.4.13. Ak sa v nadpoli K pozerame na vsetky algebraické prvky, tak tato
mnozina je uzavreta na sucin a sicet. Uz skor sme ukazali, Ze je uzavreta aj na inverzné prvky
(dosledok [14.4.7). Teda mnozina vSetkych algebraickych prvkov nad F (leziacich v rozsirent
K) opét tvori pole.

Priklad 14.4.14. Uvazujme rozsirenie Q(v/2,v/3) pola Q, t.j. najmensie podpole C obsahu-
jice QU {v/2,v/3}.

Vieme, ze Q(v/2) = {a + bv/2;a,b € Q} a Q(v3) = {a + bV/3;a,b € Q}, éize [Q(V2) :
Q) =2aj [Q(v/3): Q] =2

Pole Q(v/2,v/3) mdzeme chépat ako rozsirenie pola Q(v/2), konkrétne plati

Q(v2,v3) = Q(vV2)(V3).

(Na oboch stranich rovnosti je najmensie pole obsahujiice Q U {v/2,1/3}.)

Vypoditajme stupen [v/3 : Q(v/2)]. PretoZe /3 je koreii polynému z? — 3 (s koeficientami
z Q(v/2)), jeho stupeii je najviac 2. Stupen 1 by tento prvok mal iba ak by patril do Q(v/2).
Z predpokladu v/3 = a + by/2 pre nejaké a,b € Q viak dostaneme

3 =a? + 20% + 2abV2

a z tejto rovnosti:
a) pre ab # 0 vyplyva v/2 € Q, ¢o je spor;
b) pre b = 0 vyplyva v/3 = a € Q, spor;
c) pre a = 0 vyplyva /3 = b\/2, ¢ize /6 = 2b € Q, spor.

Teda plati [Q(v/3) : Q(v/2)] = [V3 : Q(v/2)] = 2, z ¢oho dostaneme na zéklade predché-
dzajuicej vety

[Q(V2,v3): Q] =[Q(V3) : Q(V2)] - [Q(v2) : Q] =4

a z baz 1,v/2 pre Q(v/2) nad Q a 1,v/3 pre Q(v/2,v/3) nad Q(v/2) vieme vytvorit bazu
1,v2,v/3,v6 pre Q(v/2,v/3) nad Q, teda plati

Q(V2,V3) = {a+bv2 + ¢V3+dV6;a,b,¢,d € Q}.
Vsimnime si, ze
Q(v2,v3) =Q(V2 + V3),
lebo kazdé nadpole Q, ktoré obsahuje u = /2 + /3, musi obsahovat aj
1 1 3—v2
= . V3-V2 =3 -2,
W VIEVE VB2
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348 Algebraické rozsirenia

a teda obsahuje aj prvky

VB=2(VE+VE) + 5(VB- VD),

1 1
\/EZ 5(\/§+\/§) - 5([* \/5)
D4 sa dokazat, Ze nieCo podobné plati vSeobecne — kazdé konecné rozsirenie Q je jednoduché.

(Podobne pre Iubovolné pole nekoneénej charakteristiky.)
V&imnime si, Ze mocniny prvku v/2 + /3 vieme vyjadrit ako linedrne kombinacie 1, v/2,

V3, V6, konkrétne

(V2+V3) =1
(V2+V3)' =v2+ V3
(V2+V3)2=54+2V6
(V2+V3)? =11vV2 +9V3
(V2 +V3)* =49 +20V6
Méme teda 5 vektorov (1,0,0,0), (0,1,1,0), (5,0,0,2), (0,11,9,0), (49,0,0,20) v priestore
dimenzie 4 — st teda linearne zavislé a riesenim stistavy linedrnych rovnic vieme néjst nenulové
koeficienty také, ze prislusnd linearna kombindacia tychto vektorov je nulovy vektor.
Dostaneme tak 1 — 10u? + u* = 0, ¢o znamena, Ze

1022 + 1
je minimalny polyném prvku u = v/2 + /3. Teda
Q(vV2,V3) = Q[z]/(z* — 1022 + 1).
Mbzeme si ukdzat aj inti moznost, ako sa da najst m, (). Pre prvok u = v/2 4+ /3 mame
u—v2=3
(u—v2)?=3
u? —2v2u+2=3
u? —1=2v2u
(u? —1)? = 8u?
ut — 2u® +1 = 8u?
u' =100 +1=0
Zistili sme, Ze u je koreiom polynému z* — 1022 + 1, pri¢om tento polyném je normovany
a m4 raciondlne koeficienty. KedZe sme uz predtym videli, Ze [u : F] = 4, tak toto je presne
mininmélny polyném m,,(z).
Cvicenia

Uloha 14.4.1. Nech K je rozsirenie pola F' a u € K ~ {0} je korefiom polynému f(z) =

Cpnt™ 4 -+ + 17 + ¢o € Flz]. Najdite taky polyném z F|x], ktorého koretiom je u~'.
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Uloha 14.4.2. Nech F je koneéné pole a L je jeho rozsirenie stuptia d = [K : F]. Ukézte,
7e potom pre pocéty prvkov plati |K| = |F|%. Vedeli by ste s vyuzitim tohto faktu urobit iny
dékaz rovnosti [K : F] = [K : L] - [L : F] pre pripad, Ze F je konecné pole?

Uloha 14.4.3. Nech L je rozsirenie pola F a u € L. Dokéite, 7e ak [F(u) : F] = 5, tak
[F(u?): F] =5.

Uloha 14.4.4. Ak [L : F] je prvoéislo, tak pre kazdé u € L plati u € F alebo F(u) = L.

Uloha 14.4.5. V poli Q(¥/2) néjdite inverzny prvok ku 1 — 2¢/2 4+ /4 (treba ho vyjadrit
ako a + by/2 + c¢V/4 pre vhodné a,b,c € Q.)

Uloha 14.4.6. Nijdite minimalne polynémy tychto éisel nad Q:

a) V2+1;b) 2-3V5; ¢) V3+V3:d) V2-V3ie) V2+ii ) 1+ V2 - Vi g) 515 + V4
h) 713:'2%; i) V2+v2

Uloha 14.4.7. Uréite stupeii viacnasobného rozsirenia a najdite bézu nad Q:

a) Q(v3,V5); b) Q(i,v2); ¢) Q(V/5, ¥/25); d) Q1 +v2,1—/8)

Uloha 14.4.8*. Ak4 je kardinalita mnoziny Q[z]? Ak4 je kardinalita mnoziny vSetkych ¢isel,
ktoré moézeme dostat ako korene polynémov s raciondlnymi koeficientami? Viete na zaklade
toho zdovodnit, Ze existuje aspon jedno redlne éislo, ktoré je transcendentné? (T.j. aspon
jedno ¢islo a € R, ktoré nie je korenom ziadneho polynému f(x) € Q[z].)

14.5 Rozkladové polia

Definicia 14.5.1. Nech F je pole, f(x) € F[x] je nekonstantny polyném. Rozsirenie K pola
F nazyvame rozkladovym polom polynému f(x) nad F, ak existuji ¢ € F, uy,...,u, € K
také, ze L = F(uy,...,u,) a f sa dd nad L rozlozit ako

f(x) =clx —ur)(x —uz) ... (¢ —uy).
V priklade [14.3.8 sme vlastne zostrojili rozkladové pole polynému 2 + = + 1 nad Zs.

Veta 14.5.2. Nech F je pole, f(x) € Flz]| a st f =n > 0. Potom existuje rozsirenie K pola
F, ktoré je rozkladovym polom polynému f(x).

Doékaz. Indukciou vzhladom na n. Ak n = 1, tak je rozkladovym polom priamo F'.

Nech teraz n > 1 a tvrdenie plati pre vSetky polynémy stupna mensieho ako n nad
Iubovolnym polom. Podla vety existuje rozsirenie pola F, v ktorom m4 f aspon jeden
koren u. (Staci vo vete za p(z) zobrat ktorykolvek ireducibilny polyném deliaci f(z).)
Uvazujme pole F(u). Polyném f(x) mozno nad F(u) rozlozit ako (z—u)g(zx), pricom st g < n.
Nech F(u)(ua, ..., up) je rozkladové pole g(z) nad F(u). Lahko vidime, ze F(u)(ug, ..., uy,) =
F(u,us,...,u,) je rozkladové pole polynému f(x). (Polyném f(z) v fiom mozno rozlozit na
sucin koretiovych ¢initelov a toto pole je generované n korenimi polynému f(z).) O

Predchadzajica veta hovori, ze pre dany polyném stupna n existuje pole v ktorom tento
polyném mé n koretiov. Steinitzova veta[L0.4.16] ktord sme si uviedli bez dokazu, je podstatne
silnejsi vysledok — tam méme jediné pole, ktoré spliia ttto vlastnost pre vietky polynémy
z Flz].

Dalej ukazeme Ze rozkladové pole polynému f(z) nad polom F je uréené jednoznacne az
na izomorfizmus. (V dokaze sme svedkami situdcie, s ktorou sme sa uz viackrat stretli — pri
dokaze indukciou je niekedy vyhodnejsie dokazovat o nieco silnejsie tvrdenie, pretoze potom
ndm silnejsie predpoklady moézu zjednodusit dokaz indukéného kroku.)
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350 Rozkladové polia

Veta 14.5.3. Nech ¢: F — F' je izomorfizmus poli, f(z) € Flx] a f'(x) € F'[z] je poly-
ném, ktory ziskame z f(x) aplikovanim ¢ na vietky koeficienty polynému f(x). (V oznacend
z pozndmky [14.3.19 to znamend f'(z) = $(f(z)).) Ak K je rozkladové pole polyndému f(z)
a L je rozkladové pole polynému f'(x), tak existuje izomorfizmus o: K — L, ktory navyse
rozsiruje @, t.j. olp = p.

Dékaz. Dokaz urobime indukciou vzhladom na stupen n polynému f(z).

1° Ak stupeni f(x) je 1, tak jeho rozkladovym polom je priamo pole F. Teda v tomto
pripade tvrdenie plati.

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre Tubovolni dvojicu izomorfnych poli a lubovolny
polyném stupiia mensieho ako n. Nech K = F(ug ...u,) je rozkladové pole polynému f(x)
nad polom F a nech L = F'(v; ... v,) je rozkladové pole f’(x) nad F’. Potom tieto polynémy
mozeme rozlozit ako f(z) =c(z —uy)...(x —up) a f'(z) =(x —v1) ... (x — vp).

Stcasne mame K = F(uq)(uz ... up) (t.j. K je rozkladové pole polynému f(x) nad F(u))
a takisto L = F'(v1)(vs ... v,). NavySe mdzeme predpokladat, Ze uq a v1 s korenmi navzajom
si zodpovedajucich ireducibilnych faktorov polynémov f(x) a f'(x). (To sa d4 dosiahnut
pripadnou vymenou koreriov.) Potom st podla vety mozno izomorfizmus ¢ rozsirit
na izomorfizmus o’: F(u;) = F'(v1) taky, ze o'|r = . Na zdklade indukéného predpokladu
mozeme potom tento izomorfizmus rozsirit na izomorfizmus o: K — L. O]

Désledok 14.5.4. Lubovolné dve rozkladové polia polynému f(x) nad F si izomorfné.

Predchadzajuci vysledok nam umoznuje dokazat uplnu charakterizaciu konecnych poli.
Vieme uz, ze pocet prvkov kone¢ného pola musi byt mocninou prvocisla. Dokazeme, ze pre
kazdé g = p™ (p je prvocislo) existuje g-prvkové pole a je uréené jednoznaéne az na izomor-
fizmus.

Veta 14.5.5. Nech q = p™, kde p je prvocislo a n > 0 je prirodzené cislo. Potom existuje
(aZ na izomorfizmus jediné) q-prvkové pole. Je to rozkladové pole polyndmu x9 — x nad Z,.

Dékaz. Kedze pole s uvedenymi vlastnostami méa charakteristiku p, obsahuje ako svoje pod-
pole Zj,.

Najprv si vSimnime, ze ak ¢g-prvkové pole existuje, musi to byt skutocne rozkladové pole
polynému z? — z nad Z,. Vyplyva to z toho, Ze pre kazdé = # 0 plati 29~ = 1. (Dostaneme
to z Lagrangeovej vety — pozri dosledok alebo tiez z uloh ¢i ) Teda
skutoc¢ne kazdy prvok pola F' je korenom polynému x? — x. Zistili sme teda, ze x9 — x ma
v tomto poli ¢ navzajom réznych korenov a teda sa dé rozlozif na sicin linedrnych faktorov.

(Konkrétne sa da rozlozit ako 24 —x = [] (x — u).)
ueF
Staci nam teda overit, ze rozkladové pole polynému x? — x m4 prave g prvkov. Vsimnime

si, Ze v poli charakteristiky p plati (a + b)? = a? + bP a dokonca aj
(a+b)?=a?+ b7

(pozri tvrdenie To znamend, ze korene polynému x?¢ — z s uzavreté vzhladom na
s¢itovanie. Liahko potom vidno, Ze st uzavreté aj na rozdiel a nasobenie.

Vieme dostat aj uzavretost vzhladom na inverzné prvky - ak nejaké nenulové a spiﬁa
a? = a, a teda aj a?"! = 1, tak aj pre inverzny prvok plati (a7 1)9 ' =1aaj (a71)? =a L.
Je teda koreriom toho polynému z? — z.

Teda samotné korene uz tvoria pole — bude to rozkladové pole polynému z¢ — z, ktoré
mé prave ¢ prvkov — ¢ réznych koreniov tohoto polynému. (Pomocou tvrdenia lahko
ukézeme, ze polyném x? — x nemé nasobné korene, kedze jeho derivacia je —1. Tento fakt
mozeme zdovodnit aj bez pouzitia formalnej derivacie — tloha ) O

350

{rozklpol:VTJ



KAPITOLA 14. POLIA 351

Priklad 14.5.6. V priklade[14.3.8|sme videli priklad 4-prvkového pola. Podla predoslej vety

by to malo byt, az na izomorfizmus, prave rozkladové pole polynému z* — x.

Skutocne sa mbzeme presvedcit, ze v tomto poli dostaneme
et —r=2ttr=c@@+ ) =@+ D)@+ + ) =2@+ Dz +u)(z+u+l).
Teda tento polyném sa da rozlozif na korenové ¢initele, pricom korene st prave vsetky prvky

pola: 0, 1, u, u+ 1.

Cvicenia
{rozkpolcvic:ULOXN-1}
Uloha 14.5.1. Nech F je pole a ¢ € F. Ozna¢me f(z) = a™ — 1.

a) Ukazte, ze ak ¢ je koren polynému f(x), tak
fx)=(z—c)(a" '+ a2+ "3 R Y.
b) Ukézte, ze ak f(z) mé ndsobny korenn F, tak F' mé koneén charakteristiku a char(F') | n.

. {rozkpolcvic:ULONEMANASO
Uloha 14.5.2. Ukazte s pouzitim tlohy |14.5.1] Ze polyném

flz) =2 —z
v poli charakteristiky p neméa nésobné korene.

Uloha 14.5.3. Néjdite izomorfizmus medzi polami Zs[z]/(z? + 1) a Zs[z]/(2? + 2 + 2).
(Poznéamka: Z vysledkov v tejto kapitole vieme dostat, ze obe s 9-prvkové polia a teda nutne
musia byt izomorfné. V tejto tlohe by sme chceli priamo néjst konkrétny izomorfizmus.)

Uloha 14.5.4*. a) Ukdzte, ze Zs[x]/ (2% 4 2 + 2) je pole. Kolko mé prvkov?
b) Néjdite rozklad polynému x2? + 1 v tomto poli na ireducibilné polynémy.
c) Najdite rozklad polynému z* + 1 v tomto poli na ireducibilné polynémy.
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Kapitola 15

Symetrické polynémy

15.1 Zakladna veta o symetrickych polynémoch

Symetrické polynémy som robil presne podla [KGGS]. Nebudem tu preto k nim pisat po-
znamky. Jediné miesto, ktoré som robil inak, bol ddkaz jednoznacnosti v zdkladnej vete
o symetrickych polynémoch (veta 5.8.3). Argument, ktory som pouzil, je zhruba rovnaky ako
v [Il Theorem 8.7] — snazil som sa ho tu rozpisat o ¢osi podrobnejsie.

Dokaz jednoznacnosti. Mame ukézat, ze ak pre nejaké polynémy p, ¢ v n-premennych plati

p(A1(z1y . yxn), . Az, xn)) = q(Ar (21, o), o A1, o )

tak sa polynémy p a g rovnaju.

Namiesto predchédzajiceho zdlhavého zépisu budeme pisat strucnejsie p(Ai, ..., An),
vzdy sa tym mysli, ze ide o polynémy v premennych x1,...,x,.

Najprv ukazeme, Ze tvrdenie plati v pripade, ze jeden z polynémov je nulovy, t.j. plati

t(Al,,An):Oit(l’l,,:L‘n):O (151)

(Obidve rovnosti v predchadzajicom riadku chdpeme ako rovnosti polynémov — ¢ize musia
sa zhodovat prislusné koeficienty.)

Postupujme sporom. Predpokladajme, Ze v polynéme ¢(z1,...,z,) zapisanom v normal-
nom tvare mame nejaké nenulové ¢leny. Pripomenme, Ze z nenulového ¢lenu aa:]f L. zFn takto
dostaneme polyném aA¥* ... Ak ktory mé podla lemy 5.8.3 vediici ¢len ax

Nie je tazké overit, ze priradenie (ki,...,kn) — (k1 + ko -+ kn, ko - + kn, ..., kn) je
injektivne. To znamen4, Ze ¢len s rovnakym systémom exponentov nemdzeme dostat ako
veduci ¢len z niektorého z ¢lenov polynému t(x1,. .., Zy,).

Mame vsak dostat t(Aq,...,A,) = 0, to znamend, Ze Clen ax ..xkn
sa, musi niekde vykratit. Z predchadzajtceho vyplyva, ze sa mdze vykratit len s Clenom
polynému bA' ... Blr ktorého vedici ¢len mé (v lexikografickom usporiadani) ostro vyssi
systém exponentov. Vedtci ¢len tohto polynému sa opéf musi nejako vykratif a opat to
moze byt jedine s nejakym polynémom, ktory ma vyssi veduci ¢len. Takto by sme museli
postupovat do nekonec¢na, ¢o sa vSak neda, lebo polyném m4a iba konecéne vela ¢lenov.

Akonéhle mame dokézand implikaciu , stac¢i ju pouzit pre rozdiel polynémov p — ¢
a dostaneme dokazované tvrdenie. O

kitko-+kn ko-+kn
1 To :
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Cvicenia

Uloha 15.1.1. ZapiSte dany symetricky polyném pomocou zékladnych symetrickych poly-

némov:

a) f(ay,xe,23) =

b) f(z1,22,73) = > 23ws = 23w + 2123 + 2323 + 1124 + 2373 + W21

C) (ZEl,IQ, 3) (ZEl +I2)(l’1 +1‘3)(1‘2+I3)

d) f(z1, @2,23) = $1+~T2+~T§

e) f(x1,ro,w3) = 23 +x2+x3

[Vysledky a) f A A2 - 2A2 A1A3; b) f = A1A2 - 3A3; C) A1A2 - Ag; d) A% - 2A2, e)
— 34145+ 343 ]

lexg = xlxg + x1x2 + .’171.’133 + m1x3 + x2x3 + xgxg

Uloha 15.1.2. Je zadany polyném symetricky? Vyjadrite ho pomocou zékladngch symet-
rickych polynémov:
a) xl + :c2 + ac3 — 3z12973;

b) xl —|— x5 —|— xg — 2x1x2 - 2x1x3 - 2x2x3,

c) zi3 +atad + afad + afad + 23w + 23ad;

d) (a7 + 23)(af + 23) (23 + 23);

e) (2x1 — xo — x3)(2x9 — ¥y — w3) (23 — 1 — T2);
£) (21— 22)*(21 — 23)% (22 — 23)?

Uloha 15.1.3. Ukézte, Ze pre symetrické polynémy v n premenngch, kde n > 3, plati
Zl’%(tg = A1A2 - 3A3

Uloha 15.1.4. Nech 21 53 € C sit korene rovnice 2° — 5z + 11 = 0.
a) Ak4 je hodnota vyrazu (z1 — x2)? + (z1 — 23)% + (22 — 23)%?
b) Aké je hodnota vyrazu z3 + 23 + 237

Uloha 15.1.5. Néjdite (v C) rieSenia ststavy rovnic
r+y+z=4
I I
24yt 4+22=4
(Mbzu sa vam hodit nejaké veci, ktoré ste uz vyréatali v dlohe [15.1.1| a Vietove vztahy.)

Uloha 15.1.6. Najdite rieSenia vietky danej ststavy nad C:

a+b+c=4
(a+b)(b+c)(c+a)=18
1 1 1 5
aTrTeT

Uloha 15.1.7. Najdite vetky rieSenia danej ststavy v C:

r+y+z=1
?+y +22=35
o+ S 422 =97
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Dodatok A

Zakladné fakty z tedrie cCisel

V tejto Casti spomenieme niektoré zakladné fakty z teodrie Cisel. Mnohé z nich by ste mali
poznat zo strednej skoly a tiez z inych predmetov na vysokej skole.

V texte pouzivame najma fakty tykajice sa delitelnosti a prvocisel — ktoré by vam mali
byt zndme. Uvadzame tu nejaky prehlad, pricom st uvedené bez dokazu. Spomenuli sme aj
zékladné veci o kongruencidch — hoci ich v tomto texte nevyhnutne nepotrebujeme. Zdalo sa
to vsak prirodzené, pretoze takyto typ kongruencie je Specidlny typ okruhovej kongruencie,
ktort zavadzame pri faktorovych okruhoch. Takisto bolo vhodné na tomto mieste spomentit
najvacsi spoloény delitel a Euklidov algoritmus — ide o pomerne zndmy algoritmus a tzko
suvisi aj s euklidovskymi okruhmi, ktorym sa v tomto texte zaoberdame.

A.1 Veta o deleni so zvySkom

Veta A.1.1 (Veta o deleni so zvyskom). Pre lubovolné a,b € Z také, Ze b > 0 existuji
jednoznacne urcené celé cisla q,r € Z také, Ze

a=qgb+r a0 <r<hb.

Cislo ¢ nazgvame podiel a ¢islo r zvySok ¢isla a po delend ¢islom b. Zuysok oznacujeme ako
r =amod b.

A.2 Delitelnost a prvocisla

Definicia A.2.1. Pre [ubovolné a,b € Z hovorime, ze a deli b prave vtedy, ked existuje celé
Cislo ¢ také, ze b = ac.
alb & (3c e Z)b = ac

Oznacujeme a | b. Ak pre a, b tdto podmienka neplati, pouzivame oznacenie a 1 b

Vztah a | b je teda vlastne len struéne zapisany fakt, Ze b je celoéiselnym ndsobkom &isla
a. Pre a # 0 to moézeme ekvivavalentne povedat tak, ze g €.

A.3 Kongruencie

Definicia A.3.1.
a=b (modn)
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a # b(mod n)
{tc:VIMFV}
Veta A.3.2 (Mald Fermatova veta). . Nech p je prvocislo, a € Z. Potom plati

a’? =a (mod p).

Ak pta, tak plati
a®™ ' =1 (mod p).

Nejaké moznosti ako sa d4 dokdzat tato veta sme videli v tlohéach a

A.4 Najvacsi spolocny delitel a Euklidov algoritmus

{tc:SECTNSD}
Niekedy je uzitocny nasledujuci vysledok.

{tc:TVRBEZOUT}
Tvrdenie A.4.1 (Bézoutova identita). Necha,b € Z a d = ged(a,b). Potom existuji x,y € Z

také, zZe
ar + by = d.

Zoberme si nejaké malé ¢isla, kde budeme vediet najst vhodné x a y aj skisanim. Napri-
klad pre a = 7 a b = 19 mdme d = ged(a,b) =
Systematickejsi pristup ako hladat vhodné z a y je pouzit rozsireny euklidov algoritmus.

Jeho popis sa d4 najst v Casti — priklad [10.3.15| a priklad [10.3.16] (V tejto Casti sa

okrem celych ¢éisel venujeme tomuto algoritmu aj pre polynémy.)
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{APLINREK}

{rekur :EQREK}

{rekur:PRIKLFIB}

Dodatok B

Linearne rekurencie

TODO linedrne homogénne rekurencie s konstantnymi koeficientami
Budeme sa teda zaoberat postupnostami, ktoré si uré¢ené podmienkou tvaru

Ap =cp—1An_1 +cp—2An_2+ -+ c1An_p41 + coAn—i (B.1)

kde co, ..., ¢, s nejaké zadané konstanty a (A,)52, je postupnost urc¢end uvedenym predpi-
som. Budeme predpokladat, ze vSetky konStanty ci a aj ¢leny postupnosti Ay st komplexné
Cisla a ze ¢y # 0.

Asi je pomerne Tahké vidiet to, Ze ak pozadujeme, aby postupnost (4,)22, vyhovovala
podmienke a sticasne mame zadané hodnoty pre Ay, ..., Ax_1, tak uz je celd postupnost
urc¢end jednoznacne. Konkrétne vidime, Ze zo zadanych hodnét je jednoznacne urcené ¢omu
sa rovna Ay. Z tychto hodndt uz potom mame jednoznacne urcené aj Ax,1, atd

Ap =cp1Ap_1 +cp2Ap 2+ +c1Ar + Ao
Apt1 = ci—1Ap + cp—2Ap—1 + -+ 1A + coAy
Apto = cl—1Ap1 + cl—2Ap + - + 1Az + coAa

Priklad B.0.1.
Definicia B.0.2.
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Dodatok C
Komplexné cisla

Zakladné vlastnosti komplexnych ¢isel mozete najst vo velkom mnozstve vysokoskolskych i
stredogkolskych uéebnic, ako napriklad [I, Kapitola 13], [KMS, Kapitola I1.10], [Sml], [BI] a
mnoho inych. Kniha [AA] sa venuje komplexnym ¢islam od zdkladnych poznatkov az po ich
pouzitie v tlohach olympiadneho charakteru.

Niektori z vas preberali komplexné c¢isla na strednej skole, pre tych, ktori ich nemali, sa
tu poktsime zhrnit ich najdolezitejsie vlastnosti, ktoré budete potrebovat.

C.1 Definicia komplexnych cisel, algebraicky tvar kom-
plexného cisla

Vieme, ze v redlnych ¢islach nemé rovnica
2 =-1

riesenie. (Pre kazdé realne ¢islo plati 22 > 0.) Co by sme potrebovali urobit, keby sme chceli
dostat ¢iselny obor, v ktorom tato rovnica bude mat rieSenie? Znamen4 to vlastne, ze chceme
k redlnym c¢islam pridat nejaké ,nové“ ¢isla a zadefinovat na nich scitovanie a nasobenie
tak, aby sa tieto operdcie spravali podobne ako pre redlne ¢isla. (Pod slovom ,podobne*
rozumieme to, Ze novovytvoreny ¢iselny obor méa byt pole.) Ideme sa teraz pokusit zadefinovat
takéto pole, ktoré potom nazveme polom komplexnych c¢isel.

Ur¢ite musime teda pridat aspon jedno riesenie rovnice z2
ho nazyvat imagindrna jednotka. Teda

= —1. Oznac¢ime ho 7 a budeme

i =—1. (C.1)

Pretoze chceme, aby komplexné ¢isla obsahovali vSetky redlne ¢isla musime potom pridat aj
¢isla tvaru b.z, pre Tubovolné b € R a aj cisla tvaru a + bi pre Iubovolné a € R. Ukazeme si,
Ze tieto ¢isla uz postacia na to, aby sme vytvorili pole.

Definicia C.1.1. Komplexnym c¢islom budeme nazyvat Iubovolné ¢islo tvaru
a + bi,
kde a,b € R. Mnozinu vSetkych komplexnych ¢isel oznacujeme

C = {a+bija,be R}
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{komplex:EQSUCET}

{komplex:EQSUCIN}
{komplex:PRSUCIN}

{komplex:EQMOCi}

358 Definicia komplexnych cisel, algebraicky tvar komplexného ¢isla

Zapis komplexného ¢isla v tvare a+ bi nazyvame algebraicky zdapis komplexného ¢isla. Pri-
tom a sa nazyva redlna cast komplexného c¢isla a bi sa nazyva imagindrna cast komplexného
¢isla. Pre komplexné ¢islo z = a + bi oznacujeme jeho redlnu cast Re z = a a imagindrnu cast
Im z = bi. (Niekedy sa tiez pouziva oznacenie Rz a Sz.) Cislo, ktoré mé nulovii redlnu cast,
sa nazyva rydzoimagindrne.

Komplexné ¢islo je jednoznacne urcené svojou redlnou a imaginarnou castou, teda dve
komplexné ¢isla z; = a1 + b1t a 29 = as + bai sa rovnaju prave vtedy, ked

a; =as a by = b

Poznamka C.1.2. Definiciu komplexnych ¢isel mézeme chapat takym spdsobom, ze sme
zaviedli nejaky novy symbol i a komplexné ¢isla st formalne zapisy tvaru a + bi, pricom a, b
st lubovolné realne cisla.

Ina moznost by bola definovat komplexné ¢isla ako usporiadané dvojice redlnych cisel a
dohodnt sa, Ze namiesto (a,b) budeme pouzivat zapis a + bi. (VSimnite si, Ze takyto pristup
zodpoveda tomu, ze 2 komplexné ¢isla povazujeme za rovnaké prave vtedy, ked maja rovnaké
obe zlozky.)

Pri prvom pristupe (formdlne zapisy tvaru a+bi) je jasné, Ze realne ¢isla sit podmnozinou
komplexnych ¢éisel. (Kazdé redlne ¢islo a sa d& vyjadrit ako a 4 0i, teda je prvkom mnoziny
C.) Pri druhom pristupe redlne ¢isla stotoZnime s mnozinou {(a,0);a € R}. S¢itovanie a
nasobenie definujeme tak, aby korespondovali so sCitovanim a nasobenim redlnych cisel.

Pomocou nového symbolu ¢ sme zaviedli nejakit mnozinu, ktorej prvky sme nazvali kom-
plexné ¢isla. Dalej by sme na tejto mnozine chceli zaviest operacie séitovania a nasobenia
tak, aby mnozina C s tymito operaciami tvorila pole.

Stucet 2 komplexnych ¢isel definujeme velmi prirodzenym sposobom — s¢itame ich realne
Casti aj imaginarne cCasti:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i (C.2)
Ak chceme, aby platila distributivnost, tak pre stéin ¢isel a + bi a ¢ + di musi platit
(a +bi)(c + di) = ac + bei + adi + bdi®
a z rovnosti potom mame
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (bc + ad)i (C.3)

Priklad C.1.3. (2+3i)+ (2—i) =4 +2i
(2+30)(2—i)=4—2i+6i+3="T+4i
(V2 +V20) (V2 +V2i) =2+ 2 +2i — 2 =4i

Oplati sa zapamaétat si, ze

i'=i i?=-1 PP=—i it=1

JARL o Akt2 g 4kt3 _

(C.4)

Poznamka C.1.4. Néasobenie a s¢itovanie by sme definovali analogicky, keby sme komplexné
¢isla chapali ako dvojice redlnych ¢isel, pozri tloha |3.3.11
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Dolezité je, ze takto definované operéacie + a - sa spravaju ,rozumne“. Inak povedané,
radi by sme ukézali, ze (C,+,-) je pole.

Niektoré z vlastnosti pola si zrejmé takmer okamzite. Komutativnost a asociativnost
operacie + sa overi lahko. Neutralny prvok tejto operacie je 0 = 0 + 0¢ a inverzny prvok k
a—+bije —(a+bi) = (—a)+ (—b)i. Z toho Specidlne vyplyva, Ze komplexné ¢isla vieme aj
odcitovat,

(a+bi)— (c+di) = (a—c)+ (b—d)i.

(Mbzete si vSimnut, Ze ak sa na komplexné ¢isla pozerame ako na dvojice redlnych ¢&isel, tak
je to t4 istd operdcia, ktori sme zaviedli v dlohe|3.2.1), resp. v priklade kde sme videli,
Ze dvojice redlnych ¢isel mézeme chépat ako vektorovy priestor.)

V pripade operécie - mame o trochu komplikovanejsiu situdciu. Jej komutativnost je jasna
priamo z definicie. Skiisme overit asociativnost. Teda mame 3 komplexné ¢isla z; = a + bi,
29 =c¢+di a z3 = e+ fi a chceme priamym vypoctom (teda na zéklade definicie ndsobenie)
overit z1(z223) = (2122)23.

z1(2223) = (a4 bi)[(c + di)(e + fi)] = (a + bi)[(ce — df) + (cf + de)i] =
= (ace — adf — bef — bde) + (acf + ade + bee — bdf)i

(z122)23 = [(a + bi)(c + di)](e + fi) = [(ac — bd) + (bc + ad)i|(e + fi) =
= (ace — bde — bef — adf) + (acf — bdf + bce + ade)i

Vidime, ze v oboch pripadoch sme dostali taky isty vysledok.

Lahko sa overi, Ze neutralny prvok pre nésobenie je 1 = 1 + 0s.

Potrebovali by sme este zistit, ¢i vieme komplexné ¢isla delit (z toho dostaneme existenciu
inverzného prvku). Delit komplexnym ¢islom ¢ + di mdzeme iba vtedy, ak je toto ¢islo rézne
od nuly. Teda ¢ + di # 0 + 04, ¢o znamend, Ze bud ¢ # 0 alebo d # 0. Spdsob, akym to
urobime, sa podobéa na trik, ktorym obvykle odstranujeme z menovatela odmocninu.

a+bi  a+bi c—di (a+0bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad)i ac+bd bc—ad.

ct+di c+di c—di (c+di)(c—di) 2+ d? 702+d2+02+d22
(C.5)
Vsimnime si, Ze ak je aspon jedno z redlnych ¢isel ¢, d nenulové, tak ¢ + d? > 0, ¢ize
v predchddzajicom vyraze nevystupuje v menovateli nula.

p 1+2i _ (A429)(249) _ 50 _ ;
Priklad C.1.5. 2 = e = 5 =

Jedind vlastnost z definicie pola, ktort sme zatial neoverili, je distributivnost, t.j.
z1(22 + 23) = 2123 + 2223.

Tato vlastnost sa opit da overit priamym vypoctom (dloha (C.4.3).
Overenim jednotlivych vlastnosti sme dokézali:

Veta C.1.6. Komplexné ¢isla s operaciami + a - definovangymi vztahmi (C.2)) a (C.3|) tvoria
pole.

Akondhle mame dokdzanu tato vetu, vieme, ze pre komplexné ¢isla mdzeme pouzivat
vSetky vlastnosti z tvrdenia [3.3.4] a takisto vlastnosti, ktoré sme dokézali v cviceniach v casti
3.3l (Takisto, kedZze sme sa naudili riesit sustavy linedrnych rovnic, poéitat determinanty,
inverzné matice a mnohé dalsie veci v Tubovolnom poli, vieme to robit aj v poli komplexnych
Cisel.)
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{komplex:ULOOL}

Geometricka interpretacia komplexnych ¢isel, goniometricky tvar, Moivrova
360 veta

Cislo a — bi, ktorym sme rozsirili ¢itatel aj menovatel pri vypocte podielu dvoch kom-
plexnych ¢isel (pozri (C.5) a priklad [C.1.5)) sa vyskytuje v stvislosti s ¢islom a + bi pomerne
casto.

Definicia C.1.7. Komplexne zdruzZengym cislom k ¢islu z = a + bi nazyvame ¢islo Z = a — bi.

Uloha C.1.1. Overte, Ze plati (pre Tubovolné z, 21, z5 € C)

z2=7Z & z je realne
z=—Z & z je rydzoimaginarne

Symbol |z| oznacuje absolitnu hodnotu komplexného éisla z. Ak z = a + bi, tak absolitna
hodnota je definovand ako |z| = va? + b2. (Budeme sa jej venovat o chvilu.)

C.2 Geometricka interpretacia komplexnych cisel, goni-
ometricky tvar, Moivrova veta

Ako sme uz spomenuli, komplexné ¢isla mozeme stotoznit s dvojicami redlnych cisel. Takisto
vieme, ze dvojiciam redlnych é&isel vieme jednojednoznacne priradit aj body v rovine. Cize
komplexné ¢isla moézeme chépat aj ako body v rovine. V tejto podkapitole uvidime, ze takéato
interpretacia komplexnych ¢isel poskytuje zaujimavi interpretaciu pre scitovanie a nasobenie
komplexnych ¢isel.

a+ bi

Obr. C.1: Znézornenie komplexného ¢isla v rovine

Ked stotoznime komplexné ¢islo s bodom v rovine, mézeme sa pozriet na jeho vzdialenost
od pociatku siiradnicovej stuistavy a na uhol, ktory zviera s osou . Majme komplexné ¢islo
z = a + bi, ktorému zodpovedd bod (a, b). Z Pytagorovej vety vieme vzdialenost od pociatku

uréit ako

r=+/a%+ b2
a uhol medzi spojnicou bodov (0,0), (a,b) a osou x sa dd zistif z rovnosti cosp = 2 a
sin ¢ = 2. Pre tieto hodnoty r a ¢ plati

T

a+ bi =r(cosp +isiny).
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Definicia C.2.1. Zapis komplexného ¢isla v tvare
z =r(cosp + isingp)
nazjvame goniometricky zdpis komplexného é&isla. Cislo r = Va2 + b2 nazyvame absolitna

hodnota alebo tiez modul komplexného ¢isla z a oznacujeme ho |z|. Cislo ¢ také, 7e a = r cos ¢
a b = rsin ¢ nazyvame argument komplexného ¢isla z.

Priklad C.2.2. Poktsme sa previest do goniometrického tvaru ¢islo z = 1— V/3i. Dostédvame
r = |z| = +v/1+ 3 = 2. Z toho dostédvame, Ze pre argument Cisla z musi platit

1
cosp =5

sinp = —

|5

RieSeniami prvej rovnice si prave uhly
T
o ==x—+2kr
3
pre k € Z. Ked vezmeme do tvahy, ze sinus ma byt zaporny, dostaneme
T
= —— + 2km.
LA

(Tym je uhol ¢ uréeny az na nasobok 27. Otocenie o uhol 27 okolo pocdiatku samozrejme
bod v rovine nemeni.)

Obréatene, ak mame dany goniometricky tvar komplexného ¢isla, Tahko ho prevedieme na
algebraicky tvar. Napriklad

\/§<c082+isin£) \@(?Jr?z) =1+:.

Nasledujiica veta hovori, ze ak mame komplexné cisla zapisané v goniometrickom tvare,
tak pri ich vynésobeni sa vyndasobia ich absolitne hodnoty a ich argumenty sa sc¢itaju.

Veta C.2.3 (Moivrova veta). Nech z1 = ri(cosa +isina) a zo = ro(cos 8+ isin 3). Potom
pre ich sucin plati
z122 = rira(cos(a + B) + isin(a + B)). (C.6)

Specidlne z toho vyplijva, Ze pre absolitne hodnoty plati
|z122] = |21] - |22]. (C.7)

Doékaz. Overme najprv rovnost (C.7). Oznatme z1 = a + bi a 20 = ¢ + di, teda z129 =
(ac — bd) + (ad + be)i. Upravujme najprv |z122|. LepSie sa ndm bude pracovat bez druhej
odmocniny, preto tento vyraz umocnime na druht.

{komplex:VIMOIVRE}

{komplex:EQMOIVRE}

{komplex:EQABS}

|z122|% = (ac—bd)?+(ad+bc)* = (a?c®—2abed+b*d*)+(a’d*4+-2abcd+b*c?) = (ac)*+(bd)*+(ad)?+(bc)?

Teraz sa pokisime upravit |z1]? - |22|?

217+ |22]* = (a® + b°) (¢ + d°) = (ac)® + (ad)? + (be)® + (bd)*
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362 Riesenie rovnic v komplexnych ¢islach

Vidime, 7e v oboch pripadoch sme dostali rovnaky vysledok. Teda |z122]? = (|21].|22])2.
Pretoze ide o nezaporné ¢isla, mézeme ttto rovnost odmocnif a méame

|z122| = |21] - |22]-
Stdin éisel z; = r1(cosa + isina) a zo = ro(cos B + isin 8) moZeme upravit ako
2129 = rira(cos a+isin a)(cos f+isin 5) = r17a[(cos a cos f—sin asin 5)+i(cos asin S+sin a cos 5)].
Na zéklade goniometrickych identit (zndmych zo strednej skoly) vidime, ze
2129 = rira(cos(a + B) + isin(a + 38)).

Uz vieme, Ze |z122| = rire. Teda CGislo 2129 skutoéne mozno vyjadrit pomocou argumentu
a—+ . O

Dosledok C.2.4. Akn €N az=r(cosa+isina), tak

2™ =r" (cos(na) + isin(na))
Tento vztah medzi nasobenim komplexnych ¢isel a s¢itovanim uhlom umoznuje elegantné
odvodenie mnohych trigonometrickych identit.

Priklad C.2.5. Umocnenim éisla cos «a + i sin « na n-ti pre n € N dostaneme

n
(cosa +isina)™ = cos(na) + isin(na) = E (n) i" cos? asin™ Y
: J
j=0

Ked teraz pouzijeme (C.4) a rozdelime stcet na pravej strane na redlnu a imagindrnu cast,
vidime, zZe

n _ . n _ .
cosnx = cos" x — <2> cos" 2 xsin®z + (4) cos" tasintr— ...

. _ . n _ . n _ .
sinnx =ncos™ ! rsinz — (3> cos™ B xsin®z + <5) cos" P rsin®r — ...

C.3 Riesenie rovnic v komplexnych c¢islach

Délezita vlastnost komplexnych ¢isel je vyjadrena v nasledujiicej vete:

Veta C.3.1 (Zékladnd veta algebry). KaZdy nenulovy polyném s komplexnymi koeficientami
md koren v C. T.j. ak
fl@)=cpa™ + ...+ 1z + co,

tak existuje z € C také, Ze f(z) = 0.

Dokonca plati, Ze ak polyném f(zx) je stupnia n > 1, tak pocet koretniov vratane nidsobnosti
je prave n. (Ak f(z) = (x — 2)¥g(x) pre nejaky polyném g(z) a z nie je korefiom polynému g,
hovorime, ze ndsobnost korena z je k. K polynémom a nasobnosti korenov sa este dostanete
neskor v rdmeci predmetu algebra.)

Nie vsSetky rovnice takéhoto tvaru vSak vieme jednoducho riesit. Ukazeme si len dva typy
rovnic, ktoré sa daju riesit vcelku Tahko. Najprv uvidime, ze pri kvadratickych rovniciach
s realnymi koeficientmi mdzeme postupovat podobne ako v redlnych ¢islach.
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C.3.1 Kvadratické rovnice s realnymi koeficientmi

Najprv si vSimnime, Ze v komplexnych ¢islach (na rozdiel od redlnych) vieme riesit aj rovnicu

2% =r, kde r je zaporné redlne ¢&islo.

Vsimnime si, Ze kazdé zaporné realne ¢&islo vieme zapisat v tvare —a? pre nejaké a € R.
Teda vlastne riesime rovnicu

= —d?

4+ a® =0,
(x —ia)(z + ia) = 0,

ktorej rieSeniami si prave x = +ia.
Predpokladajme teraz, ze mame rovnicu tvaru

aa:2+bx+c:0,

kde a,b,c € R a a # 0.
Zopakujeme presne ten isty postup, ktorym sa zvykne na strednej skole odvodzovat vzorec
pre vypocet korenov kvadratickej rovnice — pouzijeme doplnenie na Stvorec.

ax?+bx+c¢=0

b\> b2
JR— —7:0
a<x—|—2a> e 4a

+£ 2_b2—4ac
a\ 2a a 4a

eri 2_b2—4ac
2a¢)  4a?

Oznaéime D = b? — 4ac. Ak D > 0, tak dostaneme

—-b++vVD

x1,2 = %

Ak D = 0, tak madme dvojndsobny koren z = —%. V pripade D < 0 mame rovnicu tvaru
22 =—(v/-D)? pre z = x+ %, o ktorej uz vieme, ze jej rieSeniami st 27 2 = +iv/—D. Z toho

dostaneme
—b+iv/—-D
2a '

(Pretoze D < 0, je —D je kladné redlne ¢islo a vyraz v/—D ma zmysel.)

T1,2 =

Priklad C.3.2. Rie$me rovnicu x2 + 4z + 5 = 0.
Dostaneme D =16 —20 = —4 a
—4+2i .
T19=—f1 = —2+1.
’ 2
Mohli by sme rovnaky postup ako v odvodeni vzorca pre korene kvadratickej rovnice
pouzit, keby boli koeficienty komplexné? V podstate 4no — ale na mieste, kde sme pouzili
odmocninu (inak povedané, riesili sme rovnicu 22 = %), zatial nevieme, ¢o robit v pripade,
ze D je komplexné ¢islo. Prave o niecom, ¢o sa da nazvat ,odmocninou“ z komplexného ¢isla,
sa dozvieme o chvilu.
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C.3.2 Binomické rovnice

Rovnicu tvaru 22 = a vieme vyriesit pre a € R (¢i uz kladné alebo zdporné). Skisme sa

zamysliet nad tym, ¢o by sa stalo, keby sme na pravej strane mali nejaké komplexné ¢islo.
Riesime teda rovnicu
" =z,

v obore komplexnych ¢isel. Sktisme ¢isla vystupujice v rovnici upravit na goniometricky tvar.
Nech teda 2 = r(cosa + isina) a z = |z|(cos ¢ + isin ). Potom dostaneme

r™ (cos(na) + isin(na) = |z|(cos ¢ + isin@)) .

Predchadzajiica rovnost je splnend prave vtedy, ked r™ = |z|, ¢ize

r= ¥l
ana = @+ 2km Cize
o 2k
oa=—+ —m,
n n
pre k =0,...,n — 1. (Ten isty bod znamend rovnaki vzdialenost od pociatku, uhol sa méoze

lisit o 2, lebo otocenie o nasobok 27 je identické zobrazenie. Staci pouzit k od 0 po n — 1,
lebo potom sa uz body zacnii opakovat — uhly sa bud li$it o nasobok 227 = 27.)

n
Priklad C.3.3. RieSme rovnicu 2* = 1+i. Najprv prevedieme pravii stranu na goniometricky
tvar: 24 = v/2(cos T +isin%). Pre x = r(cos ¢ + isin ) dostaneme

z* = rt(cos 4y + isin 4yp),

¢ize

Pre uhol ¢ dostavame

T T T
4o = — + 2k = — +k—.
© 4-1- T = © 16+ 2

Vsetky rieSenia danej rovnice st teda v/2 (cos({5 + k%) +isin(5 + k%)) pre k =0,1,2,3.

Niekedy sa zvykni vSetky rieSenia rovnice 2" = z nazyvat n-tgymi odmocninamsi komplex-
ného ¢isla z. Mdézeme si vSimnut, Ze vzorec

,_ —b+VD

2a

bude platif aj teraz ak symbol v D chiapeme v takom zmysle, ze zan mozno dosadif ktori-
kolvek z druhych odmocnin é&isla D. (Teda ktorékolvek komplexné &isla také, ze 22 = D.)

Priklad C.3.4. Vyriesme rovnicu 22 — (1 +4)z —2 —i = 0.
Dostaneme D = (1 +14)% + 4(2 + i) = 2i + 8 + 4i = 8 + 6i. Diskriminant prevedieme na
goniometricky tvar. Dostaneme

4 3
8 + 67 = 10(cos ¢ + isingp), kde cosp = g,singo =z

Komplexné odmocniny z tohto ¢isla st

U2 = V10 (cos (% + kw) + ¢ sin (% + kw)) ,
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pre k = 1,2. Pritom |cos £| = /5% = /2 alsin £ = /=53¢ 0

Z jednotkovej kruznice (na zéklade kvadrantu, v ktorom je ) vieme urdit aj znamlenko
kosinu a sinu, ¢ize dostaneme

U2 = :t(3 + Z)
Z toho dostaneme riesenia kvadratickej rovnice ako
1+i+(341)

2
T =241 xo = —1

T2 =

O sprévnosti rieSenia sa mozeme presvedcit dosadenim alebo rozndsobenim (z—2—i)(z+1) =
—(1+i)z—2—i.

Sposoby riesenia niektorych dalsich typov rovnic (kubické, bikvadratické, reciproké) naj-
dete napriklad v [KGGS| Kapitola 6].

C.4 Zopar dalsich veci suvisiacich s komplexnymi cis-
lami

Spomenieme velmi strucne niekolko dalsich faktov o komplexnych cislach.

Exponencidlny tvar komplexného ¢&isla. Casto sa stretnete so zdpisom komplexného
¢isla v tvare
r(cosp + isinyp) = re'?

alebo
cos  + i sin p = 1.

Bez toho, aby sme sa tym zaoberali hlbsie, tento zapis moézeme povazovat jednoducho za
skratku zdpisu goniometrického zapisu. (Z Moivrovej vety vieme, Ze ndsobenie komplexnych
Cisel s velkostou 1 funguje ako s¢itovanie exponentov = séitovanie uhlov.)

Kvaterniéony. Podobnym spdsobom ako komplexné ¢isla sa daja vybudovat kvaterniony.
V tomto pripade sa pridaju 3 nové prvky ¢, j, k, ktorych druhd mocnina je —1 a vhodne
sa pre ne zadefinuje sucin. Kvaterniény tiez maji geometricky vyznam, ich ndsobenie stuvisi
s vektorovym stc¢inom. Na rozdiel od komplexnych éisel vSak netvoria pole (ndsobenie nie je
komutativne.) Viac sa o nich mézete doéitat napriklad v [KGGS|, Podkapitola 4.7].

Komplexné ¢&isla sa nedajii usporiadat. Na redlnych ¢islach existuje relacia <, ktord
(okrem inych vlastnosti) splia

(i) Tubovolné dve redlne ¢isla si porovnatelné, teda plati asporl 1 z moZnosti z < y a
y<uw

(i) c<yny<z=z=y.
(iii) x<y=ax+z<y+z

(iv) 0<zAzx<y= axz<yz.
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366 Zopar dalsich veci stivisiacich s komplexnymi ¢islami

Na komplexnych ¢islach sa nedd zadefinovat relacia <, ktord by mala podobné vlastnosti.
7 uvedenych vlastnosti totiz pre kazdé x vieme odvodit x2>0. (Ak = > 0, tak tito rovnost
vynasobime &islom z, ak = < 0, tak vyndsobenim &slom —z dostaneme —22 < 0, z ¢oho
vyplyva 0 < 22.)

Dostaneme teda, Ze i2 = —1 > 0 a po pripoé¢itanf 1 madme 0 > 1. Sti¢asne viak (—1)% =
1>0, teda 0 =1, ¢o je spor.

Vlastnosti, ktoré sme uviedli, st niektoré z vlastnosti usporiadanych poli. O usporiadanych
poliach sa viac mozete docitat napriklad v [SHHK]. S pojmom relicia usporiadania ste sa
pravdepodobne uz stretli.

CvicCenia

Uloha C.4.1. Vypoditajte

a) (3+2i)+(2—14) b) (14+i)+(1—14) c) (1436i)+ (V3 +14)
d) (3+2i)(2—1) e) (1+14)(1—1i) £) (1+/3i)(V3+1)
e) B3+2)—(2—i) f)(1+i)—(1—4) g (1+3i)—(V3+1)
h) 3+2)/(2—9) 1) (A+9)/QA—i) i) Q+V3)/(V3+1i)

Uloha C.4.2. Overte vypoétom, Ze pri oboch uzatvorkovaniach vyrazu (1+ 24)(1—14)(2—1)
dostaneme ten isty vysledok.

Uloha C.4.3. Overte, 7e pre s¢itovanie a nasobenie komplexnych &sel plati distributivnost.

Uloha C.4.4. Overte, Ze pre komplexné &sla plati trojuholnikové nerovnost |21 + 22| <
|z1| + |22]- Co predstavuje tdto nerovnost geometricky?

Uloha C.4.5. Vieme, Ze na redlnej osi predstavuji riefenia nerovnice |z — a] < r interval
(a —r,a+r) (pre a,r € R ar > 0). Aky geometricky ttvar v komplexnej rovine tvoria
komplexné ¢isla vyhovujice podmienke:

a) |z — zo| <,

a) |z —zo| =,

a) |z —z| <,

kde zp je dané komplexné ¢islo a r je dané kladné redlne ¢islo?

Uloha C.4.6*. Ak 2,25 € Car eR,r >0, aky geometricky dtvar tvoria body zodpove-
dajtice komplexnym &islam s vlastnostou |z — 21| + |z — 23| = 77 Nacrtnite ho pre z; =0 a
29 = 3+ 21.

Uloha C.4.7. N4jdite goniometricky tvar danych komplexnych &sel:

a) 1 —4;b) V3+i;¢) —isd) 2+1i;e) (144)(1—1)

Uloha C.4.8. Vyrieste rovnice:

a)r?—4r+13=0b) 42’ +42+2=0c) 22— 62+13=0d) 22+22+50 =0e) 22 +2+1 =0

Uloha C.4.9. Vyrieste rovnice:
. 4
a) 22 = i;ng%Jr%z, b) 28 =i; ¢) %Jri\/g:—l; d) 2 =1+

Uloha C.4.10. Njdite rieSenia rovnic:
a) 22 +22+3=0;b) 2* + 522 +4 =0
a) —1 +£+/2i; b) +i, +2i,

Uloha C.4.11. Vyrieste rovnice:
a) 2> —(1+2i)x—3+i=0b)z? -22+1-2i =0c) 22— (4+3i)z+1+5 = 0d)
22 -3(1+d)z+5i=0e) 22+ (1+d)z—4i=0
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Uloha C.4.12. Rieste rovnice:
a) 23 —iz2 +4z—4i=0b)at+22+1=0¢c) 2® — (3+2i)2% +2(1 + 3i)x — 4i = 0 d)
23— 22 —x+2i=0

Uloha C.4.13. Rieste ststavy (mdzete napr. pouzit Gaussovu elimina¢nt metédu, vyratat
inverzni maticu, pouzit Cramerovo pravidlo):

146 1—i | 1 145 —i | 0 i 110 —14i 2—i | 144
1 -1 14 i —1]1 11—i| 2 —142i 3—2i | 1—i

. A\ 6 .
Uloha C.4.14. Néjdite vietky z € R, pre ktoré plati (}j—;) = 34
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permutacie riesiteln4, [106]
disjunktné, 282] stistava linedrnych rovnic, [T06
podgrupa, 262] Sarrusovo pravidlo,
generovand podmnozinou A, 265 skaldr, [49]
generovand prvkom a, 265] skalarny suéin, [[44]
normélna, 299 skladanie zobrazenf, [I7]
podmnozina, [14] spektralny rozklad
podokruh, 224] diagonalizovatelnej matice, 219]
podpriestor, symetrickej matice,
podpriestor prislichajici matici, [79] stopa matice, 08} [I85]
pole, stupen algebraického prvku, 345
algebraicky uzavreté, [251 stupen rozsirenia, [340)
pologrupa, 260 surjekcia,
pologupra Sylvestrovo kritérium, [T69]
s jednotkou, 260]
polyném, teleso,
charakteristicky, [182] translacia
homogénny, [160) lava, 288
ireducibilny, 252] pravé, [288
konstantny, trieda grupy podla podgrupy, 293]
monicky, trividlne rieSenie homogénnej ststavy, [107]
normovany, [252)
priamy sucet, uhol vektorov, [148

priamy sdcin grap, [261 usporiadand dvojica,



velkost vektora, [146]

vedici prvok,

vektor, [49]

vektorovy priestor, [49]
kone¢norozmerny, [65]

vektory
kolmé,
ortogonalne,
ortonormélne,

Vennove diagramy, [I5]

veta
Cayley-Hamiltonova, [189
Cayleyho, 28§
Frobeniova, [113
Lagrangeova, [290]

mald Fermatova, [7} (355

o hlavnych osiach, [I88]

0 izomorfizme, [322

o delen{ so zvyskom,

o izomorfizme, [303|
druha, [305]

tretia, [305]
Schurova, [186

Steinitzova o vymene,
vlastné ¢islo,
vlastny vektor, [I8]1]
zovseobecneny, [204]

vnorenie, [333]
VZOI mnoziny,

zakon
distributivny, [222
zékony o krateni,
zlozené ¢islo, [43]
zobrazenie, [16]
bijektivne, [I§]
injektivne,
inverzné,
na, [I§
prosté, [1§]

surjektivne, [I§]
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293
293
299
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316
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