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De�nícia ordinálnych £ísel Naivný a axiomatický prístup

Naivný prístup k ordinálnym £íslam

De�nícia ordinálnych £ísel:
I Naivná � typy dobre usporiadaných mnoºín.
I Axiomatická (v ZFC) � Von Neumannova de�nícia
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De�nícia ordinálnych £ísel Naivný a axiomatický prístup

Porovnanie s kardinálmi

I Vieme poveda´, £o znamená |A| = |B|, |A| ≤ |B|, ℵ0 < 2ℵ0 .
I Ale nepovedali sme aká mnoºina je ℵ0 alebo aká mnoºina je
|A|.

I Vieme �preloºi´� ab·c = (ab)c ako vz´ah medzi mnoºinami
AB×C a (AB)C .

I Vieme �preloºi´� ℵ0 < 2ℵ0 ako vz´ah medzi mnoºinami N a
P(N).
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De�nícia ordinálnych £ísel Naivný a axiomatický prístup

Porovnanie s kardinálmi

Tvrdenie Preklad
(ab)c = ab·c |(AB)C | = |AB×C |
a · b = b · a |A× B| = |B × A|
ℵℵ0
0

= 2ℵ0 |NN| = |P(N)|

(2ℵ0)ℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0
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De�nícia ordinálnych £ísel Naivný a axiomatický prístup

Porovnanie s kardinálmi

I �o je suprémum kardinálnych £ísel sup{ai ; i ∈ I}?
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

I Pre dobre usporiadanú mnoºinu máme ordinálne £íslo
α = ot(A,≤).

I α = β, ak (A,≤A) ∼= (B,≤B)
I α ≤ β, ak (A,≤A) je izomorfné s po£iato£ným úsekom

(B,≤B).
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Správa sa = a ≤ dobre?
I Je ≤ dobre de�nované?
I re�exívnos´ a tranzitívnos´
I α ≤ β ∧ β ≤ α ⇒ α = β (Neexistuje izomor�zmus s vlastným

po£iato£ným úsekom.)
I α ≤ β ∨ β ≤ α

De�nícia ordinálnych £ísel (naivná)



Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Vieme ordinálne £ísla (ordinálne typy) porovnáva´. E²te sa nám
hodí:
I nasledovník;
I suprémum;
I Je to dobré usporiadanie?
I Vz´ah ku kardinalite.
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Nasledovník a suprémum

Ak (A,≤) je dobre usporiadaná mnoºina, tak pre kaºdé a ∈ A
nastane niektorá z moºností:
I a = minA;
I a = S(b) pre nejaké b ∈ A;
I a = sup{b ∈ A; b < a}
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Nasledovník a suprémum

Tvrdenie

Nech (A,≤) je dobre usporiadaná mnoºina a f : A→ A je injektívne

monotónne zobrazenie. Potom pre kaºdé a ∈ A platí a ≤ f (a).

Môºeme dokazova´ indukciou na mnoºine A.
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Nasledovník a suprémum

Tvrdenie

Pre kaºdé ordinálne £íslo α existuje jeho nasledovník

β = S(β) = α+ 1.

Tvrdenie

Pre kaºdú mnoºinu ordinálnych £ísel existuje suprémum

sup{αi ; i ∈ I}
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Nasledovník a suprémum

Tvrdenie

Nech pre kaºdé i ∈ I je (Ai ,≤i ) dobre usporiadaná mnoºina.

Potom existuje dobre usporiadaná mnoºina (B,≤) taká, ºe kaºdé

Ai je izomorfné s po£iato£ným úsekom B .

�ahká modi�kácia: Kaºdé Ai je izomorfné s vlastným po£iato£ným
úsekom (B,≤).
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Nasledovník a suprémum

Induktívna limita:
I De�nujme i ≤ j ak ot(Ai ,≤i ) ≤ ot(Aj ,≤j).
I Vloºenie fij : Ai → Aj .
I Platí fjk ◦ fij = fik
I Na A =

⋃
i∈I Ai (b.ú.n.v. disjunktné) de�nujeme

a ∼ b ⇔ b = fij(a).

I Nerovnos´ de�nujeme cez

[a] ≤ [b]⇔ a ≤i b.
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Nasledovník a suprémum

I Relácia ∼ je relácia ekvivalencie.
I Máme ei : Ai ↪→ B de�novaná ako ei (a) = [a].
I Relácia ≤ je dobré usporiadanie.
I Zobrazenie ei je monotónne a ei [Ai ] je po£iato£ný úsek.
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Nasledovník a suprémum

Tvrdenie

Nech (A,≤) a (B,≤) sú dobre usporiadané mnoºiny, pri£om A je

izomorfná s nejakou podmnoºinou mnoºiny B . Potom A je

izomorfná s po£iato£ným úsekom mnoºiny B .
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Nasledovník a suprémum

Tvrdenie

Nech pre kaºdé i ∈ I je (Ai ,≤i ) dobre usporiadaná mnoºina.

Potom existuje dobre usporiadaná mnoºina (B,≤) taká, ºe kaºdé

Ai je izomorfné s po£iato£ným úsekom B .

Pre {(Ai ,≤i ), i ∈ I} teraz sta£í zobra´
∑
i∈I

(Ai ,≤i ). Treba ale nejaké

dobré usporiadanie na I .
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Lexikogra�cký sú£et

Ak (I ,≤) a v²etky (Ai ,≤i ) sú dobre usporiadané (a disjunktné),
tak

⋃
i∈I

Ai vieme usporiada´ lexikogra�cky

a ≤ b ⇔ (a, b ∈ Ai ∧ a ≤i bi )∨
(a ∈ Ai ∧ b ∈ bj ∧ i ≤ j)

Ozna£ujeme
∑
i∈I

(Ai ,≤i ).
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Dobré usporiadanie na (I ,≤)

Ak {Ai ; i ∈ I} je mnoºina dobre usporiadaných mnoºín, pri£om pre
i , j ∈ I platí i 6= j ⇒ ot(Ai ) 6= ot(Aj), tak predpis

i ≤ j ⇔ Ai je izomorfné s po£iato£ným úsekom Aj

ur£uje dobré usporiadanie na mnoºine I .

i ≤ j ⇔ ot(Ai ) ≤ ot(Aj)
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Po£iato£né úseky

Tvrdenie

Nech (X ,≤) je lineárne usporiadaná mnoºina a nech

X ′ = {Xa; a ∈ X}. Potom zobrazenie f : X → X ′ ur£ené predpisom

f (a) = Xa

je izomor�zmus medzi £iasto£ne usporiadanými mnoºinami (X ,≤)
a (X ′,⊆).
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Ordinály a dobre usporiadané mnoºiny

Tvrdenie

Nech pre kaºdé i ∈ I je αi ordinálne £íslo. Potom existuje dobre

usporiadaná mnoºina (B,≤) a monotónne injektívne zobrazenie

f : ({αi ; i ∈ I},≤)→ (B,≤). Navy²e pre ai = f (αi ) máme

αi = ot(Bai ).

Stru£ne: �ubovo©nú mnoºinu ordinálov môºeme stotoºni´
s podmnoºinou vhodnej dobre usporiadanej mnoºiny.

αi = ot(Ai ,≤i )
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Ordinály a dobre usporiadané mnoºiny

I Pre kaºdý ordinál existuje nasledovník S(α) = α+ 1.
I Pre kaºdú mnoºinu ordinálov existuje suprémum.
I Kaºdá mnoºina ordinálov je dobre usporiadaná.
I Pre kaºdý ordinál platí α = ot({β ∈ On;β < α})

Ordinály tvoria vlastnú triedu � neexistuje mnoºina v²etkých
ordinálov.
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy

Limitné ordinály

Ak α 6= 0 a α nie je nasledovník iného ordinálu, voláme ho Limitný

ordinál.

α = sup{β ∈ On;β < α}

Pre ©ubovo©ný ordinál α platí práve jedna z moºností:
I α = 0;
I α = S(β) pre nejaké β ∈ On;
I α je limitný ordinál.
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy Konkrétne ordinály

Ordinál ω

ω = ot(N,≤)

Máme potom napríklad ω + ω, ω · ω, ωω.

ω1 = najmen²í nespo£ítate©ný ordinál
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy Konkrétne ordinály

Ordinál ωω
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Ordinálne £ísla ako ordinálne typy Ordinály a kardinály

Ordinály a kardinalita

Tvrdenie

Nech (A,≤) je dobre usporiadaná mnoºina. Potom existuje dobré

usporiadanie ≤′ na A také, ºe pre kaºdý vlastný po£iato£ný úsek pri

tomto usporiadaní platí

|Aa| < |A|.
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