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Silno darbouxovské funkcie

Silno darbouxovské funkcie

Tvrdenie
Existuje podmnoºina A ⊆ R× R taká, ºe v²etky x-ové rezy

Ax = {y ∈ R; (x , y) ∈ A} sú jednoprvkové a v²etky y -ové rezy

Ay = {x ∈ R; (x , y) ∈ A} sú husté v R.
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Silno darbouxovské funkcie

Silno darbouxovské funkcie

Funkcia f : R→ R je:
I darbouxovská, ak na kaºdom intervale (a, b) nadobúda v²etky

hodnoty medzi f (a) a f (b);
I silno darbouxovská, ak na kaºdom intervale nadobúda v²etky

reálne hodnoty.

f je spojitá⇒ f je deriváciou⇒ f je darbouxovská
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Kardinálna aritmetika

Kardinálna aritmetika

Veta
Pre kaºdý kardinál a ≥ ℵ0 platí a · a = a.

Dôsledok
Ak a, b sú nekone£né kardinály, tak

a+ b = ab = max{a, b}.

Dôsledok
Pre ©ubovo©nú nekone£nú mnoºinu A platí

|A| = |A× A|.
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Kardinálna aritmetika

Kardinálna aritmetika

Dôsledok
Pre ©ubovo©nú nekone£nú mnoºinu A platí

|A| = |A× A|.

Tarski: V ZF je AC ekvivalentná s tvrdením, ºe pre kaºdé |A| ≥ ℵ0
platí |A| = |A× A|.
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Kardinálna aritmetika

Kardinálna aritmetika

(A× A,≤∗)

(a1, b1) <
∗ (a2, b2)⇔


(m1 < m2) ∨
(m1 = m2 ∧ a1 < a2) ∨
(m1 = m2 ∧ a1 = a2 ∧ b1 < b2)
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Dôkaz implikácie AC ⇒ ZL

Zornova lema

I Nech (P,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina, ktorá nemá
maximálny prvok.

I Pre kaºdé p platí p ↑= {q ∈ P; q > p} 6= ∅.
I Trans�nitnou indukciou dokáºeme existenciu re´azca bez

horného ohrani£enia.
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Steinitzova veta

Steinitzova veta

Veta (Steinitzova veta)

Pre kaºdé pole existuje algebraicky uzavreté nadpole, ktoré ho

obsahuje.
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Steinitzova veta

Fakty o roz²íreniach

I Ireducibilný polynóm p(x) má kore¬ F [x ]/(p(x)).
I Pre kaºdý ireducibilný polynóm existuje rozkladové pole.
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Steinitzova veta

Sta£í menej polynómov

Tvrdenie
Nech K je algebraické roz²írenie po©a F a navy²e kaºdý

nekon²tantný polynóm z F [x ] sa dá rozloºi´ v K [x ] na sú£in

kore¬ových £inite©ov. Potom aj kaºdý nekon²tantný polynóm z K [x ]
má v K [x ] rozklad na sú£in kore¬ových £inite©ov.
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Steinitzova veta

Dôkaz trans�nitnou indukciou

I {fβ(x);β < γ} sú v²etky ireducibilné polynómy z F [x ].
I Kα+1 je také roz²írenie Kα, v ktorom fα(x) má kore¬.
I Pre limitné ordinály de�nujeme Kα ako induktívnu limitu.
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Steinitzova veta

Dôkaz pomocou ZL

I Snaºíme sa dosta´ maximálne algebraické roz²írenie.
I Pre algebraické roz²írenia platí

|L| ≤ max{ℵ0, |F |},

teda sa vieme vyhnú´ tomu, ºe by sme museli pracova´
s vlastnou triedou.

I Treba ukáza´, ºe zjednotením re´azca algebraických roz²írení
dostaneme algebraické roz²írenie.
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Steinitzova veta

Iné dôkazy

I Faktorový okruh F [{xf ; f ∈ F [x ]}] pod©a maximálneho ideálu
obsahujúceho v²etky f (xf ).

I Pouºitím vety o kompaktnosti (logika a teória modelov).
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