Pocitanie moznosti

Uloha 1. Kolko je celociselnych rieseni rovnice 1 + xo + - - - + x5 = 31 takych, ze x; > ¢ pre
i=1,2,...,5.

Uloha 2. Kolko existuje celodiselnych rieSeni rovnice 2z1 + 29 + z3 + x4 = 12 takych, ze
z; € Ng? (Hint: Mo6Ze pomoct zamysliet sa nad paritou ¢isel 3 a x4.)

Uloha 3. Gl Exercise 1.1.32a]: Zdovodnite, ze pre kazdé k € Ny je % celé cislo, t.j.

6% | (3k)!.

Uloha 4. Ukéite, ze pocet moznosti ako vybrat k-prvkovi podmnozinu z {1,2,...,n} tak,
7e nebude obsahovat susedné ¢isla, je prave ("Ulz“). (Hint 1: Cheeme vlastne ¢isla ay, ..., ax
také, ze a1 < as — 1, az < a3z — 1, atd. Hint 2: D4 sa tloha previest nejako vhodne na
pocitanie rieseni x1 + x2 + - - - + 2 + Ti+1 = n s nejakymi vhodnymi obmedzeniami. Hint 3:
Ak mate ndpad na nejaké celkom iné riesenie, nedajte sa pomylit moznostami naznacenymi
v predoslych dvoch hintoch.)

Binomické koeficienty

Uloha 5. Nech A, B st §tvorcové matice rovnakej velkosti a nad tym istym polom.
a) Plati pre matice binomickd veta v tvare

(I+B)" = kz: <Z)Bk,

pri¢om (ako obvykle) berieme B® = I?
b) Plati pre matice aj takdto podoba binomickej vety?

(A+B)" = Zn: (Z) Ak gk

k=0

c) Vedeli by ste prist aspon na nejaké postacujice podmienky, kedy pre matice funguje
binomicka veta?

Uloha 6. Vedeli by ste kombinatorickou tvahou zdévodnit, Ze po¢et podmnozin n-prvkovej
mnoziny, ktoré maju parny pocet prvkov, je taky isty, ako pocet podmnozin s neparnym
poc¢tom prvkov? Viete napriklad dostat nejaka bijekciu medzi mnozinou vsetkych parnych
podmnozin a mnozinou vsetkych neparnych podmnozin?

Uloha 7. Co sa stane, ak do binomickej vety dosadime ¢ = +i? Vedeli by ste na ziklade
toho odvodit identitu, ak s¢itujeme v riadku Pascalovho trojuholnika kazdy stvrty binomicky
koeficient?
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Y3t = ¢2mi/3 |t j. komplexné riesenie rovnice 2 = 1. Ukdzte, Ze

Uloha 8. Oznaéme w =
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Uloha 9. Vedeli by ste fakt, ze vyrazy
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predstavuja ta istil sumu pouzit na odvodenie rovnosti kzo k( k) =n2""17

Uloha 10. Rovnost z predoslej tlohy sa dé ekvivalentne prepisat ako

k=0 _n
2n 2
a v takejto podobe ju moéZeme intepretovat ako: Priemernd velkost podmnoziny {1,2,...,n}

je 5. D4 sa aj takyto pohlad pouzif na dokaz tejto rovnosti? (Aj ked sa dé povedaf, ze to je
skoro velmi podobné na argument naznaceny v predoslej ilohe.)

Uloha 11. Aky je pocet ciest po mriezke z bodu (0,0) do (k,n) takych, ze v kazdom
kroku sa posunieme doprava alebo nahor (t.j. kazdy krok je tvaru (¢,5) — (i + 1,7) alebo
(i,7) = (i,7 + 1))? Priklad povolenej cesty je na obrdzku

S =10,0 k=5

Obr. 1: Priklad cesty v mriezke

Literatura

[G] R. Grimaldi. Discrete and combinatorial mathematics. Addison Wesley, Boston, 2004.



