Princip zapojenia a vypojenia

Tieto ulohy st sCasti zamerané na princip zapojenia a vypojenia a scasti na niektoré pojmy,
ktoré sme stretli v kapitole o PIE (napriklad permutdcie bez pevného bodu, Eulerova funkcia).
Ak D,, oznacuje pocet permutéacii bez pevného bodu, tak plati:

Dy = (n—1)(Dp-1+ Dpn_2) (1)
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Eulerova funkcia:

() = |{k € N;1 < & < n,ged(k,n) = 1}|
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Pocet celociselnych rieseni rovnice x1 + x2 + - - - + z, = n vyhovujicim podmienke z; > 0

. . ntk—1 . . . ne1\ ..~ s
je prave ( o1 ) a pri podmienke x; > 1 dostaneme presne (kfl) rieseni.

Uloha 1. Ukéite, Ze
D, =nD,_, + (-1)", (3)

plati pre vsetky n € N.

Uloha 2. Ukézte rovnost matematickou indukciou a pouzitim . (T.j. bez pouZitia
principu zapojenia a vypojenia.)

Uloha 3. UvaZujme permuticie mnoziny {1,2,...,n}. Ako sa d& vyjadrit pocet permutécif,
ktoré maja prave k pevnych bodov?

Uloha 4. Ukézte, 7e pre n € Ny plati

nl = Zn: (Z)Dk - ]:O (n”k>Dk.

Uloha 5. Ukézte, ze pre lubovolné n € Ny plati n = > (d). (Hint: Moze pomoct skisit
nejako ratat, kolko je takych k € {1,2,...,n}, pre ktorédlgcd(k:7 n) =d.)
Uloha 6. Ukézte, 7e pre n > 2 je ¢(n) parne &slo.
Uloha 7. Kolko existuje rieseni rovnice
T+ o+ 23 =15
v nezapornych celych ¢isla takych, ze 1 < 3, x2 <6, 3 < 127
Uloha 8. [R] Example 8.6.1] Aky je pocet celociselnych rieSeni rovnice
1+ a9+ 23 =11

takych, ze plati 0 < x7 < 3,0< 22 <4 a0 <x3 <67



Uloha 9. Kolko existuje §tvoric celych &sel takych, ze plati
1+ 22+ 23+ 74 =32
a sucasne 0 < z; < 10.

Uloha 10. B, 2.21] Kolko existuje celoéiselnych rieSeni rovnice x1 + 22 + x5 + x4 = 17
tak)’fch,ielgxl§3,2§z2§4,3§z3§5,4§m4§6?

Uloha 11. Kolko existuje celoéiselnych rieseni rovnice
1+ To+ 23+ 24 =19
takych, ze 2 < x1 < 4,3 <252 <6,4<1x3<6, x4 >2.
Uloha 12. Kolko prirodzenych &sel n < 1000 je delitelngch dvojkou alebo sedmickou?

Uloha 13. [V] Problem 136] Kolko je celych ¢isel v rozsahu 0 az 999, ktoré nie st delitelné
patkou ani sedmickou

Uloha 14. Bl 2.44] Kolko existuje prirodzenych ¢&isel bez $tvorcov, ktoré nepresahuji 1007
(Prirodzené &islo m je ¢islo bez $tvorcov, ak pre k € N z k? | n vyplyva k = 1. Inak povedané,
nie je delitelné ziadnou netrividlnou druhou mocninou.)

Hint: Pomoze zamysliet sa nad tym, ako moze vyzerat prvociselny rozklad cisla bez Stvor-
Ccov.

Uloha 15. Kolko existuje celociselnych rieseni rovnice 1 + x2 + x3 + x4 = 26 takych, ze
2<x; <T7prei=1,2,3,47

Uloha 16. Kolko existuje celo¢iselnych rieseni rovnice
T1 + x9 + 23 =18
v nezdpornych celych ¢islach takych, ze 0 < z1 < 6,4 <25 <9, 7< 23 < 14.

Uloha 17. IKl, Cvienie 4.9] Dvaja ucitelia skiiSaju sti¢asne skupinu 4 Studentov, kazdy jeden
predmet. Kazdy student odpovedd z jedného predmetu 30 mintut. Kolko existuje rozvrhov
skusania, ak pozadujeme, aby sktusky skondili za dve hodiny?

Uloha 18. Uvazujme rieSenia rovnice 21 4 2 4+ 25 = 48 v nezdpornych celych &slach

a) Kolko existuje riesen{ takych, kde vsetky tri ¢isla 1, x2, x5 si rozne?
b) Kolko existuje rieseni takych, ze z1 < z2 < z3?

Uloha 19. Kolko existuje ¢sel mensich nez tisic, pre ktoré je ciferny stcet rovny 14.

Uloha 20. Kolkymi spésobmi sa daji permutovat pismens slova KOMBINATORIKA tak,
aby sa neopakovali dve pismena po sebe.

Uloha 21. [K| Cvicenie 4.9], [HKS|, Example 1.6.3(iii)] Kolko estpismenkovych slov mozno
zostavit z pismen slova TIKTAK, ak dve rovnaké pismena nesmu nasledovat bezprostredne
za sebou.

Uloha 22. [K| Cvicenie 4.10], [HKS| Exercise 6.6(iii)], [M, Example 4.4(a)], [V, Problem 214]
Kolkymi sp6sobmi mozno do radu usadit troch Anglicanov, troch Franctzov, troch Talianov
tak, aby ziadni traja krajania nesedeli vedla seba.

Uloha 23. [HKS, Exercise 6.3(iv)] Kolkymi sposobmi sa d4 ulozit n vezi na $achovnicu n xn
tak, aby kazdé policko bolo obsadené alebo ohrozené niektorou z nich? (Odpoved: 2n™ — nl.)
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