1 Zakladné pojmy, suvislost, stromy

Uloha 1.1. Dokézte: Pre lubovolné 2 vrcholy u, v Petersenovho grafu existuje automorfizmus
f Petersenovho grafu taky, ze f(u) = v. (Ndzov automorfimus znamend izomorfizmus grafu
G s tym istym grafom G.)

Obr. 1: Petersenov graf

Uloha 1.2. Definujme graf G nasledovne. Nech M = {1,2,3,4,5}. Mnozinu vrcholov V
budt tvorit vsetky dvojprvkové podmnoziny mnoziny M. Dva vrcholy A, B C M budi spo-
jené hranou ak A N B = (). Dokézte, Ze je to vlastne Petersenov graf (teda Ze je izomorfny
s Petersenovym grafom). Vedeli by ste pouzit tento popis na dékaz toho, ze

a) pre lubovolné 2 vrcholy u a v existuje automorfimzus Petersenovho grafu taky, ze f(u) = v,
b) pre Iubovolné 2 dvojice susednych vrcholov (u,v) a (u/,v") existuje automorfimzus Peter-
senovho grafu také, ze f(u) =u' a f(v) =/,

¢) pre lubovolné 2 dvojice nesusednych vrcholov (u,v) a (u/,v") existuje automorfimzus Pe-
tersenovho grafu také, ze f(u) = a f(v) =v'.

Uloha 1.3. Dokézte: V kazdom grafe, ktorj mé asponi dva vrcholy, existuji dva (rozne)
vrcholy, ktoré maju rovnaky stuper.

Uloha 1.4. Nech G = (V, E) je graf. Pre lubovolné dva vrcholy u, v grafu G definujme reldciu
~ na mnozine V tak, ze u ~ v prave vtedy, ked existuje cesta z u do v. Ukazte, ze tato relacia
je relacia ekvivalencie na mnozine V. Triedy ekvivalencie ~ nazyvame komponenty sdvislosti
grafu G.

Uloha 1.5. Nech G = (V, E) je lubovolny graf a C' je niektory jeho komponent sivislosti.
Ukazte, ze indukovany podgraf na mnozine C' je suvisly.

Uloha 1.6. Ukéazte, 7e pre kazdy vrchol u grafu G je jeho komponent stvislosti rovny
najvacsiemu indukovanému podgrafu obsahujicemu vrchol u.

Uloha 1.7. Dokézte: Stvisly graf na n vrcholoch mé aspoii n — 1 hrén.

Uloha 1.8. Ukéite, 7e kazdy strom je minimalny savisly graf, t.j. vynechanim Iubovolného
vrcholu vznikne nesivisly graf. (Hint: D4 sa pouzit tvrdenie o tom Ze pridanie ¢i vynechanie
vrchola stupna 1 neovplvyni to, Ze dany graf je strom.)



Uloha 1.9. Ukéite, Ze ak T je strom, tak pre Iubovolné dva vrcholy z,y € V(T) existuje
prave jedna cesta z x do y. (Hint: D4 sa pouzit tvrdenie o tom Ze pridanie ¢i vynechanie
vrchola stupna 1 neovplvyni to, Ze dany graf je strom.)

Uloha 1.10. Dokazte: Graf G = (V, E) je stvisly prave vtedy, ked pre kazdy rozklad mnoziny
vrcholov V' = V3 U Va2 na dve neprazdne disjunktné mnoziny existuje hrana spajajica nejaky
vrchol z Vi s nejakym vrcholom z Va.

n—1

Uloha 1.11. Dokézte, ze ak graf na n vrcholoch mé aspori ( N ) + 1 hrén, tak je suvisly.

n—1

Ukazte na priklade, ze ( 5

) hran nestaci.

Uloha 1.12. Nech P, a P, st dve cesty maximélnej moznej dlzky v stvislom grafe G.
Dokézte, ze P; a P, maja spolo¢ny vrchol. Musia mat spolo¢nii hranu?

2 Rovinné grafy

Eulerova formula
v—h+s=2 (1)

Nerovnosti pre Tubovolny planarny graf resp. pre lubovolny planarny graf bez kruznic
dlzky 3 (za predpokladu v > 3):

h<3v-6
h<2v—4

Grafy K5 ani K33 nie st planarne.
Kazdy rovinny graf obsahuje vrchol stupna < 5.

Uloha 2.1. Ukéite, 7e kazdy planarny graf obsahuje vrchol stupiia nanajvys 5.
Uloha 2.2. Ukézte, ze ak G je planrny graf, tak aj kazdy jeho podgraf je planirny.
Uloha 2.3. Ukézte, 7e pre n < 4 st vietky grafy na n vrcholoch plandrne.

Uloha 2.4. Ukéite, ze graf G (nie nutne stvisly) plati rovnost v — h + s = 1 4 ¢, kde ¢
oznacuje pocet komponentov suvislosti.

Uloha 2.5. Ukézte, Ze ak pre rovinny graf plati rovnost h = 3v — 6, tak pri Iubovolnom
rovinnom nakreslen{ je kazd4 stena ohrani¢end kruznicou dlzky 3. (T.j. kazd4 stena je troj-
uholnik)

Uloha 2.6. Ukézte, 7e pre lubovolné v > 3 existuje rovinny graf, ktory ma préve 3v — 6
hréan.

Uloha 2.7. Ukéite, Ze pre Iubovolné (nie nutne savisly) graf G plati nerovnost h < 3v — 6.
D4 sa odvodit o ¢osi silnejsia nerovnost, v ktorej bude vystupovat aj pocet komponentov
suvislosti grafu G7

Uloha 2.8. Pre ktoré m, n je graf K., » planarny?

Uloha 2.9. Nech G je graf na n vrcholoch a n > 11. Dokézte, 7e potom graf G alebo jeho
komplement nie je planarny.

Uloha 2.10. Ktoré z nasledujucich grafov st rovinné? Zdévodnite!



IR

Uloha 2.11. Ktoré z nasledujtcich grafov st rovinné? Zdévodnite!

Uloha 2.12. Ktoré z nasledujicich grafov st rovinné?

Uloha 2.13. Ukéite, 7Ze: a) Po vynechani Iubovolnej hrany z K5 dostaneme plandrny graf.
b) Po vynechani Iubovolnej hrany z K3 3 dostaneme plandrny graf.
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