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S£itovanie a násobenie S£ítací a násobiaci princíp

S£ítací princíp

Pre ©ubovo©né mnoºiny A, B také, ºe A ∩ B = ∅ platí:

|A ∪ B| = |A|+ |B|.

V²eobecnej²ie, ak máme mnoºiny A1, . . . ,An, ktoré sú po dvoch
disjunktné, tak ∣∣∣∣∣

k⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
k∑

i=1

|Ai |.
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S£itovanie a násobenie S£ítací a násobiaci princíp

Násobiaci princíp

|A× B| = |A| · |B|.

|A1 × A2 × · · · × Ak | = |A1| · |A2| · · · |Ak |.
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S£itovanie a násobenie S£ítací a násobiaci princíp

Násobiaci princíp

Tvrdenie (Násobiaci princíp)

Ak mnoºina A pozostáva z usporiadaných k-tic, pri£om na prvej

pozícii sa môºe vyskytnú´ práve n1 mnoºností a pre kaºdú vo©bu

a1, . . . , aj−1 máme práve n − 1 moºností, ktoré sa môºu vyskytnú´

na j-tej pozícii, tak po£et prvkov mnoºiny A je

|A| = n1 · n2 · · · nk =
k∏

j=1

nj .
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S£itovanie a násobenie Po£et permutácií a podmnoºín

Po£et permutácií
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S£itovanie a násobenie Po£et permutácií a podmnoºín

Po£et permutácií

Tvrdenie
Po£et permutácií mnoºiny n je

n! = n · (n − 1) · · · 1.

0! = 0
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S£itovanie a násobenie Po£et permutácií a podmnoºín

Po£et variácií

De�nícia
Pre k , n ∈ N usporiadaný výber k prvkov z n-prvkovej mnoºiny
nazývame variácia k-tej triedy z n prvkov.

Tvrdenie
Po£et variacií k-tej triedy z n prvkov je

n · (n − 1) · · · (n − k + 1).
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S£itovanie a násobenie Po£et permutácií a podmnoºín

Rastúca a klesajúca mocnina

xk = x(x − 1) · · · (x − k + 1) =
k−1∏
i=0

(x − i)

xk = x(x + 1) · · · (x + k − 1) =
k−1∏
i=0

(x + i)

x0 = x0 = 1
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S£itovanie a násobenie Po£et permutácií a podmnoºín

Po£et podmnoºín

Pre n ∈ N0 a k ∈ Z zave¤me ozna£enie
(n
k

)
pre po£et k-prvkových

podmnoºín mnoºiny {1, 2, . . . , n}.
V²imnime si, ºe pre pre k < 0 aj pre k > n automaticky máme(n
k

)
= 0.

Poznámka
To, ºe symbol

(n
k

)
zavádzame aj pre k < 0 má zmysel hlavne preto,

ºe nám to zjednodu²í zápis niektorých tvrdení a dôkazov �
nebudeme musie´ zvlá²´ o²etri´ niektoré krajné prípady. (Ale treba
si dáva´ aspo¬ trochu pozor � nie úplne v²etko £o uvedieme bude
plati´ aj pre záporné k . Ur£ite minimálne pri prvých pouºitiach tejto
konvencie na ¬u upozorníme.)
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S£itovanie a násobenie Po£et permutácií a podmnoºín

Po£et podmnoºín

Tvrdenie
Po£et k-prvkových podmnoºín n-prvkovej mnoºiny pre k , n ∈ N0 je:(

n

k

)
=

nk

k!
=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k!
=

n!

(n − k)!k!
(1)
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalova identita

Veta
Pre ©ubovo©né k ∈ Z, n ∈ N0 platí:(

n + 1

k

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
(2)
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalova identita

(
n + 1

k

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
▶ Pre k = 0 táto rovnos´ vlastne hovorí

(n+1

0

)
= 1 =

(n
0

)
.

▶ Pre k = n + 1 sa táto rovnos´ zmení na
(n+1

n+1

)
=

(n
n

)
.

▶ Pre k < 0 aj k > n + 1 sú obe strany nulové.
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalova identita

(
n + 1

k

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
Podmnoºiny A ⊆ {0, 1, . . . , n} môºeme rozdeli´ na dve £asti:
▶ Tie, ktoré obsahujú nulu. Okrem nuly takéto mnoºiny e²te

musia obsahova´ k − 1 prvkov z mnoºiny {1, 2, . . . , n}; je ich
teda práve

( n
k−1

)
.

▶ Ak 0 /∈ A, tak A je podmnoºina mnoºiny {1, 2, . . . , n}.
Takýchto podmnoºín je práve

(n
k

)
.
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalova identita

Pk = {A ∈ Pk ; 0 ∈ A} ∪ {A ∈ Pk ; 0 /∈ A}
|Pk | = |{A ∈ Pk ; 0 ∈ A}| ∪ |{A ∈ Pk ; 0 /∈ A}|(

n + 1

k

)
=

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalova identita

Dôkaz algebraickými úpravami.

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

n!

k!(n − k)!
+

n!

(k − 1)!(n − k + 1)!

=
1

k
· n!

(k − 1)!(n − k)!
+

1

n − k + 1
· n!

(k − 1)!(n − k)!

=

(
1

k
+

1

n − k + 1

)
n!

(k − 1)!(n − k)!

=
n + 1

(n − k + 1)k
· n!

(k − 1)!(n − k)!

=
(n + 1)!

k!(n + 1− k)!
=

(
n + 1

k

)
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalov trojuholník
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalov trojuholník

1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10
1 4 10
1 5
1
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalov trojuholník
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S£itovanie a násobenie Pascalova identita a Pascalov trojuholník

Pascalov trojuholník

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
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S£itovanie a násobenie Po£et zobrazení

Po£et zobrazení

|{f : A → B}| = |B||A|

00 = 1
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Bijekcia

Princíp bijekcie

Veta
Po£et v²etkých podmnoºín mnoºiny {1, 2, . . . , n} je 2n.
Po£et v²etkých podmnoºín ©ubovo©nej n-prvkovej mnoºiny je 2n.

▶ Môºeme to dokáza´ matematickou indukciou.
▶ Alebo aj pouºitím princípu bijekcie.
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Bijekcia

Princíp bijekcie

Veta
Po£et v²etkých podmnoºín mnoºiny {1, 2, . . . , n} je 2n.
Po£et v²etkých podmnoºín ©ubovo©nej n-prvkovej mnoºiny je 2n.

P(M) → {0, 1}M

A 7→ χA
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Po£ítanie dvoma spôsobmi

Po£ítanie dvoma spôsobmi

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

n∑
j=k

(
j

k

)
=

(
n + 1

k + 1

)

Kombinatorické princípy



Po£ítanie dvoma spôsobmi Sú£et riadku Pascalovho trojuholníka

Sú£et riadku Pascalovho trojuholníka

Veta
Pre kaºdé n ∈ N platí

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n (3)
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Sú£et riadku Pascalovho trojuholníka

Dôkaz matematickou indukciou

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

1 3 3 1
1 1+ 3 3+ 3 3+ 1 1
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Sú£et riadku Pascalovho trojuholníka

Po£ítaním dvoma spôsobmi

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

Obe strany tejto rovnosti vyjadrujú po£et v²etkých podmnoºín
n-prvkovej mnoºiny.
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Sú£et po diagonále

(
k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+

(
k + 2

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=?

(
3

3

)
+

(
4

3

)
=?(

3

3

)
+

(
4

3

)
+

(
5

3

)
=?(

3

3
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+

(
4
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+

(
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+
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=?(

3
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+

(
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)
+

(
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3

)
+

(
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3

)
+

(
7

3

)
=?
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Sú£et po diagonále
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Hokejková identita

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Hokejková identita

Tvrdenie (Hokejková identita)

Pre ©ubovo©né k, n ∈ N0 platí:

n∑
j=k

(
j

k

)
=

(
n + 1

k + 1

)
(4)

Kombinatorické princípy



Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Hokejková identita

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Hokejková identita

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Hokejková identita

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Hokejková identita

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Po£ítanie dvoma spôsobmi

n∑
j=k

(
j

k

)
=

(
n + 1

k + 1

)
Ko©ko je podmnoºín A ⊆ {0, 1, . . . , n} takých, ºe maxA = j?
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Hokejková identita � e²te trochu inak

n∑
j=k

(
j

k

)
=

(
n + 1

k + 1

)
s−1∑
j=k

(
j

k

)
=

(
s

k + 1

)

Od£ítaním dostaneme:

n∑
j=s

(
j

k

)
=

(
n + 1

k + 1

)
−
(

s

k + 1

)
(

s

k + 1

)
+

n∑
j=s

(
j

k

)
=

(
n + 1

k + 1

)
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Po£ítanie dvoma spôsobmi Binomické koe�cienty po diagonále � hokejková identita

Hokejková identita � e²te trochu inak

s+l−1∑
j=s

(
j

k

)
=

(
s + l

k + 1

)
−
(

s

k + 1

)
(

s

k + 1

)
+

s+l−1∑
j=s

(
j

k

)
=

(
s + l

k + 1

) (5)

5+ 10+ 20 = 35(
5

4

)
+

(
5

3

)
+

(
6

3

)
=

(
7

4

)
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