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Princíp zapojenia a vypojenia

Po£et prvkov |A ∪ B |

|A ∪ B| ?
= |A|+ |B|
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Princíp zapojenia a vypojenia

Po£et prvkov |A ∪ B |

|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|
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Princíp zapojenia a vypojenia

Po£et prvkov |A ∪ B |

|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|
|X \ (A ∪ B)| = |X | − |A| − |B|+ |A ∩ B|
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Princíp zapojenia a vypojenia

Po£et prvkov |A ∪ B ∪ C |

|A ∪ B ∪ C | =?

BA

C

X

Figure: Prvky, ktoré sme zapo£ítali viackrát
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Princíp zapojenia a vypojenia

Po£et prvkov |A ∪ B ∪ C |

|A ∪ B ∪ C | = |A|+ |B|+ |C |
− |A ∩ B| − |A ∩ C | − |B ∩ C |+ |A ∩ B ∩ C |

BA

C

X

Figure: Ko©kokrát sme odpo£ítali jednotlivé prvky
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Princíp zapojenia a vypojenia

Po£et prvkov |A ∪ B ∪ C |

|A ∪ B ∪ C | = |A|+ |B|+ |C |
− |A ∩ B| − |A ∩ C | − |B ∩ C |+ |A ∩ B ∩ C |

|X \ (A ∪ B ∪ C )| = |X | − |A| − |B| − |C |
+ |A ∩ B|+ |A ∩ C |+ |B ∩ C | − |A ∩ B ∩ C |
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Princíp zapojenia a vypojenia

Princíp zapojenia a vypojenia

Veta (Princíp zapojenia a vypojenia)

Nech A1, . . . ,An sú kone£né mnoºiny a v²etky z nich sú

podmnoºinami kone£nej mnoºiny X . Potom pre po£et prvkov ich

zjednotenia platí:∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ai | −
n∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1 ∩ Ai2 |+ . . .

· · ·+ (−1)k+1

n∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik |+ . . .

+ · · ·+ (−1)n+1|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|
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Princíp zapojenia a vypojenia

Ekvivalentne:∣∣∣∣∣X \

(
n⋃

i=1

Ai

)∣∣∣∣∣ = |X | −
n∑

i=1

|Ai |+
n∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1 ∩ Ai2 |+ . . .

· · ·+ (−1)k
n∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik |+ . . .

+ · · ·+ (−1)n|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|
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Princíp zapojenia a vypojenia

Princíp zapojenia a vypojenia

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

I⊆{1,2,...,n}
|I |=k

∣∣∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣
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Princíp zapojenia a vypojenia

Dôkaz

Nech x patrí práve do s mnoºín z A1, . . . ,An.

P =
s∑

k=1

(−1)k+1

(
s

k

)

= −
s∑

k=1

(−1)k
(
s

k

)

= 1−
s∑

k=0

(−1)k
(
s

k

)
= 1
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Princíp zapojenia a vypojenia

Dôkaz pomocou charakteristických funkcií

χA : M → {0, 1}

χA(x) =

{
1 ak x ∈ A,

0 ak x /∈ A.
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Princíp zapojenia a vypojenia

Dôkaz pomocou charakteristických funkcií

M =
n⋃

i=1

Ai

MI =
⋂
i∈I

Ai

χM(x)
?
=

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

I⊆{1,2,...,n}
|I |=k

χMI
(x)

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

I⊆{1,2,...,n}
|I |=k

χMI
(x) =

s∑
k=1

(−1)k+1

(
s

k

)
= 1
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Princíp zapojenia a vypojenia

Dôkaz pomocou charakteristických funkcií

χM(x) =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

I⊆{1,2,...,n}
|I |=k

χMI
(x)

∑
x∈M

χM(x) =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

I⊆{1,2,...,n}
|I |=k

∑
x∈M

χMI
(x)

|M| =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

I⊆{1,2,...,n}
|I |=k

|Mi |
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Permutácie bez pevného bodu

Permutácie bez pevného bodu

Dn = po£et permutácií φ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} takých, ºe

φ(i) ̸= i

pre kaºdé i = 1, 2, . . . , n.
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Permutácie bez pevného bodu

D4 = 9

( 1 2 3 4
2 1 4 3

) ( 1 2 3 4
2 3 4 1

) ( 1 2 3 4
2 4 1 3

)
( 1 2 3 4
3 1 4 2

) ( 1 2 3 4
3 4 1 2

) ( 1 2 3 4
3 4 2 1

)
( 1 2 3 4
4 1 2 3

) ( 1 2 3 4
4 3 1 2

) ( 1 2 3 4
4 3 2 1

)
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Permutácie bez pevného bodu

Permutácie bez pevného bodu

n Dn

0 1
1 0
2 1
3 2
4 9
5 44
6 265
7 1 854
8 14 833
9 133 496
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Permutácie bez pevného bodu

Rekurencie pre Dn

Dn = (n − 1)(Dn−1 + Dn−2) (1)

Dn = nDn−1 + (−1)n (2)
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Permutácie bez pevného bodu

Permutácie bez pevného bodu

Dn = (n − 1)(Dn−1 + Dn−2)

Dn = nDn−1 + (−1)n

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Dn 1 0 1 2 9 44 265 1 854 14 833 133 496
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Permutácie bez pevného bodu

Vyjadrenie pomocou PIE

Veta
Pre kaºdé n ∈ N0 platí

Dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
= n!

(
1− 1+

1
2
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

1
n!

)
(3)

Dn

n!
=

n∑
k=0

(−1)k

k!
=

(
1− 1+

1
2
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

1
n!

)
(4)
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Permutácie bez pevného bodu

Dn a e

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
= 1+ x +

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . .

e−1 =
∞∑
k=0

xk

k!
= 1− 1+

1
2!

− 1
3!

+ · · ·+ (−1)n

n!
+ . . .

lim
n→∞

Dn

n!
=

1
e

(5)
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Permutácie bez pevného bodu

Dn a e

lim
n→∞

Dn

n!
=

1
e

(6)

Pravdepodobnos´, ºe náhodne vybratá permutácia nemá pevné
body, je pribliºne 1

e .
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Permutácie bez pevného bodu

Dn a faktoriály

Dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!

n! =
n∑

k=0

(
n

k

)
Dk =

n∑
k=0

(
n

n − k

)
Dk
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Po£et surjektívnych zobrazení

Po£et surjekcií

Sur(n, k) = po£et surjektívnych zobrazení z n-prvkovej mnoºiny do
k-prvkovej mnoºiny

Sur(n, k) =?
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Po£et surjektívnych zobrazení

Po£et surjekcií

Tvrdenie
Nech k, n ∈ N0, k < n a X , Y sú kone£né mnoºiny také, ºe

|A| = n, |B| = k . Potom po£et surjekcií z A do B je rovný

Sur(n, k) =
k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)
(k − j)n. (7)

Sur(n, k) = kn − k(k − 1)n +

(
k

2

)
(n− 2)n −

(
k

3

)
(k − 3)n + . . .

· · ·+ (−1)k−2

(
k

k − 2

)
2n + (−1)k−1

(
k

k − 1

)
1n
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

De�nícia
Pre kaºdé n ∈ N de�nujeme

φ(n) = |{k ∈ N; 1 ≤ k ≤ n, gcd(k, n) = 1}|,

t.j. φ(n) ozna£uje po£et celých £ísel k ∈ {1, 2, . . . , n}, ktoré sú
nesúdelite©né s £íslom n.
Túto funkciu φ : N → N nazývame Eulerova funkcia.
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

n φ(n) {k ; gcd(k , n) = 1}
1 1 {1}
2 1 {1}
3 2 {1, 2}
4 2 {1, 3}
5 4 {1, 2, 3, 4}
6 2 {1, 5}
7 6 {1, 2, 3, 4, 5, 6}
8 4 {1, 3, 5, 7}
9 6 {1, 2, 4, 5, 7, 8}
10 4 {1, 3, 7, 9}
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

φ(p) = p − 1

φ(pa) = pa − pa−1 = pa−1(p − 1) = pa
(
1− 1

p

)
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

Veta
Nech n ∈ N0. Potom platí

φ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
, (8)

kde sú£in na pravej strane prebieha cez v²etky prvo£íselné delitele

£ísla n.

φ(n) =
k∏

j=1

(p
aj
j − p

aj−1

j ) =
k∏

j=1

p
aj−1

j (pj − 1).
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

Ai = {s ∈ X ; pi | s}.

φ(n) = |X \ (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak)|.

|Ai | =
n

pi

|Ai1 ∩ Ai2 | =
n

pi1pi2

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aij | =
n

pi1pi2 · · · pij
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia je multiplikatívna

Dôsledok
Ak m, n ∈ N sú nesúdelite©né, t.j. gcd(m, n) = 1, tak platí

φ(mn) = φ(m)φ(n).

Dôsledok
Pre ©ubovo©né m, n ∈ N ozna£me d = gcd(m, n). Potom platí

φ(mn) = φ(m)φ(n)
d

φ(d)
.
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Eulerova funkcia Eulerova funkcia

Eulerova funkcia

Pre ©ubovo©né n ∈ N0 platí

n =
∑
d |n

φ(d), (9)

pri£om sumu na pravej strane chápeme tak, ºe s£itujeme cez v²etky
prirodzené £ísla d , ktoré sú delite©mi £ísla n. (Úloha ??.)
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Eulerova funkcia Eulerova veta

Eulerova veta

Veta (Eulerova veta)

Nech a ∈ Z, n ∈ N sú také, ºe gcd(a, n) = 1. Potom platí

aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Veta (Malá Fermatova veta)

Nech a ∈ Z a p je prvo£íslo. Potom platí

ap−1 ≡ 1 (mod p).
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Eulerova funkcia Eulerova veta

Malá Fermatova veta

Veta (Malá Fermatova veta)

Nech a ∈ Z a p je prvo£íslo. Potom platí

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Ekvivalentne: Pre ©ubovo©né a ∈ Z platí

ap ≡ a (mod p).
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

V celých £íslach pre rovnicu

x1 + · · ·+ xk = n

▶
(n+k−1

k−1

)
je po£et rie²ení takých, ºe xi ≥ 0;

▶
(n−1

k−1

)
je po£et rie²ení takých, ºe xi ≥ 0.

Vieme nie£o poveda´ o po£et rie²ení, ak budeme ma´ aj horné
ohrani£enia?
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

Príklad
Ko©ko existuje rie²ení rovnice

x1 + x2 + x3 = 15

v nezáporných celých £ísla takých, ºe x1 ≤ 3, x2 ≤ 6, x3 ≤ 12?
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

S = {(x1, x2, x3) ∈ Z3; x1 + x2 + x3 = 15,

0 ≤ x1 ≤ 3, 0 ≤ x2 ≤ 6, 0 ≤ x3 ≤ 12}

X = {(x1, x2, x3) ∈ Z3; x1 + x2 + x3 = 15, 0 ≤ x1, 0 ≤ x2, 0 ≤ x3}
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

S = {(x1, x2, x3) ∈ Z3; x1 + x2 + x3 = 15,

0 ≤ x1 ≤ 3, 0 ≤ x2 ≤ 6, 0 ≤ x3 ≤ 12}

A1 = {(x1, x2, x3) ∈ X ; x1 ≥ 4}
A2 = {(x1, x2, x3) ∈ X ; x2 ≥ 7}
A3 = {(x1, x2, x3) ∈ X ; x3 ≥ 13}

|S | = |X \ (A1 ∪ A2 ∪ A3)|.
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

|X | =
(
17
2

)
|A1| =

(
13
2

)
|A2| =

(
10
2

)
|A3| =

(
4
2

)
|A1 ∩ A2| =

(
6
2

)
|A1 ∩ A3| = 0

|A2 ∩ A3| = 0

|A1 ∩ A2 ∩ A3| = 0
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

|S | =
(
17
2

)
−
(
13
2

)
−
(
10
2

)
−
(
4
2

)
+

(
6
2

)
= 136− 78− 45− 6+ 15

= 22
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

0+ 3+ 12 0+ 4+ 11 0+ 5+ 10 0+ 6+ 9
1+ 2+ 12 1+ 3+ 11 1+ 4+ 10 1+ 5+ 9
1+ 6+ 8 2+ 1+ 12 2+ 2+ 11 2+ 3+ 10
2+ 4+ 9 2+ 5+ 8 2+ 6+ 7 3+ 0+ 12
3+ 1+ 11 3+ 2+ 10 3+ 3+ 9 3+ 4+ 8
3+ 5+ 7 3+ 6+ 6
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

Príklad
Aký je po£et celo£íselných rie²ení rovnice

x1 + x2 + x3 = 11

takých, ºe platí 0 ≤ x1 ≤ 3, 0 ≤ x2 ≤ 4 a 0 ≤ x3 ≤ 6?

11 = 1+ 4+ 6

11 = 2+ 3+ 6

11 = 2+ 4+ 5

11 = 3+ 2+ 6

11 = 3+ 3+ 5

11 = 3+ 4+ 3

Princíp zapojenia a vypojenia



E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

X = {(x1, x2, x3) ∈ Z3; x1 + x2 + x3 = 11, xi ≥ 0}
A1 = {(x1, x2, x3) ∈ X ; xi ≥ 0, x1 ≥ 4}
A2 = {(x1, x2, x3) ∈ X ; xi ≥ 0, x2 ≥ 5}
A3 = {(x1, x2, x3) ∈ X ; xi ≥ 0, x3 ≥ 7}
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

|X | =
(
13
2

)
|A1| =

(
9
2

)
|A2| =

(
8
2

)
|A3| =

(
6
2

)
|A1 ∩ A2| =

(
4
2

)
|A1 ∩ A3| =

(
2
2

)
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

|X \ (A1 ∪ A2 ∪ A3)| =
(
13
2

)
−
(
9
2

)
−
(
8
2

)
−
(
6
2

)
+

(
4
2

)
+

(
2
2

)
= 78− 36− 28− 15+ 6+ 1 = 6
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

x1 + x2 + x3 = 11

0 ≤ x1 ≤ 3, 0 ≤ x2 ≤ 4 a 0 ≤ x3 ≤ 6

y1 = 3− x1

y2 = 4− x2

y3 = 6− x3

0 ≤ y1 ≤ 3, 0 ≤ y2 ≤ 4 a 0 ≤ y3 ≤ 6

x1 + x2 + x3 = 11

(3− x1) + (4− x2) + (6− x3) = 13− 11

y1 + y2 + y3 = 2
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E²te raz x1 + · · · + xk = n

Rovnica x1 + · · ·+ xk = n s obmedzeniami

x1 + x2 + x3 = 11

0 ≤ x1 ≤ 3, 0 ≤ x2 ≤ 4 a 0 ≤ x3 ≤ 6

y1 + y2 + y3 = 2

(
4
2

)
= 6
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