1 Relacie ekvivalencie

Relécia na mnozine M je Tubovolnd podmnozina R C M x M. Relacia ekvivalencie je taka
relacia, ktora je

o reflexivna: (Vo € M) (x,2) € R;

o symetrickd: (Vz,y € M) (z,y) € R = (y,z) € R;

o tranzitivna: (Va,y,z € M) (z,y) € RA (y,2) € R= (z,2) € R
Namiesto (z,y) € R Casto pouZivame aj oznaenie zRy. (Napriklad ak reldciu ozna¢im ako
~, tak oznalenie x ~ y urcite vyzerd prirodzenejsie nez (x,y) €~.)

Triedy ekvivalencie:

[z] = {y € M;z ~y}

1.1. Overte, ¢ relacia R je relacia ekvivalencie na mnozine M.
a) M je Iubovolnd mnozina, R = M x M;
b) M je Iubovolnd mnozina, R = {(z,z);xz € M}
¢c) M =R, R={(z, y)EMxMx—yEZ}
d) M = Zz R={((a,b),(c,d)) e M x M;a+d=0b+c};
e)
)

M =N? R={((a,b),(c,d)) e M x M;a+d="0b+c};
f) M = ,R {(a,b) € M x M;|a—b| <1};
g) M =R, R={(z,y) € M x M;z* = y?};
h) M = P(N), t.j. M je mnozina vSetkych podmnozin mnoziny N a R = {(A, B) €
M x M; AAB je koneéna} (t.j. mnoziny A a B st v relacii R, ak ich symetricky rozdiel

AAB = (A\ B)U (B \ A) je konetna mnozina);
i) M =P(N), R={(A,B) € M x M; existuje bijekcia z A do B};
)M =17Z; R={(z,y) € M x M;3 |z +2y};
k) M =R, R={(z,y) € M x M;x —y € Q};
) M =R% R={((x1,22), (y1,y2) € M x M1 = y1)};
m) M =R?* R={((z1,22), (y1,92) € M x M;x1 = y1 Axg = y2)};
n) M =R?* R = {((z1,22), (y1,92) € M x M;21 = y2 Ay = y1)};
0) M =R%* R ={((z1,22), (y1,y2) € M X M;21 =y1 Vas =ya)};
p) M ={f:Z — Z}, t.j. M je mnozina vSetkych zobrazeni zo Z do Z; R = {(f,g) €
M x M; f(1) = g(1)};
qQ) M ={f:7Z — Z}, t.j. M je mnozina vSetkych zobrazeni zo Z do Z; R = {(f,g) €
M x M; f(1) = g(0)};
1) M = G, kde (G, o) je grupa, H je podgrupa grupy G a R = {(z,y) € M x M;xy~! €
H}. St niektoré reldcii uvedenych v ostatnych Castiach Specidlne pripady tejto relacie?
s) M je lubovolnd mnozina, f: M — S je lubovolné zobrazenie a R = {(z,y) €
M x M; f(x) = f(y)}. (=LAGI1, 1.6.12(1)) Su niektoré reldcii uvedenych v ostatnych
castiach Specidlne pripady tejto reldcie?

1.2. Kolko existuje reldcii ekvivalencie na trojprvkovej mnozine {0, 1,2}?

1.3. Dokazte: Ak Ry a Rs st relcie ekvivalencie na tej istej mnozine M, tak aj R = Ry N Ry
je relacia ekvivalencie na M. (VSimnite si, ze (a,b) € R < (a,b) € Ry A (a,b) € Ry.)
Plati podobné tvrdenie aj pre zjednotenie relacii ekvivalencie?

2 Faktorové grupy
Ak mame komutativnu grupu (G, +) a nejaku jej podgrupu H, tak predpisﬂ

T~y & r—yeH

LAk by sme oznacovali operdciu ako -, tak by sme ti isti podmienku zapisali ako zy~! € H.



urcuje relaciu ekvivalencie na mnozine G.
Mnozinu vSetkych tried tejto ekvivalencie oznaéime ako G/H, t.j.

G/H = {[a);a € G}.

Predpis

[a] + [b] = [a + ]

potom urcuje dobre definovant bindrnu operdciu na mnozine G/H. D4 sa dokdzat, ze G/H
s touto operaciou tvor{ grupu. Tito grupu voldme faktorova grupa grupy (G, +) podla podg-
rupy H.

Veta o faktorovom izomorfizme. Nech G, G’ st grupy, navyse G je komutativnaﬂ Ak
f: G — @' je surjektivny homomorfizmus, tak Ker f je podgrupa grupy G a plati

G/Ker f =G,

t.j. faktorova grupa G podla Ker f je izomorfna s G'.

2.1.

2.2

2.3.

Ukézte, ze faktorovd grupa G/H je izomorfnd s grupou K. (Aspon jednu tlohu skuste
vyriesit priamo pomocou definicie faktorovej grupy a aspon jednu tlohu pomocou vety
o faktorovom izomorfizme.)
a) G=(RxR,+), H=A{

(z,y);z+2y =0}, K = (R, +);
=(RxR,+), H= {(J:,?)gc
R

);x € R}, K = (R, +);
R, +);
0,2,4,6}, K = (Z2,4);
475 = {0,4}, K = (Z4, +);
) H =R\ {0} K = e Cile = 1)
H=Rt={xeR;z>0} K={ceC;lc|] =1}
) H =47 = {4z 2 € 2}, K = Zy;
0},), H=R", K = (Zs, +);
= (R*,.), H = {1}, K = (R*,")
Zistite, ¢i dané grupy st izomorfné. V celom cvi¢eni budeme ako S oznacovat grupu
({c € C;|c| =1}, ) (pripadne mnozZinu prvkov tejto grupy) a Cy,, = ({c € C; " =1}, )
a) (C\ {0},-)/{c € C;c" e R\ {0}}, (C\{0},-)/R* (pod R tu myslime kladné redlne
Cisla, cize 0 ¢ RT), S
b) (R,+)/Z, S/C,, S
) (C\ {0}, ), (C\{0},-)/Cn
d) ({c€C/e" € R\ {0}},)/R*, C,
e) ({ceC;c" e R\ {0}},9)/Cy, RT
f) C12/Cy, Zs
8) (Zz x Z3,+)/(Z2 x {0}), Z
Nech G je komutativna grupa a H je jej podgrupa. Ukézte, Ze zobrazenie f(z) =x+h
je bijekcia medzi H a [z]g. (T.j. pre kazdu triedu rozkladu G podla H méame bijekciu
medzi H a [2]x. )]

2Tento predpoklad je tu iba preto, aby vébec malo zmysel hovorit o faktorovej podgrupe. Ak sa neskér
budete ucit o normélnych podgrupéach, tak zistite, ze faktorové grupy sa daja robit aj pre nekomutativne
grupy. Vtedy to vSak nebude fungovat s Iubovolnou podgrupou. Matematici by sa s tym mali stretnit na
predmete Algebra (1) v druhom roéniku. Poistni matematici na predmete Uvod do vysokoskolskej matematiky

(2).

3V skutocnosti ked si ¢lovek pozrie dokazy tych veci, ktoré bolo potrebné potialto, tak tie sa dali urobit
aj bez pouzitia komutativnosti. Takze takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativne grupy.



2.4. S vyuzitim predoslej ulohy dokazte, ze ak G je koneéna komutativna grupa a H je jej
podgrupa, tak pocet prvkov H deli pocet prvkov G. (T.j. |G| je ndsobkom |H|)E|

2.5. Nech G je komutativna grupa, f: G — G’ je homomorfizmus grip a H = Ker f. Ako
[a] oznac¢ime triedu prvku a vo faktorovej grupe G/H.
Dokazte, ze pre Tubovolné a € G plati

[a] = {z € G; f(x) = f(a)}.

(Tymto vlastne dokédZeme, ze triedy rozkladu podla Ker f s presne vzory jednoprvko-
vych podmnozin Im f )E|

4T4to vlastnost plati aj pre grupy, ktoré nie st komutativne. Neskor sa s fiou este stretnete pod nazvom
Lagrangeova veta.
Shttps://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1917
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