1 Linearna zavislost a nezavislost

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

Overte, Ze R je vektorovy priestor nad polom Q. Dokazte, Ze v tomto priestore st 1,
V2 a /3 linedrne nezévislé.

Ukézte, ze vo vektorovom priestore R nad Q (z predoslej tlohy) su linedrne nezdvislé
vektory 1+ 3v2 a2 — 2.

Sa 1, \/?, V3, V6 linedrne nezavislé vo vektorovom priestore R nad polom Q? (Hint:
Ulohu méze o nieco zjednodusit, ak sa pozriete na 1 a /3 ako prvky priestoru R nad
polom Q(v/2) = {a + bv/2;a,b € Q}.)

Zistite, ¢i dané vektory su linedrne zavislé v prislusnom vektorovom priestore:

a) (1,2,3), (13.2), (2,1,5) v R?,

b) (1,23), (1,3.2), (2,1,5), (1,127,3) v R?,

c) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3

d) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3.

Zistite, ¢i su nasledujice funkcie linedrne zavislé vo vektorovom priestore vsetkych
funkcii z R do R:

a)z+1, 22, 23,

b) 1, z + a, 2% + bx + ¢ (a, b, c mdzu byt Iubovolné redlne &isla),

¢*) 1, cosx, cos?(%),

d) z, x(x — 1), z(x — 1)(z — 2),

e) 1, cosz, cos2x.

2 Baza a dimenzia

2.1.

2.2

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9*.

Zistite, ¢i dané Vektory tvoria bazu v R3:

) (1 2 3) ( ) <1v27 _3>

b) (1,1,1), (1,1,0) (1,0,1)

c) (1,0,0 , (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1).
Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v Z3:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
¢) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).
Ako P, oznacme priestor vSetkych polynémov stuptia najviac n. Overte, ze d(P,) =
n+lazel,xz—1,...(x—1)" je bdza tohoto priestoru.
Uréte dimenziu podpriestoru [@, 3, 9], ak @ = (1,3,2,1), 5= (4,9,5,4) a 7 = (3,7,4,3)
v R%.
N4jdite bdzu a dimenziu podpriestoru P = [(1,1,1,3),(1,2,3,6),(1,6,6,6),(3,1,4,1)]
priestoru Z3.
Ak sa to d4, doplnte dané vektory na bazu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2), (2,1,3) v R?,
b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,
¢) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z4.
Ak kazdy z vektorov 51, e ,Ek je linedrnou kombindciou vektorov dj,...,d,,, tak
(B, Bel) < Ao, G,
Méme dané vektory @; = (1,1,2,0), @ = (0,0,3,1) v priestore Zz. Kolko existuje
moznosti na vyber vektorov as,ds € Z3 tak, aby tieto styri vektory tvorili bazu?
a) Nech FF = {a +b¥/2 + eV/22;a,b,c € Q}. Aké je dimenzia F, ak ho chdpeme ako
vektorovy priestor nad polom Q7
b) Vedeli by ste tento fakt vyuzit na zdévodnenie, ze pre lubovolny prvok oo € F'\ {0}
existuje v F' inverzny prvok vzhladom na ndsobenie? (Hint: Skiste sa pozriet na vektory



1, o, @2, o v tomto vektorovom priestore.)ﬂ

2.10*. a) Nech pq,...,pr si navzdjom rézne prvocisla. Ukdzte, ze ¢isla Inpy,lnps, ..., Inpg
st linedrne nezavislé ako prvky vektorového priestoru R nad polom Q.
b) Ukéazte, ze vektorovy priestor R nad polom Q je nekoneénorozmernyﬂ

3 Sucty podpriestorov

Stcet podpriestorov je definovany ako
S+T={s+t5€ S teT}

Jeho dimenziu moéZeme (pre konecnorozmerné S a T) vyjadrit pomocou Grassmannovho

VZOor Cﬂ

d(S +T) = d(S) + d(T) — d(SNT)
(S+T)+d(SNT) = d(S) + d(T)

3.1. ZistitdY d(U), d(V), AU + V), dUNV), bdzu U +V a bdzu UNV
) v B pre U = [(,5), V — [(1,3)]
b) v R? pre U = [(1,2,3),(-1,2,3)], V = 1
¢) v R pre U = [(1,0,1,0),(1,0,0,1)], V = [(1, ,(170, 1,1)]
d)vR* pre U = [(1,2,3,4), (1,1,1,1),(4,3,2,1)], V = [(1,1,0,0), (0,0, 1, 1), (1,0,0,0)].
[a)1,1,2,0; b)2,2,3,1; ¢)2,2,4,0; d)2,3,4,1]
3.2. Nech T = [(1,3,2),(2,1,3),(3,4,0)] je podpriestor (Zs)3. Existuje podpriestor S taky,
7e (Zs)® = T @ S? Ak 4no, najdite ho! Je tento podpriestor jednoznac¢ne urceny?
3.3. Dokézte, ze ak €7, ..., €. je baza vektorového priestoru V, tak V = [6]] ® ... D [ex].
3.4. Ak mame zadané podpriestory

L

Wi ={(z,y,2) €R¥% x4y —2=0},
W2 :{(Z‘,y,Z) €R3;3$+y—2z:0},
W3 = {(z,y,2) € R® 2 — Ty + 32 = 0},

najdite dim(W1 NWyN Wg) a dim(W1 + WQ), dim(W1 + Wg), dim(Wg + Wg)
3.5. Najdite priklad vektorového priestoru a podpriestorov Wi s 5 takych, idﬂ

dim(W7 + Wy + W3) # dim(W1) + dim(Wg) + dim(W3)—
— d1m(W1 N WQ) — d1m(W1 n Wg) — lel(WQ n Wg) + d1m(W1 NWsyN Wg)

I Tento priklad ukazuje, ze ked uz vieme nejaké veci o vektorovych priestoroch, tak sa da ovela jednoduchsie
dokéazat, ze tato mnozina tvori pole. Podobné typy tivah este stretnete aj na inych predmetoch, ked sa budete
ucit o rozsireniach poli.

2Neskér uvidime jednoduchsie zdévodnenie toho, Ze tento priestor nie je koneénorozmerny — budeme
ale potrebovat vedief nejaké veci o linedrnych izomorfizmoch a tiez o spocitatelnych a nespocitatelnych
mnozinach.

3Tento vzorec sa lahko paméts, kedze sa podobé na vyjadrenie pre pocet prvkov zjednotenia dvoch mnozin:

[AUB| = |A| +|B| - |An B|.

Pri pocte prvkov méme podobné vyjadrenie aj pre viac nez dve mnoziny — pre podpriestory uz analogické
tvrdenie neplati.

4Pri tejto tlohe sa moze hodit pouzivat elementarne riadkové operacie a Gpravu na redukovany stupriovity
tvar. (Zaradil som ju uz do tejto sady — t.j. zhruba v ¢ase, ked sa preberaju stéty podpriestorov.)

5Toto ukazuje, Ze neplati analégia vztahu |AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|.
Pre zaujimavost priddm aj takato linku: https://mathoverflow.net/q/23478 Examples of common false
beliefs in mathematics.


https://mathoverflow.net/q/23478
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