Ak A je typu m x[n]a B je typu[n]x k, tak si¢in C' = AB mé rozmery m x k a

n
Cij = aﬂblj + ainQj +...+ ambnj = E aitbt]—.
t=1

Matica linedrneho zobrazenia f: RF — R™ je matica typu k x n nad polom R, ktorej i-ty
riadok je vektor f(€;), t.j. obraz i-teho vektora zo Standardnej bézy.
Stcin matic a skladanie linedrnych zobrazeni:

Mgoy = My - M,

Obraz vektora a sucin:

1.1.

1.2.

1.3.

1.4*.

2.1.

2.2

2.3.

F@ =My

Linearne zobrazenia

Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne zobrazenie.
Ak ay,...,a, st linedrne zavislé vektory, tak aj f(ay),..., f(&@,) si linedrne zdvislé
vektory.

Ukazte, ze f: V — W je linedrne prave vtedy, ked pre Tubovolné ¢ € F a Z,i € V plati
f(ci +§) = cf @) + £(7).

Nech f: V — W je linedrne zobrazenie z vektorového priestoru V do vektorového
priestoru W nad polom F. Dokazte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V', tak f[S] = {f(&); @ € S} je podpriestor
vektorového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~!T] = {a@ € V : f(@) € T} je
podpriestor vektorového priestoru V.

a) Ukézte, ze ak V je koneCnorozmery vektorovy priestor nad polom Q, tak V je
spocitatelna mnoiinaﬂ

b) Ukéazte, Ze vektorovy priestor R nad polom Q je nekoneénorozmerny.

Sucin matic

Vypoditajte A2 + 2AB + B%, A2 + 2BA + B?, A> + AB + BA + B2, (A + B)?, ak

A= B=(1)

Vyratajte EA a AE pre A = ( o3 —31) aa) B = ((139(%) b) E = ((1)(3)8> c) E =
-1-2 1 001 001

(?1) g é) d) E = (é g _(1)3). Vedeli by ste najst riadkovﬁ/stipcovﬁ operaciu, pomocou

ktorej dostaneme z matice A maticu FA resp. AE? (Viac sa o sivise ndsobenia matic

a elementdrnych riadkovych/ stipcovych operécii mozete dozvediet v LAG1 v ¢asti 4.4).
n
Pre Stvorcovi maticu C typu nxn budeme vyraz Tr(C) = > ¢, nazyvat stopa matice

c k=1

Ukézte, ze ak A, B st matice typu n X n nad polom F', tak platia rovnosti Tr(A) =
Tr(A)T a Tr(AB) = Tr(BA).

Zistite, ¢i pre Tubovolné matice A, B, C typu n x n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA)
a Tr(ABC) = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zdévodnite!) Ak niektory z tychto vztahov
neplati, bude platit za dodatocného predpokladu, matica A je symetricka?

IT4to tiloha sa d4 riesit, ak uz z inych predmetov poznate zékladné veci o spoéitatelnych mnozinach.



. Nech C = AB, kde A, B st matice. Musi potom platit S¢ C S47 Musi platit S¢ C
Sp? Musi platit S4 C S¢, Sg C S¢? (Pripomenime, Ze S4 je podpriestor generovany
riadkami matice A.)

. Nech A, B st matice nad polom F typu m X n resp. n x k. Dokdzte, ze h(AB) < h(A).
Dokézte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n X k. Dokazte, ze h(AB) < h(B).
Dokézte, ze ak m = n a A je reguldrna, tak h(AB) = h(B).

. Nech A,B € M,, ,,(F'). Dokazte: Matice A, B st riadkovo ekvivalentné prave vtedy,
ked existuje reguldrna matica R € M,, ., (F) takd, ze B = RA.

. Nech A je stvorcovd matica (nad nejakym polom F'). Dokazte: Matica A je reguldrna
prave vtedy, ked A sa da dostat ako sicin nejakych matic elementarnych riadkovych
operdcii. (T.j. A = E1Es ... Ey, kde kazdd z matic E1, Fs, ..., Ex zodpovedad nejakej
ERO.)

Matica zobrazenia

. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f: (Z7)? — (Z7)? a napfste jeho predpis.
a) f(1,1) = (0,1), f(6,1) = (3,2)
b) £(2,3) = (1,0), f(3,2) = (6,1)

. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f: R3 — R%, pre ktoré plati:

a) f(2,0,3) =(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,-2,1), f(3,1,2) = (1,-1,1,-1),
b) f(2,0,3) = (1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(2,-1,4) = (-1,1,-1,2),
c) f(2,0,3) =(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,-2,1), f(2,-1,4) = (1,-1,1,-1).

. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f: R* — R* takého, ze:

a) f(1,2,3,3) =(0,0,0,0), f(1,1,3,2) = (1,0,3,1), f(1,1,2,0) = (2,0,1,0), f(1,0,3,1) =
(2,1,3,1)

b) f(17 2, 374) = (_17 —1,4, 1)7 f(l, 1,3, 2) = (17 0,3, 1)7 f(17 1,2 0) = (2707 1, O)a f(1707 3, 1) =
(2,1,3,1)

C) f(07 17 17 1) = (17 O’ 07 0)7 f(I? 07 17 1) = (0’ 17 07 0)7 f(17 1707 1) = (07 07 170)7 f(17 17 17 O) =

(0, 07 07 1) .

. Néjdite maticu linedrneho zobrazenia f: Z3 — Z2, ktoré spliia uvedené podmienky.

(Ak takych matic existuje viacero, ndjdite aspon jednu. Ak takd matica neexistuje,
zdovodnite to.)

a) f(1,2,3) = (1,2), f(2,1,3) = (1,1), f(3,1,2) = (4,1)

b) f(2,3,3) =(1,2), f(1,1,3) = (3,4), f(0,2,4) = (0,3)

c) f(2,3,1) =(1,2), f(4,1,3) = (3,4), f(4,1,4) = (2,4)

d) f(172a3) = (27 1)1 f(2a371) = (07 1)» f(37474) = (3’ 1)

e) f(?, 173) = (1, 1)7 f(3,3, 1) = (0,3), f(4, 1,0) = (474)

f) f(4,1,4) = (0,1), f(2,1,3) = (3,1), f(2,4,2) = (2,1)

g) f(374’ 1) = (173)’ f(l’ga 1) = (270)’ f(15271) = (3’ 1)) f(37374) = (252)
h) f(134;2) - (07 1)3 f(3ﬂ 171) - (134)

. Kolko existuje linedrnych zobrazeni spliiajtcich zadané podmienky? Kolko z nich je
injektivnych? Kolko je surjektivnych?

a) f:Z3 — 7%, f(1,3,1) = (1,1,1,3), f(2,1,3) = (0,1,3,4), f(2,1,0) = (1,4,0,0);
b) f: Zg % Zg) f(170737 1) = (07173)7 f(2? 17 37 1) = (1’ 17 3)7 f(17174? 1) = (27 27 1);
) f:Z§ =73, £(1,0,3,1) = (0,1,3), f(2,1,3,1) = (1,1,3), f(1,1,0,0) = (1,0,0);



4 Jadro a obraz

Ak f:V — W je linedrne zobrazenie, tak plati
dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(V),
kde
Ker f = {# € V; f(&) = 0},
Im f={f(&);ZeV}
Navyse plati veta o izomorfizme:
V/Ker f = Im f.

4.1. Najdite bazu obrazu a bazu jadra linedrneho zobrazenia f: (Zs)* — (Zs)* s danou
maticou. V ktorych pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?

3122 2411 1234
4321 3332 2314
0124 1421 4321
2012 4203 3412

4.2. Najdite bazu a dimenziu Ker f aj Im f pre dané linearne zobrazenie. Rozhodnite, ¢i
toto zobrazenie je injektivne, surjektivne, bijektivne.
a) f: R* = R3, f(x1,20,73,74) = (21 + o + T3 + T4, 220 + T3 + T4, 420 + 273 + 224).
b) f: Maa(R) = Mao(R), f (25) = (efqata)
C) f: M272(R) — M272(R)7 f(A) =A— AT
d) f: V=V, kde V = {ax® + bx + c;a,b,c € R} je podpriestor R® a f: p(x) — p/(z).
(T.j. f priradi polynému p(x) jeho deriviciu.)

4.3. Definujme linedrne zobrazenie f: R* — R? ako f(x1,%2,23,74) = (371 + 22 + 273 —
Z4,2x1 + 4x9 + T3 — 24) a oznacme U; = Ker f.
Dalej definujme lineérne zobrazenie g: R? — R* ako g(y1,%2) = (y1 — y2, ¥1 — 32, 2y1 —
8ya2,3y1 — 27y2) a ozna¢me Us = Im g.
Vidime, ze U; aj U, st podpriestory R%.
N4éjdite bazy priestorov Uy, Us, Uy NUy a Uy + Us.

4.4. Nech f:V — V je linedrne zobrazenie. Ako f2 budeme oznacovat f o f. Dokézte

(a) Ker f? D Ker f,
(b) Im f> CTIm f,
(c) f2=0<« Kerf D Imf.
4.5. Nech V) 2 3 st vektorové priestory, f: Vi — V5 a g: Vo — V3 st linedrne zobrazenia.
(a) Dokézte, Ze plati
Ker(f) € Ker(g o /).
(b) Ukézte na konkrétnom priklade, Ze vo vSeobecnosti nemusi platit Ker(f) = Ker(go
f)-
(c) Co by ste vedeli povedat o pripade, ked g je injektivne?
4.6. Najdite Ker Ty, Im Ty, kde Ty : M3 2(R) — M3 2(R) je dané predpisom

1 2 .
pre A = <O 3),t.J.,

Ta(X)=AX — XA

Ta(X) = (é §>X—X<(1) g)



4.7. Nech A je lubovolnd matica typu n x n nad polom F. Oznatme T4 (X) = AX — X A.

5.1.

5.2.

5.3.

0.4.

9.5.

5.6.

5.7.

a) Ukézte, ze Ta: My, n(F) — M, ,(F) je linedrne zobrazenie.
b) Je T4 injektivne?
¢) Je T4 surjektivne?

Inverzna matica

Najdite inverznd maticu k danym maticiam nad R:
231\ (131\ 031\ /301 /10 1\ /321 1v2 V6
(433)(243) (203) (032) (03 ;) (421) <0 1 \/g> Vysledky:
121/ \312/\112/\101/\2-13/\101 00
<212><;;;>35_9<50é> 25%) SRR
ey (A w ) () b ) (3—1—;><01
N AT A A e A R I A I S AN S VA
Zistite, ¢i je zadand matica nad polom Zs regularna; ak ano, najdite inverznu:
3 1 1 3 2 1 3 1 21 3 1 2 1 3 1
1 4 0 1 01 3 4 1 2 4 3 1 2 3 3
21 1 43 1 2 11’13 1 2 3’3 1 4 3Y)
3 2 2 1 11 4 2 1 3 1 3 1 3 2 4
4 0 0 3 0 2 4 4 0 4 3 3 0 01 3
, 2 4 1 1 0 0 2 4 3 4 00 4 0 3 3
Visledky: 31 1 1|1 2 3 4|1 00 3] |4 4 2 2
3 01 3 3011 0 3 40 0 3 40
Nech f: (Z5)* — (Zs)* je linedrne zobrazenie také, ze f(1,2,3,1) = (2,0,1,0), £(0,2,3,1) =
(1,2,0,3), f(1,0,3,4) = (3,2,1,0), f(4,1,3,2) = (2,3,1,1). N4jdite maticu zobrazenia
-1

o s . . 110Y . . . T . ’
Zistite, ¢i matica ((1) 0 %) je reguldrna a) nad Zs b) nad Zs, ak dno, najdite inverzni
maticu.

Zistite pre aké hodnoty parametra a € R existuje A~!. Pre tieto hodnoty aj vyjadrite,
¢omu sa A™! rovna.

A:

— = =

1
1
a
1

e N
Q = =

Vypocitajte A~'B a B~ A. Skiste to urobit bez vypoétu A~! resp. B~1.
12 1

A= (88%) B = (0 1 4)

112 0—1 2 _ )
Ako skusku spravnosti mdzete vyskusat, ¢i po vynasobeni vysledku zlava maticou A
(resp. B) dostanete maticu B (resp. A).
Zistite, ¢i pre dané matice A, B nad polom Zjy existuje matica X nad tym istym polom
takd, ze AX = B. Zistite, ¢i je X maticami A, B jednoznacne urcend. Ak takd matica
existuje, tak aspon jednu taki maticu najdite.

1 1 1 1 1 3
a)A=10 3 1|,B=[2 0 1
3 2 3 0 2 3
01 3 2 10
byA=(2 1 0],B=1(0 3 1
1 3 1 1 3 4
1 2 1 0 3 3
c)A=1[(2 2 3|,B=|1 4 0
2 30 3 0 3



5.8.

5.9%.

6.1.

6.2.

6.3.

1 20 0 4 2
dA=13 1 0|,B=(0 2 1
1 4 4 41 3
110 11 1
e)A=(0 1 3|,B=10 3 1
2 4 1 3 2 3
11 3 2 1 2
f)aA=(0 1 1|,B={1 1 4
2 3 2 310

Ukazte, ze ak A, B, C st stvorcové matice také, ze ABC = I, tak matica B je regularna
a plati B~! = CA.

Ukazte, ze ak A je horné trojuholnikovd matica rozmerov n x n, ktord je regularna, tak
aj A~! je hornd trojuholnikovéa. (Pod pojmom horna trojuholnikova matica sa rozumie

to, ze pod diagonalou st nuly. T.j. a;; =0 pre i < j.)

Opat sustavy

Ukazte, ze kazdy podpriestor R™ je mnozina rieseni nejakej sistavy linearnych rovnic
nad polom R. (LAGI - 5.2.8(1))

Najdite nejaki homogénnu ststavu rovnic so 4 nezndmymi nad R, ktorej riesenim je
dany podpriestor:

a) S =1(1,4,0,1),(1,0,3,-3),(0,2,0,1)]

b) S = [(L 717 17 72)’ (17 ]-a Oa 71)7 (Sa L, 17 *4)]

Pre dané podpriestory S, T priestoru V' najdite bazu a dimenziu S NT. Viete zistit aj
¢omu sa rovna dimenzia S + T'7

a) S =1[(2,0,3,1),(1,-1,0,0)], T = [(1,-1,-1,0),(0,2,4,1)] vo V = R*
b) S =[(1,0,1,-2),(1,1,-1,3)], T = [(1,2,0,1),(2,3,1,1),(2,-1,—1,1)] vo V = R*
c)S=1[(1,1,1,1,0),(2,1,0,3,-2),(1,0,1,0,0)] a T = [(1, 1, 0,0, 3),(1,0,1,1,1), (0,1, 1,

voV =R®

Vysledky: a) dim(S) = dim(7T) = 2, dim(SNT) =1, dim(S+T) =
dim(7T) = 3, dim(SNT) = 1, dim(S+T) = 4; ¢) dim(S) = 3, dim(7T)
1,dim(S+T)=5

3; b) dim(S) = 2,
=3,dim(SNT) =
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