1 Uprava algebraickych vyrazov

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

Upravte uvedeny vyrazy na ¢o najjednoduchsi tvar:
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b) V9 — \f
) V( 3

)1+ \f+1

Zjednoduste zadané vyrazy. Zistite aj, pre aké hodnoty premennych si definované.
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Comu sa rovnd o1 + xa, 1 - T2, T3 — x1 a T3 — T3 pre

1++5
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T12 =

(Cislo p = H‘f vystupujice v tejto tlohe sa vola zlaty rez a dd sa s nim stretnit
v roznych oblabtlachED
Zistite, ¢i plati uvedenda rovnost pre fubovolné realne ¢isla, pre ktoré ma dany vyraz
zmysel. (Ak plati, tak sa ju pokuste zddvodnit. Ak nie, tak ndjdite aspon jeden kon-
krétny kontraprlklad )

11,1
a)aer a+b’

atb __ a b
b) *F+Ev

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
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2 Suastavy linearnych rovnic

r+y+2=0
r+y+22=0
2r+y+2=1
Maticovy zapis tejto sistavy:
1 1 110
11 20
2 1 11
Zépis ako stéin matice a stipcového vektora:
1 11 x 0 1 11 1 0
1 1 2 y| =10 11 2 -1]1 =10
2 11 z 1 2 11 0 1
z+y+2z=0
r+y=3 z+y+2=0 Y
T4+2y—z2=2
Jr —2y=—-1 zx4+2y—2=2
20 +y+z=1

z+y+2=0 z4+y+2=0 zx4+y+2=0
r+2y—2=2 z4+2y—2=2 z4+2y—z=2
204+ 3y =1 204+ 3y =1 20+ 3y =2

3 Celé cisla, delitelnost, indukcia

3.1. Dokazte matematickou indukciou, Ze stucin troch za sebou iducich prirodzenych cisel je
delitelny Siestimi.

3.2. Dokazte, ze sucet tretich mocnin troch po sebe iducich cisel je delitelny 9.

3.3. Dokéazte tvrdenie: Cislo n je neparne prdve vtedy, ked n® je neparne.

3.4. Dokazte, ze ak k a l st parne cisla, tak aj ¢islo k + [ je parne. Je pravdiva aj obratena
implikacia?

3.5. Dokéazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n > 2 plati 4™ > 3™ 4 27,

n

3.6. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené éislo n plati ) k% <2- %
k=1

37 Dokite, 7e I (1- o) = 23

n 2 n
3.8. Dokézte (Z k:) =S K
k=1 k=1

4 Realne, komplexné cisla

4.1. Ktoré redlne ¢isla spliiaji nerovnicu |z — 2| < 5.
4.2. Néjdite vSetky realne rieSenia rovnice:

a) |z = 2|+ [z + 2| = 4;

b) |x — 2|+ |z + 2| = 6;

¢) |z —2|+ |z +2| =2.



4.3.

4.4.
4.5.
4.6.

4.7.

4.8.
4.9.

Néjdite vsetky redlne riesenia rovnice:

a) [v— 2| o +2| = 4;

b) |x — 2| — |z + 2| = 6;

¢) |z —2|—|z+2|=2

d) Va2 + 2z +1— V22 —4x +4=3.

Pre ktoré redlne &fslo ¢ ma rovnica |22 4+ 122 + 34| = ¢ prave 3 riesenia?

Nad redlnymi ¢islami rozlozte na linedrne ¢initele mnohoclen z® + 422 + x — 6.

Ako sa definuje absolitna hodnota |x| redlneho (resp. komplexného) éisla x? Dokézte,
ze ak a, b st komplexné ¢isla, tak

ja+ b +|a = bJ* = 2(|af* + [b).

D4 sa tato rovnost nejako interpretovat aj geometricky?

Nech i je imaginarna jednotka. Dokézte, Ze i"t* = i™ pre kazdé prirodzené &islo n.
Pre ktoré redlne x ma komplexné ¢islo = + gz absolutnu hodnotu 1.

Ak mame dve komplexné ¢isla z; = cosa + isina, zo = cos 8 + isin 3, ¢omu sa rovna
ich suéin z1227 (Moivrova veta)

4.10*. Vedeli by ste pomocou komplexnych ¢isel odvodit vzorec pre cos 2z, sin2x? Dalo by

sa to pouzit pre sin 3z, cos 3x, sin nx, cosnx?

5 Mnoziny

5.1. Mnozina M pozostava z parnych cisel vacsich ako % a mensich ako % a tiez z nepar-
nych kladnych ¢isel mensich ako % Napiste vSetky prvky mnoziny M.

5.2. Urcte prienik mnozin A a B, ak A je mnozina kladnych celych ¢isel delitelnych troma
alebo piatimi, ktoré si mensie ako % a B je mnozina prvociselnych delitelov ¢isla 90.

5.3. Comusarovnd ANBa AUB, ak A= {2n;n € Z} a B = {3n;n € Z}?

5.4. Plati AN B C A C AU B pre lubovolné mnoziny A, B?

5.5. Ozna¢me AAB = (A\ B)U(B\A). (T.j. AAB je tzv. symetrickd diferencia mnozin A,
B; obsahuje tie prvky, ktoré patria préve do jednej z tychto dvoch mnozin.) Zdévodnit,
7e AAN(BAC) = (AAB)AC.

6 Rozne

6.1. Rozhodnite, ¢i sa priamka v rovine, ktord je dana rovnicou 2x — by = —2 pretina
s priamkou, ktorej rovnica je 2z + 3y = 4.

6.2. Najdite vsetky mozné predpisy, ktoré vSetkym prvkom z mnoziny

6.3.
6.4.

1+3i\> [(1-3\> 1 1-i [(14i\°
M = — .
{<1—3i> <1+3i) ’i+1+i+(1—i>}
jednoznacne priradia prvky z mnoziny redlnych cisel patriacich do M.

Dokazte, ze V2 aj V/3 si iracionélne &sla.
Dokéazte, ze V2 +3 je iraciondlne ¢islo.



1 Definicia zobrazenia

1.1. Ak A # (), ndjdite vSetky zobrazenia A — @) a ) — A. Existuje zobrazenie z ) do ()7
1.2. Nech M, N st konecné mnoziny, M ma m prvkov a N ma n prvkov. Kolko existuje
zobrazeni mnoziny M do mnoziny N7
1.3. Nech M, N st konecné mnoziny, M ma m prvkov a N mé n prvkov. Kolko existuje
injekeii/bijekeil M — N7
1.4. Nech A je kone¢nd mnozina a f: A — A je zobrazenie. Dokazte:
a) Ak f je injekcia, tak f je bijekcia.
b) Ak f je surjekcia, tak f je bijekcia.
Ukéazte na priklade, ze pre nekoneéné mnoziny tieto tvrdenia vo vSeobecnosti neplatia.

2 Skladanie zobrazeni

Ak f: X ->Y ag:Y = Z tak go f: X — Z je definované ako

(9o f)(x) = g(f(x))-

ro gof vou(f(x))

O

f(z)

2.1. Pre dané zobrazenia f,g: R — R najdite fog a go f. Rovnaju sa tieto zlozené zobra-
zenia? Vedeli by ste nacrtnut grafy f, g, go f, fog?

a) f(x) =z +1, g(x) = 2?;
b) f(r) = sine, g(x) = a7
©) f(@) = |a], g(x) = o
d) f(z) = Vlal, g(x) = 2
1 0 ak z ¢ (—1,1),
o f(a:):{ T e = 1 akwe (L0,
= - ak x < 0. 1_1%0 ak r € (=1,1),2 <0

-1

2.2. Pre dané zobrazenia f,g: N — N ndjdite f o g a go f. Rovnaju sa tieto zlozené zobra-
zenia? (N ={1,2,3,...} oznafuje mnozinu prirodzenych ¢isel)



a) f(n) =2n, g(n) = [n/2];

n—1 akn>2,
b) f(n) =n+1, g(n) =
1 akn=1.

3 Injekcia, surjekcia, bijekcia

Zobrazenie f: X — Y je
e injekcia, ak pre lubovolné x1,xe € X z rovnosti f(x1) = f(x2) vyplyva 1 = zo-
o surjekcia, ak pre lubovolné y € Y existuje x € X, ktoré sa nan zobrazi.
o bijekcia, ak je injekcia aj surjekcia.
Dve ekvivalentné definicie injekcie:

3.1
3.2.

3.3.
3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

(VZL'l,Z'Q S X)f(xl) = f(.’EQ) = T1 = X9
(VIl,l‘g S X)Il # Ty = f(xl) 7§ f(l'Q)

Dokazte: Ak g o f je surjekcia, tak aj g je surjekcia. Plati aj opa¢na implikacia? Musi
byt f surjekcia?

Dokéazte: Ak g o f je injekcia, tak f je injekcia.

Dokézte: Ak go f je bijekcia, tak f je injekcia a g je surjekcia.

Nech f: X = Y je zobrazenie a X # 0 (t.j. X je neprdzdna mnozina). Potom:

a) f je injekcia prave vtedy, ked existuje g také, ze go f = idx.

b) f je surjekcia prave vtedy, ked existuje h také, Ze f o h = idy.

¢) K zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie préve vtedy, ked f je bijekcia. (Tym sme
znovu dokdazali tvrdenie hovoriace, ze zobrazenie je bijektivne prave vtedy, ked k nemu
existuje inverzné zobrazenie.)

Nech f: X - Y,9:Y = X, h: Y — X st zobrazenia. Ak g aj h s inverzné zobrazenia
k f, tak g = h.

Nech f: X =Y je surjekcia a g, h: Y — Z st zobrazenia. Dokazte, ze ak go f = ho f,
tak g = h.

Nech f:Y — Z je injekcia a g,h: X — Y si zobrazenia. Dokézte, ze ak fog = foh,
tak g = h.

Dokazte: Zobrazenie f: X — Y je surjekcia prave vtedy, ked pre kazdi mnozinu Z a
vSetky zobrazenia g, h: Y — Z plati: Ak go f = ho f, tak g = h.

Dokazte: Zobrazenie f: X — Y je injekcia prave vtedy, ked pre kazdd mnozinu Z a
vsetky zobrazenia g,h: Z — X plati: Ak fog= foh, tak g =h.

LAG 1, 1.1.19(7): Pre zobrazenia f : Z — Z, g : Z — 7 definujme ich stcet ako
zobrazenie

f+9:2-2,  (f+9)(=)=f(z)+g(z)



a suéin ako zobrazenie
f9:Z—2Z, (f 9)(x)=f(z) g(x)

Je sucet, resp. sucin Iubovolnych dvoch bijekcii zo Z na Z znova bijekcia?

4 Inverzné zobrazenia

4.1.

4.2.

Najdite priklad zobrazenia f: X — Y, pre ktoré existuje lavé inverzné zobrazenie, ale
neexistuje pravé inverzné zobrazenie. T.j. existuje g: Y — X také, ze go f = idx, ale
neexistuje h: Y — X také, ze foh =1idy.
Néjdite priklad zobrazenia f: X — Y, pre ktoré existuje pravé inverzné zobrazenie, ale
neexistuje Tavé inverzné zobrazenie. T.j. existuje h: Y — X také, ze f o h = idy, ale
neexistuje g: ¥ — X také, ze go f = idx.

5 Vzor a obraz mnoziny*

K tymto tilohdm sa na cviceni pravdepodobne nestihneme dostat, zatial ich mozete ignorovat.
(Ale ak vds zaujmi, mozete skisit niektoré z nich vyriesit. Kazdopadne sa k veciam takéhoto
typu neskér dostanete na predmete 1-MAT-140 Diskrétna matematika (1) — ¢ize ¢asom sa
ich budete musiet naudit.)

Pre f: X — Y a podmnoziny A C X a B CY oznacujeme

flA] = {f(x);x € A}
fUBl ={z € X; f(z) € B}

Inak povedané:

5.1.
5.2.
9.3.

5.4.

9.5.

5.6.

y€ flAl & (3a€ Ay = f(a)
ve B e f(xr)eB

Dokéazte: Ak A C B, tak f[A] C f[B].

Dokazte: f[AU B] = f[A|U f[B], f~Y[AUB] = f~[A]uU f~}[B].

Ktoré z nasledujicich tvrdeni platia a ktoré neplatia? Zdovodnite.
a) f[ANB] = f[A] N f[B]

b) f[A N B] € f[A]n f(B]

o) JIANB] > f14] 1 /[B]

Q) fANB] = /AN /B
) S AN B] € [ A0 f Y]
) l[AﬂB] o fHAIN B

g) flf™ [ || =B

Rl

‘Bllc B

[f[A]] = A
B A cA
k) g o f[A] = g[f[All
Ak X je mnozina, tak P(X) budeme oznacovat mnozinu vSetkych jej podmnozin. Nech
f: X =Y je zobrazenie a g: P(X) — P(Y) je zobrazenie definované tak, ze g(A) =
f[4] pre Tubovolnt podmnozinu A C X. Dokézte, Ze f je prosté préve vtedy, ked g je
prosté.
Nech f: X — Y je zobrazenie. Dokézte, Ze f je injekcia prave vtedy, ked pre Iubovolné
dve podmnoziny A, B C X plati f[AN B] = f[A] N f[B].
Nech f: X — Y je zobrazenie. Dokazte, Ze f je injekcia < pre Iubovolné dve podmno-
7iny A, B C X plati f[B\ A] = f[B]\ f[4].

I~
£ f-
f
f



1 Binarne operacie

1.1. VypiSte vSetky mozné bindrne operécie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st asociativne,
komutativne, maji neutralny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj inverzny?

1.2. Dokézte, Ze ak o je bindrna operacia na mnozine A a o je asociativna, tak Tubovolné
uzatvorkovanie vyrazu a o bo c o d predstavuje ten isty prvokﬂ

1.3. Pre dve redlne cisla a, b definujme

a+b

b:
a * 5

t.j. vysledkom je ich priemer. Je to bindrna opericia na R? Je tato operacia komuta-
tivna? Je asociativna? M4 neutralny prvok?

1.4. LAG 1.2.9(1): Na R definujme bindrnu operdciu * predpisom x x y = x - y? (kde - je
nésobenie redlnych ¢isel). M4 této operdcia neutrdlny prvok? Ak md, najdite ho. Je
operdacia * asociativna? Je komutativna?

1.5%. Ak viete, Ze ide o tabulku asociativnej binarnej operacie, dopliite chybajice vysledky
(ak sa to d4).
| [a[b]c]
¢

b | a

oo

2  Grupy

(G, %) je grupa, ak * je bindrna operdcia na G a dalej plati: Bindrna opericia x je asociativna
(A). V G existuje neutralny prvok pre tito operdciu (N). Pre kazdy prvok z G existuje
inverzny prvok .

(Va,b,c € G)ax (bxc) = (ax*xb)xc (A)
(FeeG)(Vae Glaxe=exa=¢e (N)
MaeG)(FeGaxb=bxa=ce )

O komutativnej grupe (abelovskej grupe) hovorime, ak operacia * je navySe komutativna.
(Va,b e Glaxb=bxa (K)

2.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria vzhladom na dané operécie grupu? V ktorych pripa-
doch je tato grupa komutativna?
a) (Z,-) (celé cisla s obvyklym ndsobenim)
b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym nésobenim)
¢) (R\{0},), ) (C,+), ¢} (C,"), ) (C\ {0}, ")
) (R?,+) (so s¢itovanim definovanym po zlozk4ch)
) R s operdciou * definovanou ako axb=a+b— 1
R s operaciou * zadanou predpisom a * b =ab+a+ b
j) R\ {1} s operaciou * zadanou predpisom a *b =ab+a+b
k) Mnozina vsSetkych parnych celych ¢isel vzhladom na séitovanie.
1) Mnozina vSetkych neparnych celych éisel vzhladom na s¢itovanie.
m) (Zs, ®)

IMéme tu na mysli uzitvorkovania bez vimeny poradia, ktoré uz jednoznac¢ne uréuju vysledok opericie.
Aspon bez dékazu spomeniem, Ze to isté plati aj pre lubovolny pocet prvkov. Pocet uzatvorkovani vyrazu s n
prvkami je n-té Catalanove ¢islo.




2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9%.

Tvoria vSetky permutacie na koneénej mnozine M grupu? Je tato grupa komutativna?
Urobte tabulku grupovej operécie v pripade M = {1, 2, 3}.

Je (R, %), kde a xb = ab+ a + b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory prvok
a z mnoziny R tak, aby (R\ {a}, %) bola grupa?

Nech G = {z € C: |z| = 1}. Je G s operéciou - (ndsobenie komplexnych &isel) grupa?
Oznacme C,, = {z € C: z" =1}. Je (Cy,-) grupa?

Dokézte, ze ak (G, ) je grupa a x,y,z € G tak plati

TY =2 = Y = 2]
Yr = 2 = Yy = 2.

(Tzv. zdkony o krdteni v grupe.)

Nech (G, %) je grupa a e je jej neutrdlny prvok. Dokézte:
a)rrxy=y*rr S arryxr lxyl =e.

b) Ak z x x = e pre vetky x € G, tak G je komutativna.

Ak (G,o0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G definované
ako f,(b) = aob je bijekcia.

Nech (G, o) je grupa. Dokézte, Ze zobrazenie f: G — G definované ako f(a) = a™ ! je
bijekcia.

Nech G je nepriazdna mnozina a o je asociativna bindrna operiacia na G. Potom G je
grupa prave vtedy, ked pre Tubovolné a,b € G maju rovnice

aox=1">

yoa==>b

rieSenie v G (inymi slovami, pre lubovolné a,b € G existuji x,y € G, ktoré spliiaji
tieto dve rovnosti.)

2.10*. Nech G je kone¢nd mnozina a o je binarna operacia na G taka, ze plati asociativny

zakon a zdkony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

2.11*. Nech * je binarna operacia na mnozine G, ktora je

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.
2.16.

2.17.

a) asociativna,
b) existuje prvok e € G taky, ze (Vz € Glexxz ==
¢) pre kazdy prvok x € G existuje y € G také, ze x xy = e (kde e oznacuje prvok z Casti
b) t.j.
Mz e G)FyeGy*xz=e.

Dokézte, ze potom (G, %) je grupa. (Vsimnite si, ze uvedené podmienky sa sice podobaju
na definiciu neutralneho a inverzného prvku, ale v oboch pripadoch tam méame iba jednu
z dvoch rovnosti, ktoré vystupuji v definicii.)

Dokazte, ze v konecnej grupe, ktorda mé parny pocet prvkov, existuje prvok roézny od
neutralneho prvku taky, ze a oa = e.

Nech kone¢nd mnozina G = {e, a1, ...,a,} tvori s operdciou * komutativnu grupu a e
je jej neutralny prvok. Dokazte, Ze (ay * az * - -+ x a,)? = e.

Nech # je bindrna operacia na mnozine A, takd, ze pre kazdé a, b, c € A plati ax(b*c) =
(a*c)*ba x ma neutrdlny prvok. Dokdzte, Ze operacia * je komutativna a asociat{vna.
Nech (G, o) je grupa. Dokézte, Ze ak x o x = x, tak x = e.

Zistite, ¢i (RT x R,0), kde pre kazdé (a,b), (c,d) € RT x R definujeme (a,b)0(c,d) =
(2ac, b+ d), je grupa.

Nech G = R x (R\ {0}). Definujme na tejto mnozine bindrnu operdciu * predpisom
(a,b) % (¢,d) = (a + be,bd). Je to skutoéne bindrna operdcia? Je (G, *) grupa? Je to
komutativna grupa?



2.18.

2.19.

2.20.

2.21.
2.22.

2.23.

2.24.

Nech G = (QxQ\{(0,0)})). Definujme na tejto mnoZine bindrnu operaciu * predpisom
(a,b) * (¢,d) = (ac + 2bd,ad + bc). Je to skutoéne bindrna opericia? Je (G, ) grupa?
Je to komutativna grupa?

Nech (G, xg) a (H,*g) st grupy. Dokézte, ze aj G x H s operédciou * definovanou ako

(91, h1) * (g2, h2) = (91 *G g2, h1 *m h2)

je grupa.
[ [a[b[c[d]
a
Doplnte nasledujiicu tabulku | b d | tak aby ste dostali grupu.
c d
d
Ak pre kazdy prvok x grupy (G, o) plati z o x = e, tak tdto grupa je komutativna.

Nech G je grupa, e je jej neutralny prvok a a,b € G. Ukézte, 7e ak (ab)? = e, tak aj
(ba)? = e.

Nech G je koneéna komutativna grupa, |G| = n. Neutrdlny prvok tejto grupy oznac¢me
e a jej prvky oznacme ako ay,...,a, (t.j. G ={a1,...,an}).

a) Ukazte, 7e pre lubovolné a € G plati G = {aay,...,aa,}.

b) Ukézte, ze pre lubovolné a € G plati a” = e.

(Poznédmka: Takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativnej grupy — v tom pripade ale
treba pouzit iny argument. D4 sa to odvodit napriklad ako désledok Lagrangeovej vety,
ktord struéne spomenieme aj na tomto predmete.)

Nech G je konefnd n-prvkovd mnozina, jej prvky ozna¢me ako ai,...,a, (t.j. G =
{a1,...,a,}). Nech dalej * je bindrna operdcia na G, ktord ma neutrdlny prvok e, je
asociativna, komutativna a platia pre nu zakony o krateni.

a) Ukézte, ze pre Tubovolné a € G plati G = {aay,...,aa,}.

b) Ukézte, Ze pre lubovolné a € G plati a™ = e.

(Pozndamka: Takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativnej grupy — v tom pripade ale
treba pouzit iny argument. D4 sa to odvodit napriklad ako désledok Lagrangeovej vety,
ktord struéne spomenieme aj na tomto predmete.)



Tabulka grupy S3:

id  (57%) (333) (133) (537) (§13)
id id (313 (331) (133) (33%) (3%13)
(313) | Gi3) id  (513) (337) (133) (3371)
(339) | (33%) (33%)  id  (513) (3%3) (i33)
(133) | (133) (313) (33%) id  (33%) (313)

(51 | (G39) (53%) (133) (3%3) (3%3) id
(13 | (613 (183) (5%3) (53%9) id  (537%)

1 Podgrupy

H je podgrupa grupy (G, x) ak H je neprdzdna podmnozZina G a plati:

pre Tubovolné =,y € H plati vy € H a z~' € H;
pre Tubovolné =,y € H plati z +y~! € H.

Kazda podgrupa obsahuje neutralny prvok.

1.1.
1.2.

1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11%.

1.12*.
1.13.

N4jdite vSetky podgrupy grupy Ss. (LAG1 1.4.6.(8))
Nech (G, *) je grupa a H # 0 je koneén4d podmnozina také, ze pre lubovolné =,y € H
plati z *y € H. Potom H je podgrupa grupy G. Ukazte na priklade, ze ak vynechdme
predpoklad o konecnosti H, tak toto tvrdenie uz neplati. (LAG1 1.4.6(4))
Ukézte, ze H = {%;m, n st neparne} je podgrupa grupy (Q\ {0},-).
Je mnozina A = {a + bv/2;a,b € Q} podgrupa grupy (R, +)?
N4jdite vSetky podgrupy grupy Zs x Zs a vSetky podgrupy grupy Z4 (v oboch pripa-
doch opericia ®). Maju tieto grupy rovnaky pocet dvojprvkovych podgrip? (Viete na
zéklade vysledku zddvodnit, Ze tieto dve grupy nie sd izomorfné?)
Je mnozina H = {lna;a € Q,a > 0} podgrupou grupy (R, +)?
Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukéaite, ze gHg™! = {ghg~';h € H} je
podgrupa grupy G.
Nech M # () a G je mnozina vSetkych bijektivnych zobrazeni z M do M. Je o bindrna
operacia na G? Je (G, o) grupa? Je komutativna?
Uvazujme funkcie f;: R\ {0,1} — R\ {0,1} definované ako fi(x) = z, fa(z) = 1/x,
fa(x) =1—xa, falz) =1/ —x), fs(z) = (x — 1)/z, fe(z) = x/(x — 1). Dokézte, ze
G ={f1, f2, f3, f1, [5, fo} s operdciou skladania zobrazeni tvori grupu. Zostavte tabulku
grupovej operacie a zistite, ¢i je tdto grupa izomorfna s grupou Ss.
Néjdite priklad nekonecnej grupy, ktord obsahuje netrividlnu koneént podgrupu. (Pod
netrividlnou podgrupou tu rozumieme podgrupu, ktord mé viac ako jeden prvok.)

Nech G je grupa a Hi, Hs st jej podgrupy. Dokazte, ze H; U Hy je podgrupa prave
vtedy, ked Hy C Hs alebo Ho C H;.

Ak A, B, C st podgrupy grupy G a C C AU B, tak C' C A alebo C C B.
Nech (G1,*1), (Ga,*2) st grupy. Zoberme grupu (G1 X G, *), kde

(a,b) % (a',b') = (a*1a',bxg V'),

t.j. G je priamy stciny grip G; x G.

a) Ukézte, ze ak H; je podgrupa G; a Hs je podgrupa Ga, tak Hy X Hs je podgrupa
grupy Gi1 x Ga.

b) Néjdite priklad grip Gy, G takych, Ze G1 X Gy mé podgrupu, ktord sa nedd dostat
ako Hy x Hs pre ziadne H; C Gy, Hy C Gs.



o | fi|fe|fs | fa| S5 | e

2 Homomorfizmy grip

f: (G, %) = (H,0O)

2.1.

2.2.
2.3.
2.4.

2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

flxxy) = f(x)Of(y)

Dokéazte: Nech (G, *) a (H, o) st grupy a G je komutativna. Ak existuje izomorfizmus
f+ G — H,tak aj (H, o) je komutativna grupa. (Teda grupa izomorfnd s komutativnou
grupou je komutativna.) Plat{ toto tvrdenie, ak predpoklad o existencii izomorfizmu na-
hradime poziadavkou na existenciu homomorfizmu? Co sa stane, ak budeme pozadovat
existenciu surjektivneho homomorfizmu (=epimorfizmu)?

Zistite, ¢i su grupy (Za4,+) a (Zs \ {0}, -) izomorfné.

St grupy (Ss,0) a (Zg,+) izomorfné?

S grupy (Ze,+) a (Za x Zs,+) izomorfné? (Operdciu + na mnozine Zy x Zs chipeme
po zlozkéch, t.j. (x1,y1) + (x2,y2) = (x1 D2 22, y1 B3 y2). Operdcie By a B3 oznacuji
s¢itovanie modulo 2 resp. modulo 3 — na tomto mieste som pouzil iné oznacenie, aby
som zdoraznil, Ze na prvej a na druhej siradnici mame int operéciu.)

St grupy (Z4,+) a (Z2 X Zg,+) izomorfné?

Najdite vsetky homomorfizmy (Ss,0) — (Za,+).

Nech (G, *) je Iubovolnd grupa. Dokazte, Ze zobrazenie g — ¢ * g je homomorfizmus
z G do G prave vtedy, ked G je komutativna.

Nech (G, ) je grupa. Dokazte, ze zobrazenie g — ¢! je homomorfizmus z G do G
prave vtedy, ked G je komutativna.

D4 sa vysledok z predchddzajiceho cvicenia pouzit na iny dékaz toho, Ze (aj * ag * - - - *
a,)? = e plati pre kone¢énti komutativinu grupu G = {e,ay,...,a,}?

Nech f,g: G — H st homomorfizmy grup. Je mnozina {a € G; f(a) = g(a)} podgrupa
grupy G?

Nech (G, ) je grupa. Ukézte, ze (G, *’) s operaciou definovanou akdﬂ

z¥y=yxzx

je tiez grupa a ze tieto dve grupy st izomorfné, t.j. (G, *) = (G, «').

V tejto tlohe mdzete pouzivat fakt, ze pocet prvkov podgrupy je delitel poc¢tu prvkov
grupy (Lagrangeova veta) — aj ked tento vysledok dokdzeme aZ neskor.

a) Najdite vSetky podgrupy grupy Zs X Z4. Je tato grupa izomorfna s grupou Zg?

b) Najdite vsetky podgrupy grupy Zs x Zs. Je této grupa izomorfnd s grupou Zg?
Ukazte, ze grupa Zs X Zs je izomorfna s grupou Zig.

'Wikipédia: Opposite group https://en.wikipedia.org/wiki/Opposite_group


https://en.wikipedia.org/wiki/Opposite_group
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Obr. 1: Grupa zo siestich funkcii f1, ..



1 Relacie ekvivalencie

Relécia na mnozine M je Tubovolnd podmnozina R C M x M. Relacia ekvivalencie je taka
relacia, ktora je

o reflexivna: (Vo € M) (x,2) € R;

o symetrickd: (Vz,y € M) (z,y) € R = (y,z) € R;

o tranzitivna: (Va,y,z € M) (z,y) € RA (y,2) € R= (z,2) € R
Namiesto (z,y) € R Casto pouZivame aj oznaenie zRy. (Napriklad ak reldciu ozna¢im ako
~, tak oznalenie x ~ y urcite vyzerd prirodzenejsie nez (x,y) €~.)

Triedy ekvivalencie:

[z] = {y € M;z ~y}

1.1. Overte, ¢ relacia R je relacia ekvivalencie na mnozine M.
a) M je Iubovolnd mnozina, R = M x M;
b) M je Iubovolnd mnozina, R = {(z,z);xz € M}
¢c) M =R, R={(z, y)EMxMx—yEZ}
d) M = Zz R={((a,b),(c,d)) e M x M;a+d=0b+c};
e)
)

M =N? R={((a,b),(c,d)) e M x M;a+d="0b+c};
f) M = ,R {(a,b) € M x M;|a—b| <1};
g) M =R, R={(z,y) € M x M;z* = y?};
h) M = P(N), t.j. M je mnozina vSetkych podmnozin mnoziny N a R = {(A, B) €
M x M; AAB je koneéna} (t.j. mnoziny A a B st v relacii R, ak ich symetricky rozdiel

AAB = (A\ B)U (B \ A) je konetna mnozina);
i) M =P(N), R={(A,B) € M x M; existuje bijekcia z A do B};
)M =17Z; R={(z,y) € M x M;3 |z +2y};
k) M =R, R={(z,y) € M x M;x —y € Q};
) M =R% R={((x1,22), (y1,y2) € M x M1 = y1)};
m) M =R?* R={((z1,22), (y1,92) € M x M;x1 = y1 Axg = y2)};
n) M =R?* R = {((z1,22), (y1,92) € M x M;21 = y2 Ay = y1)};
0) M =R%* R ={((z1,22), (y1,y2) € M X M;21 =y1 Vas =ya)};
p) M ={f:Z — Z}, t.j. M je mnozina vSetkych zobrazeni zo Z do Z; R = {(f,g) €
M x M; f(1) = g(1)};
qQ) M ={f:7Z — Z}, t.j. M je mnozina vSetkych zobrazeni zo Z do Z; R = {(f,g) €
M x M; f(1) = g(0)};
1) M = G, kde (G, o) je grupa, H je podgrupa grupy G a R = {(z,y) € M x M;xy~! €
H}. St niektoré reldcii uvedenych v ostatnych Castiach Specidlne pripady tejto relacie?
s) M je lubovolnd mnozina, f: M — S je lubovolné zobrazenie a R = {(z,y) €
M x M; f(x) = f(y)}. (=LAGI1, 1.6.12(1)) Su niektoré reldcii uvedenych v ostatnych
castiach Specidlne pripady tejto reldcie?

1.2. Kolko existuje reldcii ekvivalencie na trojprvkovej mnozine {0, 1,2}?

1.3. Dokazte: Ak Ry a Rs st relcie ekvivalencie na tej istej mnozine M, tak aj R = Ry N Ry
je relacia ekvivalencie na M. (VSimnite si, ze (a,b) € R < (a,b) € Ry A (a,b) € Ry.)
Plati podobné tvrdenie aj pre zjednotenie relacii ekvivalencie?

2 Faktorové grupy
Ak mame komutativnu grupu (G, +) a nejaku jej podgrupu H, tak predpisﬂ

T~y & r—yeH

LAk by sme oznacovali operdciu ako -, tak by sme ti isti podmienku zapisali ako zy~! € H.



urcuje relaciu ekvivalencie na mnozine G.
Mnozinu vSetkych tried tejto ekvivalencie oznaéime ako G/H, t.j.

G/H = {[a);a € G}.

Predpis

[a] + [b] = [a + ]

potom urcuje dobre definovant bindrnu operdciu na mnozine G/H. D4 sa dokdzat, ze G/H
s touto operaciou tvor{ grupu. Tito grupu voldme faktorova grupa grupy (G, +) podla podg-
rupy H.

Veta o faktorovom izomorfizme. Nech G, G’ st grupy, navyse G je komutativnaﬂ Ak
f: G — @' je surjektivny homomorfizmus, tak Ker f je podgrupa grupy G a plati

G/Ker f =G,

t.j. faktorova grupa G podla Ker f je izomorfna s G'.

2.1.

2.2

2.3.

Ukézte, ze faktorovd grupa G/H je izomorfnd s grupou K. (Aspon jednu tlohu skuste
vyriesit priamo pomocou definicie faktorovej grupy a aspon jednu tlohu pomocou vety
o faktorovom izomorfizme.)
a) G=(RxR,+), H=A{

(z,y);z+2y =0}, K = (R, +);
=(RxR,+), H= {(J:,?)gc
R

);x € R}, K = (R, +);
R, +);
0,2,4,6}, K = (Z2,4);
475 = {0,4}, K = (Z4, +);
) H =R\ {0} K = e Cile = 1)
H=Rt={xeR;z>0} K={ceC;lc|] =1}
) H =47 = {4z 2 € 2}, K = Zy;
0},), H=R", K = (Zs, +);
= (R*,.), H = {1}, K = (R*,")
Zistite, ¢i dané grupy st izomorfné. V celom cvi¢eni budeme ako S oznacovat grupu
({c € C;|c| =1}, ) (pripadne mnozZinu prvkov tejto grupy) a Cy,, = ({c € C; " =1}, )
a) (C\ {0},-)/{c € C;c" e R\ {0}}, (C\{0},-)/R* (pod R tu myslime kladné redlne
Cisla, cize 0 ¢ RT), S
b) (R,+)/Z, S/C,, S
) (C\ {0}, ), (C\{0},-)/Cn
d) ({c€C/e" € R\ {0}},)/R*, C,
e) ({ceC;c" e R\ {0}},9)/Cy, RT
f) C12/Cy, Zs
8) (Zz x Z3,+)/(Z2 x {0}), Z
Nech G je komutativna grupa a H je jej podgrupa. Ukézte, Ze zobrazenie f(z) =x+h
je bijekcia medzi H a [z]g. (T.j. pre kazdu triedu rozkladu G podla H méame bijekciu
medzi H a [2]x. )]

2Tento predpoklad je tu iba preto, aby vébec malo zmysel hovorit o faktorovej podgrupe. Ak sa neskér
budete ucit o normélnych podgrupéach, tak zistite, ze faktorové grupy sa daja robit aj pre nekomutativne
grupy. Vtedy to vSak nebude fungovat s Iubovolnou podgrupou. Matematici by sa s tym mali stretnit na
predmete Algebra (1) v druhom roéniku. Poistni matematici na predmete Uvod do vysokoskolskej matematiky

(2).

3V skutocnosti ked si ¢lovek pozrie dokazy tych veci, ktoré bolo potrebné potialto, tak tie sa dali urobit
aj bez pouzitia komutativnosti. Takze takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativne grupy.



2.4. S vyuzitim predoslej ulohy dokazte, ze ak G je koneéna komutativna grupa a H je jej
podgrupa, tak pocet prvkov H deli pocet prvkov G. (T.j. |G| je ndsobkom |H|)E|

2.5. Nech G je komutativna grupa, f: G — G’ je homomorfizmus grip a H = Ker f. Ako
[a] oznac¢ime triedu prvku a vo faktorovej grupe G/H.
Dokazte, ze pre Tubovolné a € G plati

[a] = {z € G; f(x) = f(a)}.

(Tymto vlastne dokédZeme, ze triedy rozkladu podla Ker f s presne vzory jednoprvko-
vych podmnozin Im f )E|

4T4to vlastnost plati aj pre grupy, ktoré nie st komutativne. Neskor sa s fiou este stretnete pod nazvom
Lagrangeova veta.
Shttps://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1917


https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1917

1 Polia

1.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym sc¢itovanim a nasobenim pole?
a) F={a+ibja e R,beR,b>0}
b) F={a+ibjacQ,beQ}
¢) F={a+ibja € Z,beZ}
d) F={a+bv2;a € Qb € Q} (Poznamka: Moze byt uzitoéné najprv overit, Ze pre
a,b,c,d € Q plati a+bv2 = c+dv2 p.vk. a = ca b= d. Hint: Kedy plati a+bv2 =0
pre raciondlne ¢isla a, b?)
e) F = {a+b/5a € Qbc Q} (Pozndmka: Méze byt uzitoéné najprv overit, Ze pre
a,b,c,de€ Qplati a +bv/5=c+dV5pvk a=cab=d)
f) F = {a+ V3ib;a € Q,b e Q}
g) F={a+ %;a,b,ce Q}
h*) F = {a +bv/2 + ¢v/3 +dV6;a,b,c,d € Q} (Hint: Mozno pomdze prepisat si tito
mnozinu do tvaru F = {a + b\/3;a,b € F'}, kde F' = {a + b\v2;a,b € Q}.)
i*) F={a+b/2+cV3;a,b,c € Q}
j*) F ={a+bV5;a € Q,b e Q}
k) F = {a+by/2 + c(V/2)%a,b,c € Q} (Mdze byt pre vés uzitoény vzorec u® + v3 +
w3 —3uvw = (u+v+w)(u? + 02+ w? —w —uw —vw) = F(u+v+w)((u—v)?+ (v—
w)? + (w—u)?).) []

1.2. V poli Zs vyrdtajte 271 +4, (=2) +4,27' +3a 40371

1.3. Napiste tabulku ndsobenia pre Z, a Zg. Viete nejako zddvodnit, ze Z, resp. Zg nie su
polia?

1.4. 'V Tubovolnom poli F' plati:

a+b=a+c=>b=c
(a+b)(c+d)=ac+ ad+bc+ bd
—(—a)=a

—(a+b) = (=a) + (=b)

a-a=1a=1Va=-1
=P sa=bVa=-b
a-(b1+...4by)=a-b1+...+a-b,
1.5. Na mnoZine RT vSetkych kladnych redlnych &isel zadefinujme operacie @ a © tak, Ze
tdy=xz-yazx®y=aY. Ktoré z axiém pola spltia (RT,®,®)?
1.6. Nech na mnoZine M = {0,1} st operécie + a - dané tabulkami

+]0 1 o 1
0f0 1 0f0 0
11 0 1)1 1

Ukézte, ze (M,+) a (M \ {0},-) si komutativne grupy a ze plati distributivny zakon
(a +b)c =ac+ be. Je (M, +,-) pole?

1.7. Zistite, & (R, +, %), kde + je obvyklé séitovanie redlnych ¢isel a pre kazdé a,b € R
ax b= —2ab, je pole.

1.8. Na R x R definujeme operécie + a - takto:

1T4to tloha je naozaj dost niroéna. Snad je aspoii trochu zaujimavé vediet, Ze sa d4 vyriesit pomerne
jednoducho, ked uz budete mat nejaké vedomosti o baze a dimenzii vektorovych priestorov. Podobnymi polami
sa budete zaoberat neskér v druhom roéniku na algebre. Tiez prezradim, Ze rovnost u3 + v3 + w® — 3uvw =
(u+v+w)(u? +v2 +w? — uv — uw — vw) sa okrem manudlneho rozndsobenia dé4 overit aj pouzitim vhodného
determinantu. O determinantoch sa budeme ucit na linedrnej algebre 1.



a) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,bd) - (¢,d) = (ac,bd),

b) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

¢) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be — bd)
d) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (bd — ac,ad + bc)

Je potom (R x R, +,-) pole?
1.9. Na Q x Q definujeme operacie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac + 3bd, ad + be),
b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc).
¢) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — 5bd, ad + be).
Je potom (Q x Q,+,-) pole?

1.10. Pre ktoré prvky a pola Z; mé rieSenie rovnica 22 = a? Kolko je takych prvkov v poli
Z109?

1.11. Pre dané a a p vypocitajte hodnotu a? a a?~! v Z,. (Mald Fermatova veta hovori, ze
by vdm malo vyjst a? = 1, v tejto tlohe si to mdzete vyskisat na konkrétnych ¢islach.)

a)a=2,p=17;
b) a =6, p=17;
c)a=3,p=29
d) a =5, p=13;
e)a=3, p=13;
fla=2,p=13

1.12*. Nech F je kone¢né pole a plati |F| = n. Ukazte, ze potom pre kazdy prvok a € F'\ {0}
plati a" =1 = 1. (V starsej sade tiloh mame stivisiace tvrdenie pre kone¢né grupy. Tymto
sme dostali aj jedno mozné odvodenie malej Fermatovej Vetyﬂ)

1.13. Majme stvorprvkovi mnozinu F' = {0, 1, a, b} a bindrne operécie +, - na tejto mnozine.
Ak viete, ze (F,+,-) je pole, tak dopliite zvySok zadanych tabuliek:

+](0 1 a b |01 ab
0[0 1T a b 000 0 0
1 0 10 1 a b
a 0 a
b 0 b

T.j. v tabulkdch mame zadané, ze 0+ = x a x + x = 0 pre vsetky « € F. A tiez to,
76 0-x=0al-x=1 pre vietky x € F.

Zddévodnite, preco vas vysledok je jedind moznost, ako sa tieto tabulky daju doplnit.
(To, ¢i na konci naozaj vySlo pole, overovat nemusite.)

Poznamka. Jeden z dovodov, preco som pridal takyto priklad, je ukazat, ze existuje
aj Stvorprvkové pole. (Z konefnych poli ste sa zatial stretli s polami, ktoré maju pr-
vociselny pocet prvkov. Neskor sa na Algebra 3 dozviete, ze existuji aj iné konecné
polia a aj to ako vsetky také polia vyzeraju. Z toho, ¢o sa naucite tam, sa Stvorprkové
pole bude dat dostat ovela jednoduchsie — tu vlastne mame zadani tabulku sc¢itovania
a ndsobenia, ale nevieme, preco sme ich zobrali akurdt takéto.)

2 Euklidov algoritmus

Na cviceniach si zvykneme ukazat aj rozsireny Euklidov algoritmus, t.j. ako sa daji najst pre
dané a,b € Z ¢isla u,v € Z také, ze plati

d = au + bv,

2Mala Fermatova veta hovori, Ze pre lubovolné prvoéislo p a Iubovolné a € Z plati a? = a (mod p). Resp.
d4 sa vyjadrit aj tak, Zze ak p{a, tak aP~!1 =1 (mod p); ¢o je vlastne toto tvrdenie aplikované na Z,.



kde d = ged(a,b) je najvacsi spolocny delitel ¢isel a, b. Existenciu takychto ¢isel ste vyuzili
v dokaze, Ze Zj je pole pre kazdé prvocislo p. Tento algoritmus by sa pri vi¢Som p dal vyuzit
aj na vypocet inverzného prvku v poli Z,. Stretnete sa s nim aj neskoér — okrem iného sa
analogicky da postupnost aj pri vypocte najviacsieho spolo¢ného delitela dvoch polynémovﬂ
2.1. Overte, ¢ p je prvoéislo. Ak je to prvoéislo, najdite =1 v poli Z,,.
a) p=103, z =41
b) p =107, x = 32
¢) p=109, x =61
d)yp="71,2=31
e)p=97,x=18
2.2. Pre dané ¢isla a, b € Z vypoditajte d = ged(a, b) a ndjdite ¢isla u, v € Z, pre ktoré plati
au+bv =d.
a)a=24,b=17
b) a =172, b =20
¢)a=60b=17
)

d) a =100, b= 23
e)a=29,b=19
f) a = 80, b= 62

3Nejaké ukazky vypoctu mozete najst na fére: https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=298.


https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=298

1 Vektorové priestory

(V,+,-) je vektorovy priestor nad Rak +: VxV =V, .: RxV — V a plati
e (V,+) je komutativna grupa;
e (a+ B)Z = aZ + BZ pre lubovolné a, 8 € R, £ € V;
e a(Z+¢) = aZ + af pre lubovolné o € R, &, € V;
o a(fT) = (af)Z pre lubovolné o, 5 € R, £ € V;
e 1% = & pre Tubovolné ¥ € V.
1.1. Ukazte, ze R je vektorovy priestor nad polom Q.
1.2. Kolko prvkov mé vektorovy priestor (Z3)™? Comu sa v tomto priestore rovna &+a+a?
1.3. Zistite, ¢i R xR s operdciami + a - definovanymi tak, ze (a,b)+ (¢,d) = (a+c¢,b+d) pre
lubovolné (a,b), (¢,d) € R xR a r - (a,b) = (ra,2rb) pre lubovolné r € R, je vektorovy
priestor nad R.
1.4. Zistite, ¢i (RT,®,®) je vektorovy priestor nad R, ak definujeme z ®y = xy, cOx = x¢
pre z,y € RT, c € R.

2 Podpriestory

Ak V je vektorovy priestor nad polom R a M je neprdzdna podmnozina V, tak tieto pod-
mienky si ekvivalentné:
e M je podpriestor priestoru V.
e Prelubovolné ¥, € M aa € Rplati ¥+ € M, aZ € M.
e Pre Iubovolné Z,7 € M a «, 3 € R plati aZ + By € M.
Ak M je podpriestor, tak 0 € M. (Kazdy podpriestor obsahuje nulovy vektor.)
2.1. Ktoré z tychto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?
) M = {<$1,$2,$3)€R3;$1 EZ}
= {(z1,22,23) € R3; 21 = 0}
(

b) M
c) M ={(x1,22,23) € R3; 21 =0V zy =0}
d) M = {(.’ﬂl,xg, 3) S R3;3£L’1 + 4z = 1}
e) M = {($1,$2, 3) € R?); Txy — a9 = 0}
f) M = {(.%‘1,.’172, 3) S R3;.’171 + X0 = $3}
g) M = {(21,22,23) € R?; |21] = |22}
h) M = {($1,CC2,1‘3)€R xTq +$2+$3ZO}

) M = {(21,29,23) € R3 221 = —15 = 23}
J) —{($1,$2,$3)€R ;L1 +£L’2+£L’3:0}

2.2. Ktoré z tjchto podmnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru realnych funkcii R¥?
a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)
b) nezdporné funkcie
¢) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)
d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vz € (0,1)) f(z) = f(1 —x)
e) ohrani¢ené funkcie f: R — R
f) spojité funkcie f: R = R
h) funkcie f: R — R také, Ze existuje konecnd limita xll)ngc f(x)
i*) funkcie f: R — R také, Ze existuje konecna alebo nekoneénd limita 11520 f(z).

2.3. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F. Ukazte, ze SUT je
podpriestor priestoru V' prave vtedy, ked S C T alebo T C S.

2.4. Nech 57, S5, S35 st podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F'. Ukazte, ze ak
S1 C S5 U S35, tak musi platit S; C S alebo S; C S3.

2.5. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a S # () je podmnozina V. Ukézte, Ze S je
podpriestor V' prave vtedy, ked pre Iubovolné c € F' a &, B € S plati ca + ﬁ es.



Systémy linearnych rovnic

1. Néjdite vSetky riesenia danych ststav rovnic nad polom R:

9*.

. Rieste

T1 —Xo +2x3 —3x4 =1 Titwy =1
o X1 + o + I3 = 4
X2 —X3 +x4 =-3
. To+r3+2T4 = -3
Iy +3£C2 —3(E4 =1 T4 2a 4T —9
_ 3 4 5 =
Tre +3r3 x4 =3 wadrs =—1
2¢ —by +3z +t =5 z +2y +4z =3 =0
3 =Ty 43z -t =-1 3z +5y +6z —4t =0
5 —9y 46z 42t =7 4dr +by -2z 43t =0
4 —6y +3z 4+t =8 3r +8y 424z —-19t =0
r +4dy -2z +8 =12
y —7z +2t =-4
5z —t =7
z +3t =-5
. Rieste 5 sustavu urcent maticou:

\%
1103 ]
1240]
2134 |
3044 |

\%

Z
1 31221 241112 12324
2 442110 33321 23113
3 0124]1 142111 4313]2
4 211213 42032 34321
R sustavu ur¢end maticou:
3 -2 1 |11 ;i;lii 1 2-3]1 1
11 =3]|7 10 —1] -2 -13-213 4
11 —4 =3 | 10 51 1|7 0554 1

|
|
4 1 |
Riesenie: a) nem4 rieSenie, b) (1,2,3) ¢) (¢t — %,t—i— %,t)7 d) (2—2, %, —%), e) (%t7 %tt)

. Rieste v Z, ststavu urcenti maticou:

10115 11010 21414 12131 12131

0111]6 21031 133115 21232 2314]2

312310 311115 415116 31111 11011

03614 0123]6 2314]2 06533 04410
. N4jdite realne &isla a, b, ¢ tak, aby graf funkcie f(x) = ax? + bx + ¢ prechadzal bodmi
(1,2), (-1,6) a (2,3).

. Najdite hodnotu parametra b € R, pre ktortt ma dana sistava riesenie. Pre ttto hodnotu

aj vyjadrite mnozinu rieseni.

T, + 4rs — 33 + 204 = 2
2x1 + Txo —4xs + 4w =3
—x1 — 529 +bx3 — 214 =0

3x1 + 10xy — bx3 + 624 = 4

.V zavislosti od parametra a € R rieste systém dany maticou:

2 (Fal)» ()

. Ako vyzeraju, v zdvislosti od parametra p, rieSenia ststavy danej maticou:

p111]1
1p11]|1
11pl|1
111p|1
sust

\

\

‘ 7’ ’ i . v . . . . .
stave n rovnic o n neznamych nad polom R vieme, ze jej koeficienty tvoria aritme-

(0]
12 34

tickd postupnost (ako napriklad pre maticu <5 6 718 )) a ze tato sustava ma jediné
91011 | 12

riesenie. Najdite riesenie sustavy.
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