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Obr. 1: Cassiniho identita.

1 Fibonacciho postupnost
Fibonacciho postupnost je urcena rekurentnym predpisom
Fn+1 :Fn+Fn—1

a pociatoénymi hodnotami Fy = 0, F; = 1.

1.1. Ukazte, ze pre maticu A = <1 (1)> plati

n __ Fn+1 Fn

(2)

1.2. Dal by sa pomocou najst algoritmus na vypocet n-tého Fibonacciho ¢isla, ktory
je efektivnejsi ako postupné pocitanie Fi, Fo, ..., F, na zdklade rekurencie F, 1 =

Fn + Fn—l-

1.3. Skontrolujte, ze pre ttito maticu plati A2 = A + I. Vedeli by ste z toho dostat, Ze plati

Al =A4-1?
1.4. Ukéazte pomocou :
a) Fpy1F,—1 — F2 = (—1)" (Cassiniho identita)
b) Fren = FinFna1 + Frn_1 F, (konvoluénd vlastnost) E]
C) F2n :Fn(Fn+1+Fn—1) aFZn—i—l :Fy%_t,_l +F3,
1.5. Dokazte, ze Y _q Fi = Frpo — 1.
1.6. Dokfiite, 7€ ZZ:O F2k+1 = Fg(n+1) a ZZ:O ng; = F2n+1 —1.

1.7. Ukéite, ze > p_o F2 = F, F+1. (Hint k maticovému odvodeniu: Comu sa rovna (A*)2?

Ind moZnost: Pouzit nejako Fo,y1 = F2, | + F2.)

1.8. Ukézte, Ze Fop = Y p_g (Z) F. (Hint k maticovému odvodeniu: Skiiste vyuzit rovnost

A2 =T+ A)

1.9. Oznaéme ako ¢ 2 korene polynému x 1+V5

2

—x—1. (T.j. p12 = "5 aplati 1 + ¢z =1,

1-p2 = —1.) Ukdzte, ze matice A— 1 oI st singuldrne. Najdite vSetky vektory také, ze
ZA = ¢y 2@. (T.j. v terminolégii, ktord zanedlho bude na prednéske, sme skontrolovali,

Ze @1 a @9 si vlastné hodnoty a nasli sme k nim zodpovedajice vlastné vektory.)

ITdto vec ste stretli na diskrétnej matematike ako cvi¢enie na indukciu: http://thales.doa.fmph.uniba.

sk/niepel/dismat22/du02.pdf


http://thales.doa.fmph.uniba.sk/niepel/dismat22/du02.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/niepel/dismat22/du02.pdf

1.10.

1.11.

1.12.

Obr. 2: Missing square puzzle

Skontrolujte, ze ak P je matica, ktorej riadky st nenulové vektory & o také, ze #; A =

0iA a D = diag(y1, p2), tak plati PA = DP. (Z toho dostdvame aj A = P~1AD.

Frr - Fn > = P~1D"P, 7 ¢oho vidime aj to, 7e
Fn Fn—l

F,, = c197] + c2¢f pre nejaké konstanty ¢y 2.)

Néjdite redlne cisla c; o také, ze F;, = c19] + ca¢y; takto by sa mali dostat Binetovu

formulu:
(=2) - (=2)
7 .

7 Cassiniho identity vidime, ze £ yonli FI: o= ;n_;zil. Vieme na zéklade toho (alebo

Potom vieme vyjadrit aj A” = (

F, = (3)

na zéklade nejakého iného argumentu) zdévodnit existenciu limity lim F}}“ ? Comu
n—oo

n

sa tato limita rovna?

2 Podobnost matic

Na prednéske ste zatial este iba zacali kapitolu o podobnosti.

2.1.

2.2

a) Najdite mozné predpisy postupnosti (z,,), (yn) pre ktoré plati:

Tn+1 = 2z, + Yn

Yn+1 = Tp + 2yn
(Hint: Poméze pozriet sa na postupnosti a,, = &, + yn a by, = T, — Yn?)
b) Néjdite mozné predpisy postupnosti (z,), (y,) pre ktoré plati:

Tpt+1 = 3xn - 4yn

Yn+1 = 2%y — 3Yn

2

1 ;) najdite vSetky vektory také, ze YA = ¥ a vSetky vektory

a) Pre maticu A =
také, ze 7A = 3Z.

4 . o
b) Pre maticu A = (3 _3> najdite vSetky vektory také, ze YA = ¥ a vsetky vektory
také, ze TA = —Z2.

¢) Suvisia veci z tejto tlohy s rieSenim predoslej tlohy o rekurencidch? El

2Toto stvisi s pojmom vlastného vektora a vlastnej hodnoty — oba budii na najblizsej prednaske.




2 2 -

2.3. a) Pre maticu A = <2 _1> nad polom R ndjdite vSetky vektory také, ze XA = —2%

resp. £A = 3%.

b) Nech P je matica 2 x 2, ktord méd ako riadky nejaké nenulové vektory také, Ze
T4 A = —2%; a ¥y A = 3%. Skontrolujte, Ze pre diagondlnu maticu D = diag(—2, 3) plati
PA = DP. (Toto je ekvivalentné s PAP~! = D, teda A je podobn s diagonalnou
maticou D.)

c) Skontrolujte, Ze zobrazenie f: & + A mé vzhladom na bazu 'y, > maticu My, (z,) =
D. (Teda pri tejto béze sa této linedrna transforméacia da vyjadrit diagonalnou maticou.)

3 3 2
2.4. Pre maticu A= | 2 4 2| néjdite vsetky vektory také, ze XA = &; vSetky vektory
-1 -3 0

také, ze TA = 2% a vSetky vektory také, ze TA = 4%Z.
b) Nech P je matica 3 x 3, ktord méa ako riadky nenulové vektory také, ze 1A = &1,
ToA = 27 a To A = 47.

2.5. Nech A, B € M,,,,(F). Hovorime, Ze A a B si podobné, ak existuje reguldrna matica
P takd, ze B = PAP~!. Dokazte, Ze podobnost matic je relicia ekvivalencie.

2.6. Nech A € M, ,(F). Ukazte, Ze existuje polyném p(z) stupnia nanajvys n? taky, ze
p(A) = 0. T.j. ak p(x) = ez + -+ + 17 + ¢, tak

p(A4) = cxAF + -+ A+ ol = 0.
1 1
1 0
prednaske budeme vidiet, ze stac¢i polyném stupna n; dokdzeme Cayley—Hamiltonovu
vetu, ktord hovori, ze takato vec plati pre charakteristicky polyném matice A.)

(Napriklad pre maticu A = , sme videli, Ze plati A2 — A — I = 0. Neskér na
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