1 Podobnost matic

Matice A a B st podobné < existuje reguldrna matica P takd, ze PAP~! = B. Tato pod-
mienka je ekvivalentnd s tym, ze A aj B predstavuji maticu toho istého zobrazenia v dvoch
roznych bazach. (Konkrétne, ak A je matica nejakého zobrazenia pri Standardnej baze, tak
B = PAP! je matica toho istého zobrazenia pri baze uréenej riadkami matice P.)

Ak A\ = A, kde ¥ # 0, tak ¥ je vlastny vektor matice A a A je vlastnd hodnota (vlastné
¢islo) matice A. Ekvivalentne: A je vlastnd hodnota prave vtedy, ked matica A — Al je
singularna.

Vlastné hodnoty s presne korene charakteristického polyndmu x a(t) = det(tI—A) matice
A. Ak ich pocitame s algebraickou nésobnost’ouﬂ tak mame:

Tr(A) =X+ X +--+ A\,
det(A):)\l-)\2~--)\n

a sucasne stopa a determinant suvisia aj s prislusnymi koeficientami charakteristického po-
lynému. Specidlne pre maticu 2 x 2 mame x4 (t) = t? — Tr(A)t + det(A).

Podobné matice maji rovnaky charakteristicky polyném (a teda aj rovnaki stopu, deter-
minant, vlastné ¢isla).

Pri hladani koretiov charakteristického polyném je uzitoéné vediet, ze ak p(x) = =™ +
Apn_12" '+ 4 aix+ap je polyném s vedicim koeficientom 1, ktory mé navyse celoc¢iselné
koeficienty, tak kazdy celociselny koren je delitelom absolutneho ¢lena ag.

Matica typu nxn je podobna diagonalnej matici prave vtedy, ked jej vlastné vektory tvoria
bézu priestoru F™. Matice P a D také, ze PAP~! = D, kde P je regularna a D je diagonilna,
dostaneme tak, ze D m4 na diagondle vlastné ¢isla a P mé ako riadky (v rovnakom poradi)
vlastné vektory.

Jordanov normdlny tvar. Kazda matica nad C je podobnd s blokovo-diagondlnou maticou
pozostavajicou z blokov tvaru

A1 0 0
0 X 1

0
: Al
0 0 A

1.1. Vypocitajte charakteristicky polyném a vlastné hodnoty danych matic. Zistite, ¢i dané
matice st podobné:

5 7 10 —12
zau)Az(1 _1>aB:(4 —6)’

5 —1 38 =81
e a- (§ ase (33

3 2 =5 6 20 —34
1.2. [P, 1064] Zistite, ¢i matice A= |2 6 —10] aB= |6 32 —51] s podobné.
1 2 -3 4 20 -32

1.3. Néjdite diagonalnu maticu podobnii s danou maticou:

a) A= <_23 _41> nad polom Q;

Tt ak xa(t) = (E— A)(E— A2) - (E— An)



1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

b) B = G _11>

a) Vlastné &isla si: —5, 1. b) Vlastné éisla st /2.

Musia byt matice, ktoré maju rovnaké vlastné ¢isla, podobné?

Dokézte, ze ak A a B st podobné, tak si podobné aj matice A — ¢l a B — ¢l (pre
lubovolné ¢ € F).

[P, 1051] Nech ¢ je lubovolnd permutécia mnoziny {1,2,...,n}. Dokazte, Ze matice
a1 a1z ... Qin Ao(M)p(1)  Tp(1)p(2) -+ Ap(1)p(n)

A= |G G22 ... d2n a B = | %@e) e@)e2) - Le(2)e(n)
Gn1 Gn2 ... dnn Ao(n)p(1)  Gp(n)p(2) -+ Gp(n)p(n)

su podobné.
Zistite pre aké hodnoty parametrov a, b, c € C je dand matica (nad C) podobné s dia-
gonalnou maticou.

2 Vldastné cisla, vlastné vektory

2.1.

2.2

2.3.
2.4.

2.5.

2.6.

2.7.
2.8.

Najdite vlastné hodnoty a vlastné vektory nad polom C.

ST Y A Y A RN G4 IO G

Vlastné ¢isla st: a) —2, 7; b) 3+£2i; ¢) —3,2;d) =2, 3;¢) 2,2++2
N4jdite reguldrnu maticu P a diagondlnu maticu D také, ze plati PAP~! = D. (Alebo
zdovodnite, Ze také matice neexistuju.)

3 -1 1 41 -1 4 6 10
a)A=|7 -5 1|b)A=[2 5 —2|cA=(3 10 13
6 —6 2 11 2 —2 -6 -8
2 2 1 13 2 —18 —2 —4 2
HA=[1 3 1)eAd=[141 18| HDA=[-2 1 2]g 4=
—2 -4 -1 10 2 —15 4 2 5
4 6 0
-3 -5 0
-3 —6 1

Ukazte, ze matica A je singularna prave vtedy, ked 0 je jej vlastné ¢islo.

Ukézte, 7e ak A je reguldrna, tak matice A a A~ maju rovnaké vlastné vektory. Co
viete povedat o vlastnych hodnotach?

Nech A je matica typu n X k a B je matica typu k x n. Ukazte, ze:

a) Nenulové vlastné hodnoty matic AB a BA su rovnaké.

b) Platilo by tvrdenie z predoslej ¢asti po vynechani slova nenulové?

¢) Ak k = n matice AB a BA maji rovnaké vlastné hodnoty.

IKl, 4005] Ukazte, ze ak kazdy nenulovy vektor & € R™ je vlastnym vektorom matice A,
tak A = ¢l pre nejaké c € R.

Aké matice st podobné s maticou I?7 Aké matice st podobné s nulovou maticou?
Nech A je matica n x n nad polom C taka, Ze pre kazdu reguldrnu maticu n x n plati
PAP~! = A. Ukédzte, Ze potom A = cI pre nejaké ¢ € C. (Inak povedané, tymto
sme charakterizujeme také matice, ze A je podobnd sama so sebou a uz so ziadnou



2.9.

2.10.

2.11.

inou maticou. T.j. trieda ekvivalencie tejto matice pri reldcii ,,podobnost matic* je
jednoprvkova.)

Nech A je stvorcovd matica nad polom C také, ze 1 nie je jej vlastna hodnota. Ukazte,
zeak A" =1, tak A" V4 A" 2 ...+ A+ T=0.

Néjdite maticu 3 x 3, ktorej vlastné ¢isla si 1, 2, 3 a tdto matica méa aspon sedem
nenulovych prvkov.

Nech A € M,, ,(F), Z € F™ apre A € F plati ZA = AZ. Nech p(t) je Iubovolny polyném
nad polom F'. Dokézte, Ze potom plati aj Zp(A) = p(N\)Z.

3 Charakteristicky a minimalny polyném

3.1

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

Ukazte, ze podobné matice maji rovnaky charakteristicky aj minimélny polyném. Da

sa na zaklade toho usudit, Ze maji aj rovnaky determinant a stopu?

* Dokazte, ze kazdé vlastné ¢islo matice A je korenom jej minimélneho polynému

ma(z).

Ak viete, Ze charakteristicky polyném matice A je xa(x) = 2% + 4z — 5, ako vyzera

charakteristicky polyném matice A2.

Nech A je matica typu n x 2 a B je matica typu 2 x n. Dokazte, Ze ak (AB)? = 0,

tak aj (BA)? = 0. (Hint: Co viete povedat o vlastnych hodnotéch matice BA, pripadne

0 jej minimdlnom ¢i charakteristickom polyndéme.)

Nech A = (_4 _15) a An = (9 b”). Dokézte, ze pre pre n € N, n > 0, plati
2 7 [

3ay, + by, + 3¢, + 4d,, = 7. (Niekolko hintov — kazdy vedie k inému rieSeniu. Hint 1: Ak

najdete riadkové a stipcové vlastné vektory tejto matice, ¢o viete o #A™ a A"¢T? Hint

2: Vedeli by ste najst P, a Q,, také, ze A" = P, A+ Q,I? Hint 3: Asi by ste mali byt

schopni nédjst aj vSeobecné vyjadrenie pre a,, by, ¢, d, — aj ked takyto postup je asi

zdlhavej$i nez postupy spomenuté v predoslych dvoch hintoch.)

Budeme uvazovat o redlnych a komplexnych maticiach takych, ze
1 1 1
det |21 22 x3| =0 (1)

T2 T3 T1

a) Ukazte, ze ak 2123 € R, tak z podmienky vyplyva r1 = x5 = x3.
b) Ukézte, ze existuji komplexné matice také, ze plati a sducasne x1, o, T3 nie su
rovnaké.

4 Sucasna diagonalizacia*

4.1.

4.2*.

Nech pre matice A, B existuje reguldrna matica P takd, ze PAP~! = D; aj PAP™! =
Dy st diagondlne matice. Ukazte, ze AB = BA, t.j. matice A, B komutuju.

Zistite, ¢i pre dané matice A, B existuje reguldrna matica P taka, ze PAP~! aj PBP~!
st diagonélne:

1 0 0 1 1 2
ayA=[2 3 0|,B=[|1 1 =2
f1 -1 1 1 -1 0

00 12

b) A= 2 1 0],B= 1 1 -2

1 1 3 1 -1 0



1 0 O 1 1 2
c) A=10 1 0),B=1]1 1 -2
0 0 1 1 -1 O
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