1 Kvadratické formy

Kanonicky tvar. Lubovolna kvadratickd forma sa da previest zamenou premennych na
kanonicky tvar. Maticovo to mézeme vyjadrit tak, ze lubovolna symetricka matica je kon-
gruentnd s diagondlnou maticou D = diag(dy,ds,...,d,) takou, Ze d; € {0,4+1} pre i =
1,2,....n.

Kladna definitnost.
« Redlna symetrickd matica A je kladne definitnd, ak pre kazdé @ # 0 plati ZAZT > 0.
o Kladne definitné st presne tie matice, ktorych kanonicky tvar ma na diagondle iba
jednotky. T.j. matice tvaru A = PPT.
e Sylvestrovo kritérium: Matica A je kladne definitnd < vSetky rohové determinanty s
kladné, t.j. D1 > 0,Dy > 0,...,D,, = |A| > 0.

Ortogonalna podobnost.
o Matica A je ortogonalna < AAT =1, t.j. AT = A=1. To plati prave vtedy, ked riadky
(stipce) tvoria ortonormélnu bazu.
e Pre Iubovolni redlnu symetrickti maticu A existuji ortogondlna matica P a diagonédlna
matica D tak, ze
PAPT = PAP™!' = D.

o Ak A je redlna symetrickd matica, tak vlastné vektory zodpovedajice réznym vlastnym
hodnotam s na seba kolmé.
1.1. Najdite kanonicky tvar danej kvadratickej formy a transforméaciu premennych, ktora ju
prevedie na kanonicky tvar.
a) 23 + b3 — 423 + 27129 — 43173
b) 422 + 23 + 13 — dx179 + 47173 — 3T273
¢) T1x2 + X123 + T2x3
d) z129 + Tows + 374 + T4
e) 3z% + 223 — 23 — 223 + 2w1w0 — daow3 + 2T01y
) 23 + 23 + 422 + 23179 + da1 73 + 27973
g x% + 2z129 + 2m§ + dxoxs + 5:E§
h) 2?3 — 4z 29 + 22103 + 423 + 23
i) 2% — dx1mo + 22173 + 73 + 22973 — 223
j) x% +dx1x9 + 220123 + 4174 + 33:% + 2xox3 + dxox4 + 22314 + xi.
Riesenia: a), b), f), h) v7 + 5 —u3; ) v7 — 93 —v3, d) y7 —y3; €) ¥T + 935 —v3 —vi; 8)
v +y5 + 3 j) v + 95 — y3 — y3; (Transformdciu premennych som sem neddval — t4
nie je uréend jednoznacne.)

-

1.2*. [FS, 528] Prevedte kvadratickt formu Y 2? + Y.  z;x; na diagonalny tvar.

i=1 1<i<k<n
1 0 ... .s 0
o 3.9 49 19 10 .. .. 0
[Vysledok: yf + Jy5 + gy3 +-+ 55 yms P=| T 210 .0 | ]
T A
2 3 4 - n

(Toto samozrejme nie je jedind moznost.)

1.3*. [FS| 529] Prevedte kvadratickd formu Y.  z;x; na diagondlny tvar.

1<i<k<n
1.4. Zistite, ¢i predpis (7, %) = £AyT predstavuje skaldrny si¢in na R3.
3 2 1 2 1 1 2 -1 1
a)A=[2 2 1|mAa=[1 1 1]a=|-1 2 1
1 1 1 1 1 2 1 1 3



1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

Zistite, ¢i dand matica je kladne definitna.

1211 121 1
2 3 1 0 2 5 1 1
aA)A=17 | | | PA=|1 1 3 1
1010 11 1 4

a) Nie. b) Ano.

Pre aké hodnoty parametra a € R je danad kvadratickd forma kladne definitna.

a) 202 + 23 + 323 + 2ax 72 + 27173

b) 22 + 2% + 523 + 2ax122 — 22173 + 42273

) ¥2 + 423 + 23 + 2ax179 + 102123 + 67973

d) 222 + 223 + 23 + 2ax172 + 63173 + 27973.

Odpovede: a) |a| < \/g, b) —2 <a <0, c), d) pre Ziadne a

Pre dani kvadraticki formu urcte tie hodnoty parametra ¢t € R, pre ktoré je kladne
definitn4.

a) 5x? + 373 + taf + dx170 — 3T123 — 27073

b) 222 + 23 + 323 + 2tz 20 + 27123

c) %x% + 23 — 3ta3 + 2w179 + 2tz0w3 + 23173

d) (22 + 23 + 23 + 221203 — 2w923) + t(67122 — 22173 — 22%) + 3 (23 + 23)
(Poznédmka: Niekedy sa vypocet determinantov Dy, Do, ... moZe zjednodusit, ak zme-
nite poradie premennych. Takdto zmena neovplyvni to, ¢i je matica kladne definitna.)
Nech A je symetrickd redlna matica takd, ze Dy > 0,D > 0,...,D,, > 0. (Determi-

nanty D1, ..., D, oznacuji rohové determinanty vystupujice v Sylvestrovom kritériu.)
Dokazte, ze potom a.,, > 0.
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a &y,...,d, € V. Definujme maticu A =

lai;|| tak, ze a;; = (&, aj). (Tato matica sa zvykne volat Gramova matica.) Dokézte,
ze |A| > 0 a Ze tieto vektory su linedrne nezdvislé préve vtedy, ked |A| > 0.

[P}, 1201,1202] Pre ktoré z uvedenych kvadratickych foriem existuje reguldrna transfor-
maécia premennych, ktord prevedie jednu z nich na druha?

a) fi = a1 — 22235 fo = y1y2 — y3; fz = 2120 + 23;

b) fi = a1 4 423 + 23 + da1xy — 2x0w3; fo = Y5 + 2y5 — Y3 + 4yry2 — 2y1ys — Ayays;
fa=—422 — 22 — z§ — 42120 + 42123 + 182923

7 udajov ktoré su zadané o realnej symetrickej matici A zistite, ako vyzera kanonicky
tvar prislusnej kvadratickej formy. (Dali by sa tieto tivahy pouzit na zistenie kanonic-
kého tvaru pre niektoré kvadratické formy z predoslych prikladov?)

a) Matica A je kladne definitnd symetrickd matica rozmerov n x n.

b) Matica A je zdporne definitnd symetrickd matica rozmerov n X n.

¢) A je nenulovd symetrickd matica rozmerov 3 x 3, ktord mé nulovi stopu aj determi-
nant, t.j. det(A4) = Tr(A) = 0.

Pre dant symetricki maticu A najdite diagondlnu maticu D a ortogondlnu maticu P
také, ze plati PAPT = D.

1 1 2 0 1 1 01 0 0 1 2
AA=[19 2;mAa=(1 0 1|;004a=(1 0 o0];)a=[1 0 2|
2 2 4 1 1 0 00 -1 2 2 3
1 1 2 -2 1 2 1 2 2 1 1 3
e)A=[1 1 2|;H)A=|1 -2 2];g)A=(2 1 2);h)A=|1 7 3|;
2 2 4 2 2 1 2 21 3 3 9
-2 2 3 1 -8 4
DA=[2 -2 3|;pa=[-8 -1 -2
3 3 3 4 -2 —4

Vysledky: a) diag(0,4,10); b) diag(—1,—1,2); c¢) diag(1,1,—1); d) diag(—1,—1,5); e)



1.13.

dlag<0a 07 6)7 f) dlag(—?), _3a 3)7 g) dla'g(_la _17 5)7 h) dla'g(ov 5a 12)7 1) dlag(_37 _47 6)7
j) diag(~5, 5, 16);
N4jdite (ak takd matica existuje) ortogonalnu maticu P takd, ze PAPT = D je diago-
nalna magtica.
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2 Nerovnosti*

2.1.

N4jdite maximdlnu a minimélnu hodnotu danej funkcie na mnozine M. (Pripadne sa
mozete pokflsit’ najst aj v akom bode sa maximum a minimum nadobuda.)

a) f(z,y) = 2%+ 2zy + 3y% M = R2
b) f(,y) = 2y, M = {(z,y) € R?2® + ¢ = 1};

(
c) f(x, )—x +4y2, M = {(z, y)ER2 2 +y? =1}
d) f(=, )—fc2+2xy+4y27M={(x,y)€R2;x2+y2=1};
e) f(z,y) =227 + 2xy + 2y*, M = {(z,y) € R%;2? + 3> = 1};

f) f(@1, 2, x3, 24) = T12T2 + Tox3 + X324 + Taw1, M = {(21, 22,23, 74) € RY; 2} + 23 +
23 + 27 = 1} (Hint: T4to tloha sa da riesit pomocou kvadratickych foriem. Mozno
vsak kratsie riesenie ndjdete pouzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti alebo niektorych
inych nerovnosti, ktoré uz poznate.)

g) f(z,y) =22 +y%, M = {(z,y) € R%; 2% + 4% = 1};

h) f(z,y) = 2% +y*, M = {(2,y) € R* 32® — 4oy + 3y* = 1};
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