Skalarny sucin

< |d@||] (Schwarzova nerovnost)
<|d@| + |8| (trojuholnikové nerovnost)

—

. Zistite, ¢i dany predpis uréuje skalarny siéin na R3. Nech @ = (a1,az2,a3) a 3 =

(bl,bg,b3).
a) <62, —‘> = a1by — a1bs + a1b3 + asby + 3asby — asbs
b) <O_Z, _‘> = a1by + 2a1bs + 2a9by
C) <O_é’7 §> = 3a1bs + 2a2bs + asbs
d) (@, B) = a1y + azbs + asbs
e) <627 g> = a1b1 + a1b2 + a2b1 + 3a2b2 + a3b3
f) <&, g> = a1b1 + albg + a2b1 + (12[)2 + 20,3173
) <62, ﬂ> = albl + 2(111)2 + 2agbl + 0,21)2 + 2(13b3

~—

(a, aibs + azb
<54', ﬁ> = 3a1b1 + 2a1bs + asby + 3azbs
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. Pre Tubovolni symetrickti maticu A € M, ,(R) definujme (Z,7) = FAF'. Najdite

priklad matice, kedy tento predpis definuje skalarny siacin na R™. N&jdite aj priklad
matice, kedy to tak nie je. Ktoré vlastnosti z definicie skaldrneho sic¢inu budu splnené
pre kazdu symetricku redlnu maticu?

. Overte ¢i predpis

a) (f,g9) = £(0)g(0) + f(1)g(1)

b) (f,9) = f(=1)g(=1) + F(0)g(0) + f(1)g(1)

urcuje skalarny sucin na priestore P, vSetkych polynémov stupna najviac 2 nad polom
R.

. Zistite, ¢i sinmx a cosmz si kolmé v priestore C'(0,1) so skaldrnym sic¢inom z tlohy

7.1.5(3); t.j.
(f.9) :/o f(x)g(x) da.

Akt maju tieto vektory velkost?

Overte, ze v priestore C(0, 27) vSetkych spojitych funkcif z uzavretého intervalu (0, 27)
do R so skaldrnym stcinom (f,g) = fo% f(z)g(x)dx st Tubovolné dve rézne funkcie
z mnoziny {1,sinnz,cosnz;n € N} na seba kolmé. (Po vynormovani by sme dostali
mnozinu funkcii, ktord ma v tomto priestore do istej miery podobné vlastnosti ako
ortonormélna baza v kone¢norozmernych priestorov. Tento systém funkcii je dolezity
v matematickej analyze v stvislosti s Fourierovgmi radms.)

. Dokazte, ze v lubovolnom euklidovskom priestore plati:

a) (@, fB) =0=|@+ 32 = |a|? + |B|? (Pytagorova veta)
b) |&@+ B)? = |a|? + |B]? + 2(&, B) (kosinové veta)
) |a@+ B2 +|a— B> =2(]al* +16]?) (rovnobeznikové pravidlo)



7. LAG1 7.4.3(3): Dokéazte, ze ak S je vektorovy podpriestor euklidovského vektorového
priestoru, tak SN S+ = {0}.
8. Pre Stvorcovi maticu typu n x n definujeme stopu matice ako sicet jej diagonalnych
n

prvkov, t.j. Tr(A) = > a;;. Overte, ¢ na vektorovom priestore M, ,,(R) uréuje predpis
i=1

(A, B) = Tr(AB™T)

skaldrny staéin. (Hint 1: Pokuste sa vyjadrit hodnotu (A, B) pomocou prvkov matic A,
B. Hint 2: Mozno vAm pri tom pomdzu rovnosti Tr(AB) = Tr(BA) a Tr(A) = Tr(AT).
Prvé z nich sa dé lahko overit pomocou definicie sti¢inu, druhd je zrejma4.)

9. Nijdite bazu a dimenziu S+ pre dany podpriestor S priestoru R*:

a) S = [(1, 1,0, 1) (2, 1,0 1)]
b) S = [(1557473)’ (2a )]
C) S = [(1727131)7(2717 )}
d) S: [(1’27374)7 (1’1’17 ) ( 73 )]
e) S=1(21,2,3),(0,1,-2,1), (1,0,2,1)]
f) S = [(1 1,1, ),(1,0,1,1),(0,1,271)}
10. Najdite ortogonélnu bdzu daného podpriestoru v R™ (so Standardnym skaldrnym stci-
nom):
a) §=1(1,0,1,0),(0,2,-1,1),(0,2,1,3)]
b) S =1(1,1,1,1),(1,0,1, )(0121)]

¢) S =[(1,1,1,1,0), (1,0, 1,2,1),(0,1,2,1,1)]

11. Ukazte, ze pre lubovolny podpriestor S euklidovského vektorového priestoru V' plati
Sttt = S+ (Hint: Skiste si uvedomit, ktorti z inklizii medzi S a S+ sme v dokaze,
ze S++ = S plati v konecnorozmernych priestoroch, dokézali bez pouzitia predpokladu
o konecnorozmernosti. Tiito inkliziu pouzite raz pre S a raz pre S+.)

12*. Ukdazte, ze ak |-|: V — R je funkcia definovand na vektorovom priestore V nad R, ktord
splia podmienky @, (]ED, (c) a @ i rovnobeznikové pravidlo, tak existuje skalarny

sucin na V taky, Ze |a| = \/(&, @) pre vSetky & € V.
13. Ukéazte, ze funkcia |-|: R" — R, |(z1,...,2,)| = max{|z;[;i = 1,...,n} spltia pod-
mienky @, , a @, ale neexistuje skaldrny stcin na R™ taky, ze || = 1/(@, @)

(pre vSetky & € R™).
14. V R* so standardnym skaldrnym siéinom néjdite vyjadrenie vektora (4,1,1,6) ako
stiétu vektora z podpriestoru L a vektora z L+, ak L = [(1,2, -2, —1),(2,3,3,2),(1,1,2,1)].
15. V priestore R* so standardnym skaldrnym sté¢inom najdite maticu ortogonélnej pro-
jekcie na podpriestor

S =1(1,0,2,-2),(1,-2,1,0),(1,-1,1,-1)].

16. V priestore R* so standardnym skaldrnym sté¢inom najdite maticu ortogonélnej pro-
jekcie na podpriestor
S=13,2,2,-1),(4,2,4,-3)].

17. Nech S je podpriestor priestoru R™ so standardnym skalarnym sicinom. Nech P je
ortogonalna projekcia na podpriestor S. Ukazte, Ze potom plati P2 = P = PT.

18*. Nech P je $tvorcovd matica nad R takd, ze plati P? = P = PT. Ukézte, Ze potom
existuje podpriestor S priestoru R™ (s obvyklym skaldrnym sicinom) taky, ze P je
matica ortogonalnej projekcie na S.



