Determinanty

1.

4.

3401 1141 121
. Vyrieste v Zs pomocou Cramerovho pravidla: [ 1121 012]2 011 |
|

—23 —3-1]|-23 —2-1] -2 3 —1-1
Vypodéitajte determinanty: | } 72 % 2| |1 21 215 =21 2
1 —1-1-2/lo 11 -1llo 1 Z1-1

Ak existuje inverzna matica, aky bude jej determinant? Vysledky (bez zaruky): 0,-8,8.
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. Pomocou Cramerovho pravidla rieste:

1  +d5xe +4x3 +3x4 =1 r1 2z 4x3 =1
201 —x9 H2x3 —x4 =0 221 4+x9 —x3 =0
(Navod: Skuste zvolit x3, x4 za parametre.)
Majme reguldrnu maticu A a ststavu tvaru Az” = bT. Oznaéme ako A; maticu, ktora
vznikne ak v matici A nahradime i-ty stipec pravymi stranami.
a) Vedeli by ste vymysliet vhodnd maticu tak aby platilo A - B; = A;7
b) Ak ste nasli takd maticu, vedeli by ste pomocou nej odvodit Cramerovo pravidlo?

. Dokéazte (pomocou definicie determinantu): Nech A, B st matice, ktoré maji ostatné

riadky rovnaké a lisia sa iba v i-tom riadku. Nech C' je matica, ktorej i-ty riadok je stucet
i-teho riadku matice A a i-teho riadku matice B, a vSetky ostatné riadky st rovnaké
ako v tychto dvoch maticiach.

ai ay ay
i1 i—1 Ai—1
A= C_iz 7B: bz vC: Ji+bi
;41 Q41 Qi1
an an an

Potom plati
det(C) = det(A) + det(B).

Vedeli by ste tento vysledok aj interpretovat geometricky — pomocou objemu zodpove-
dajiceho rovnobeznostena? (Tento fakt spolu s tym, ¢o sa deje pri vyndsobeni konstan-
tou, ndm hovori, Ze ak sa na determinant pozerame ako na funkciu i-teho riadku, tak je
to linedrne zobrazenie. Kedze to plati pre kazdy riadok, hovorime tiez, ze determinant
je multilinedrne zobrazenie.)

. Urcte determinanty danych matic. Viete na zaklade vysledku urcit ich hodnost pre

niektoré hodnoty ¢ € R?

1 2c—1 1 1c—1 2ct+l 0
c—21 0 c—21 0 2 c—1 2c
c 1 0 0 1 ¢ 1 1 1

. Vypocitajte determinant

cosa  sina
—sina  cosa

D4 sa vysledok nejako geometricky interpretovat? (Hovori tento determinant nieco o li-
nearnom zobrazeni s danou maticou?)

. Ak viete, ze 195, 403 a 247 st nésobky ¢isla 13, viete ukdzat (bez toho, aby ste ho

. [ . .l19s]. e
museli vyratat), Ze aj ’ 403 ‘ je celoc¢iselny nasobok 137
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. Ukézte, Ze ak a,b,c,d € R, tak

a*> (a+1)*> (a+2)* (a+3)°

¥ (b+1)2 (b+2)2 (b+3)? _0
A (e+1)? (c+2)? (c+3)*
d> (d+1)? (d+2)? (d+3)?

Ukazte, ze
x? (x+1)2 (z+2)?
(x+1)2 (z+2)? (x+3)? =-8
(x+2)* (2+3)* (z+4)?

pre Iubovolné x € R.
Vypocitajte determinant matice | F ;b | Pouzite stucin

a —b\ (c —d

b a d c
na odvodenie identity (a?+b%)(c? +d?) = (ac—bd)? + (ad+bc)?. (Fibonacciho identita)
Vypocitajte

1 1 1 1
1 =z x x
1 z -+ (n—1z (n—1z
1 z -+ (n—1x nx

(Mali by ste dostat 2" 1(x —1).)

Nech A je matica 4 x4, ktord obsahuje iba ¢isla £1. Ukézte, Ze | A| je celo¢iselny ndsobok
8.

Ak A, B su $tvorcové matice a matica AB je reguldrna, tak obe matice A, B si regu-
larne. (MozZete sa zamysliet nad tym, ¢i to viete zdovodnit s pomocou determinantov a
aj nad riesenim bez nich. Takisto sa mozete skisit zamyslief nad tym, ¢o sa stane ak
matice nie sd $tvorcové.)

Nech A je matica rozmerov 2 X 3 a B je matica rozmerov 3 x 2. Aké hodnoty moéze
nadobudat det(AB)? Aké hodnoty méze nadobidat det(BA)?

Permutéiciu nazyvame pdrnou ak mé parny pocet inverzii a nepdrnou ak ma neparny
pocet inverzii. Vedeli by ste pouzitim determinantov ukazat, ze pocet parnych a nepar-
nych permutdcii v S, je rovnaky? (Hint: Mozno vim pomdze determinant matice n x n
pozostavajicej zo samych jednotiek.)

Vedeli by ste najst maticu, ktorej determinant je 23 + y3 + 23 — 3zyz? Vedeli by ste
pomocou determinantov odvodit 2% + 43 + 23 — 3zyz = (v +y+ 2) (2?2 + 3% + 22 —xy —
xz —yz)? Viete najst vietky rieSenia rovnice z3 + y3 + 23 — 3xyz = 07

at+b ab O 0o ... 0
1 a+b ab 0 ... 0
0 1 atbab ... O
6 O. 1. aJ.rb ab
0 .. 0 0 1 a+b
nl1..1
D, —|1n1l1|_9
n eee eee see ees -
1 1 nl .
Vypocitajte determinant matice typu n x n



a xT a a
Dn: '.' =7

a a xT a

a ... a 4 x

(Teda ide o maticu, kde diagonédlne prvky st rovné x a vSetky prvky mimo diagonély
si rovné a.)
21. Najdite vSetky hodnoty x € C pre ktoré

3

1 =z =z x

x 2 23 1
22 23 1 x| 0.
2 1 z 2?

22. Ukéazte, ze pre determinant blokovej matice plati

det (6‘ g) — det (é g) — det(A) - det(D)

(Hint: MoZno sa oplati zacat tym, Ze si rozmyslite, ako to je s determinantami nejakych
A B A
jednoduchsich matic — napriklad det (O I) alebo det <0 10)> 2
23. Ukéazte, ze pre determinant blokovej matice plati

det (é g) — det(A) det(D — CA™'B) = det(A — BD"'C) det D

Ukézte, ze ak A a C komutujd, potom sa determinant rovna det(AD — CB).



Determinanty

1. Nech A je matica 4 x4, ktord obsahuje iba ¢isla +1. Ukézte, zZe | A je celoéiselny ndsobok
8.

2. Vedeli by ste najst maticu, ktorej determinant je 2% + y® + 23 — 3zyz? Vedeli by ste
pomocou determinantov odvodit 23 + 4% + 23 — 3zyz = (r +y+ 2) (22 + y*> + 22 — 2y —
xz — yz)? Viete néjst vietky realne rieSenia rovnice 23 + y® + 23 — 3zyz = 07

a+b ab 0 0o ... 0

1 a+b ab 0 ... 0

0 1 a+b ab ... 0

3. D=1 . . . =7

0 0 1. a-.i-b ab

0 0 0 1 a+b
1
1 =

n 1 1 ..

4. D'n. — |1 n 1.. ‘ =9
1011 nl )

5. Vypocitajte determinant matice typu n x n
T a a a
a X a a

D, = =7

a a T a
a e a a X

(Teda ide o maticu, kde diagondlne prvky st rovné x a vSetky prvky mimo diagonély
su rovné a.)
6. Ukazte, ze pre determinant blokovej matice plati

A B A 0
det(o D>det<0 D)detA~detD

za predpokladu, ze A a D st $tvorcové matice. (Hint: MoZno sa oplati zacat tym, Ze
si rozmyslite, ako to je s determinantami nejakych jednoduchsich matic — napriklad

det (13 ?) alebo det (61 g))

7. Ukazte, ze pre determinant blokovej matice plati

det (é g) _ det Adet(D — CA™'B) = det(A — BD~'C) det D

za predpokladu, ze A a D si reguldrne Stvorcové matice. Ukdzte, ze ak A a C komutuju,
potom sa determinant rovnd det(AD — CB).
8. Ukazte, ze rovnost
a’®+2 2a+1 1
2a + 1 r 1| =(a—1)3
3 3 1

kde z,a € R, plati prave vtedy, ked z = a + 2.



Skalarny sucin

< |d@||] (Schwarzova nerovnost)
<|d@| + |8| (trojuholnikové nerovnost)

—

. Zistite, ¢i dany predpis uréuje skalarny siéin na R3. Nech @ = (a1,az2,a3) a 3 =

(bl,bg,b3).
a) <62, —‘> = a1by — a1bs + a1b3 + asby + 3asby — asbs
b) <O_Z, _‘> = a1by + 2a1bs + 2a9by
C) <O_é’7 §> = 3a1bs + 2a2bs + asbs
d) (@, B) = a1y + azbs + asbs
e) <627 g> = a1b1 + a1b2 + a2b1 + 3a2b2 + a3b3
f) <&, g> = a1b1 + albg + a2b1 + (12[)2 + 20,3173
) <62, ﬂ> = albl + 2(111)2 + 2agbl + 0,21)2 + 2(13b3

~—

(a, aibs + azb
<54', ﬁ> = 3a1b1 + 2a1bs + asby + 3azbs

!
1oy,
=
Il

g
h
i

. Pre Tubovolni symetrickti maticu A € M, ,(R) definujme (Z,7) = FAF'. Najdite

priklad matice, kedy tento predpis definuje skalarny siacin na R™. N&jdite aj priklad
matice, kedy to tak nie je. Ktoré vlastnosti z definicie skaldrneho sic¢inu budu splnené
pre kazdu symetricku redlnu maticu?

. Overte ¢i predpis

a) (f,g9) = £(0)g(0) + f(1)g(1)

b) (f,9) = f(=1)g(=1) + F(0)g(0) + f(1)g(1)

urcuje skalarny sucin na priestore P, vSetkych polynémov stupna najviac 2 nad polom
R.

. Zistite, ¢i sinmx a cosmz si kolmé v priestore C'(0,1) so skaldrnym sic¢inom z tlohy

7.1.5(3); t.j.
(f.9) :/o f(x)g(x) da.

Akt maju tieto vektory velkost?

Overte, ze v priestore C(0, 27) vSetkych spojitych funkcif z uzavretého intervalu (0, 27)
do R so skaldrnym stcinom (f,g) = fo% f(z)g(x)dx st Tubovolné dve rézne funkcie
z mnoziny {1,sinnz,cosnz;n € N} na seba kolmé. (Po vynormovani by sme dostali
mnozinu funkcii, ktord ma v tomto priestore do istej miery podobné vlastnosti ako
ortonormélna baza v kone¢norozmernych priestorov. Tento systém funkcii je dolezity
v matematickej analyze v stvislosti s Fourierovgmi radms.)

. Dokazte, ze v lubovolnom euklidovskom priestore plati:

a) (@, fB) =0=|@+ 32 = |a|? + |B|? (Pytagorova veta)
b) |&@+ B)? = |a|? + |B]? + 2(&, B) (kosinové veta)
) |a@+ B2 +|a— B> =2(]al* +16]?) (rovnobeznikové pravidlo)



7. LAG1 7.4.3(3): Dokéazte, ze ak S je vektorovy podpriestor euklidovského vektorového
priestoru, tak SN S+ = {0}.
8. Pre Stvorcovi maticu typu n x n definujeme stopu matice ako sicet jej diagonalnych
n

prvkov, t.j. Tr(A) = > a;;. Overte, ¢ na vektorovom priestore M, ,,(R) uréuje predpis
i=1

(A, B) = Tr(AB™T)

skaldrny staéin. (Hint 1: Pokuste sa vyjadrit hodnotu (A, B) pomocou prvkov matic A,
B. Hint 2: Mozno vAm pri tom pomdzu rovnosti Tr(AB) = Tr(BA) a Tr(A) = Tr(AT).
Prvé z nich sa dé lahko overit pomocou definicie sti¢inu, druhd je zrejma4.)

9. Nijdite bazu a dimenziu S+ pre dany podpriestor S priestoru R*:

a) S = [(1, 1,0, 1) (2, 1,0 1)]
b) S = [(1557473)’ (2a )]
C) S = [(1727131)7(2717 )}
d) S: [(1’27374)7 (1’1’17 ) ( 73 )]
e) S=1(21,2,3),(0,1,-2,1), (1,0,2,1)]
f) S = [(1 1,1, ),(1,0,1,1),(0,1,271)}
10. Najdite ortogonélnu bdzu daného podpriestoru v R™ (so Standardnym skaldrnym stci-
nom):
a) §=1(1,0,1,0),(0,2,-1,1),(0,2,1,3)]
b) S =1(1,1,1,1),(1,0,1, )(0121)]

¢) S =[(1,1,1,1,0), (1,0, 1,2,1),(0,1,2,1,1)]

11. Ukazte, ze pre lubovolny podpriestor S euklidovského vektorového priestoru V' plati
Sttt = S+ (Hint: Skiste si uvedomit, ktorti z inklizii medzi S a S+ sme v dokaze,
ze S++ = S plati v konecnorozmernych priestoroch, dokézali bez pouzitia predpokladu
o konecnorozmernosti. Tiito inkliziu pouzite raz pre S a raz pre S+.)

12*. Ukdazte, ze ak |-|: V — R je funkcia definovand na vektorovom priestore V nad R, ktord
splia podmienky @, (]ED, (c) a @ i rovnobeznikové pravidlo, tak existuje skalarny

sucin na V taky, Ze |a| = \/(&, @) pre vSetky & € V.
13. Ukéazte, ze funkcia |-|: R" — R, |(z1,...,2,)| = max{|z;[;i = 1,...,n} spltia pod-
mienky @, , a @, ale neexistuje skaldrny stcin na R™ taky, ze || = 1/(@, @)

(pre vSetky & € R™).
14. V R* so standardnym skaldrnym siéinom néjdite vyjadrenie vektora (4,1,1,6) ako
stiétu vektora z podpriestoru L a vektora z L+, ak L = [(1,2, -2, —1),(2,3,3,2),(1,1,2,1)].
15. V priestore R* so standardnym skaldrnym sté¢inom najdite maticu ortogonélnej pro-
jekcie na podpriestor

S =1(1,0,2,-2),(1,-2,1,0),(1,-1,1,-1)].

16. V priestore R* so standardnym skaldrnym sté¢inom najdite maticu ortogonélnej pro-
jekcie na podpriestor
S=13,2,2,-1),(4,2,4,-3)].

17. Nech S je podpriestor priestoru R™ so standardnym skalarnym sicinom. Nech P je
ortogonalna projekcia na podpriestor S. Ukazte, Ze potom plati P2 = P = PT.

18*. Nech P je $tvorcovd matica nad R takd, ze plati P? = P = PT. Ukézte, Ze potom
existuje podpriestor S priestoru R™ (s obvyklym skaldrnym sicinom) taky, ze P je
matica ortogonalnej projekcie na S.



Priestory so skalarnym sticinom

Cheeli by sme zopakovat najmé vypocet kolmého priemetu a matice projekcie. (Podobné veci
budeme ¢asto robit pri vypocte vzdialenosti afinnych podpriestorov.)
1. Néjdite bazu a dimenziu S+ pre dany podpriestor S priestoru R*:
a) S=1[(1,1,0,1), (2,1,0 1)]
)

b) S = [(1,5,4,3), (2,— —1)]

c)S= [(1,2,1,1),(2,1, —1)]

d) S =1(1,2,3,4), (1, 1,1, ),( ,3,2,1)]
e) S=1(2,1,2,3),(0,1,-2,1),(1,0,2,1)]
f)S=1(1,1,1,2),(1,0,1,1),(0,1,2,1)]

2. Majme vektory v; = (1,1,0,1) a v = (0,0, 1,0), ktoré generuji priestor S.
a) Najdite ortogondlnu projekciu vektora (1,0, —1,0) do S.
b) Najdite dva nenulové navzajom ortogondlne vektory, ktorych projekcia S je 0. (T
bude to ortogonalna baza S*.)

3. [P, 1370] N4jdite kolmy priemet vektora & = (4,—1,— ) do podpriestoru S =
[(1,1,1,1),(1,2,2,-1),(1,0,0,3)]. [Vysledok by mal byt (1 -1,5)]

4. N4jdite maticu ortogonalnej projekcie na podpriestor S = [(1 ,1 1 ) (1,2,2,-1),(1,0,0,3)].

3 3 3 3

3 5 5 -1

3 5 5 -1 ]

3 -1 -1 11

5. [P, 1372] Néjdite kolmy priemet vektora & = (7,—4,—1,2) na podpriestor S urceny
systémom rovnic

[Vysledok: P = -

21 +xo “+xs3 +3z4 =0
3501 +2l‘2 +2:I,’3 “+x4 =0
T +2x9 —2x3 4924 =0

6. Néjdite ortogonalnu projekciu vektora @ = (9, 3, 3, 1) do podpriestoru S = [(0,1,1,1),(2,1,2,1),(2,0,1,2)].

[Vysledok je (8,1,5,1).]
7. Najdite maticu projekcie na podpriestor S = [(0,1,1,1),(2,1,2,1),(2,0,1,2)]. [Vysle-

8 -2 20
- -2 5 40

dok je P = 9 4 5 0 ]
0 0 09

8. Najdite maticu ortogondlnej projekcie na podpriestor S = [(2,1,0,1),(1,-1,3,—1)]
9. Najdite ortogondlnu bazu priestoru V = [(1,0,1,0), (0,2, -1, 1), (0,2, 1, 3)].
10. Nech L; a Ly st podpriestory R* zadané ako

Ly =1(1,2,0,1),(2,1,1,1)] L, =1(1,1,1,1),(1,3,1,2)].
a) Najdite bazy priestorov Li- a L. Ako by sa nagli ortonorméalne bazy priestorov Li-
aLy?

b) Néjdite bdzu a dimenziu prieniku Ly N Lo.
11. Nech U, V st podpriestory priestoru so skalarnym stuc¢inom. Ukézte, ze plati

Utnv:t=Ww+v)*
Ukéazte, ze ak pracujeme v konecnorozmernom priestore, tak plati

UNnV)yt=U"+Vv*-



Plat{ niektord z inkluzii aj bez predpokladu o koneénorozmernosti? (Pozndmka: Uve-
dené tvrdenie neplati v nekonecnorozmernych priestoroch, ale kontrapriklad nie je tplne
jednoduchy — prinajmensom nie s vedomosfami o priestoroch so skaldrnym stc¢inom,
ktoré ste sa ucili zatial.)

Literatura

[P] I. V. Proskurjakov. Sbornik zadac po lineinoi algebre. Binom, Moskva, 9 izd. edition,
2005.



1 Afinné priestory

Pripomenutie definicii:
Afinny priestor znamené, ze (V,+) je vektorovy priestor nad R, B # 0 a:
1) méme zobrazenie B x B — V, ktoré dvojici bodov (X,Y") priradi préve jeden vektor )ﬁ;
2) pre lubovolné X € B a & € V existuje prave jeden bod Y € B taky, ze & = )ﬁ;
3) XY +YZ=XZ
Ekvivalentna definicia:
(V,+) je vektorovy priestor, B # () a mame +: B x V — B, pricom plati:
1) X + (i +b) = (X +a) +b;
) X+7¥=X & £=0;
3) Pre lubovolné (X,Y) € B x B existuje jediny vektor @ € V taky, ze X +d = Y; oznac¢ujeme
hoaja=Y — X.
V dokaze ekvivalencie tychto definicii sa ukaze, ze:
Y - X = Xv;
X+ XY =Y.
1.1. Pre afinny priestor (B, V, +) dokdzte, Ze:
(a) Y -X)+(X—-2)=Y — Z pre vsetky X,Y, Z € B;
(b) X — X =0 pre vietky X € B;
() (X 4a@)— (Y +b)=(X—Y)+a—bpre vietky X,Y € B, @,be V.
1.2. Nech

B = {(z1,22,73,1); 21, 2,3 € R}
V= {($1,$2,$3,0);$1,$2,$3 S R}

Dostaneme takto afinny priestor? (Ako operdcie pouzijeme obvyklé s¢itovanie Stvoric.)
Vedeli by ste néjst aspon dva rozne afinné izomorfizmy (B,V) — (B,V)?
1.3. [HZK| Cvicenie 2.1.1] Nech

B = {(21,22,73) € R* 21 + x5 — 223 = 5}

V = {(z1, 32, 73) € R* 21 + 32 — 223 = 0}.

Dokézte, ze (B,V) s obvyklym séitovanim trojic redlnych ¢isel je dvojrozmerny afinny
priestor nad polom R.

1.4. [HZK| Cvicenie 2.1.2] Nech Py je mnozina vsetkych redlnych polynémov stupiia najviac
4. (Na tejto mnozine mame obvykld operdciu séitovania polynémov.) Nech B := {f(z) €
Py; f(0) =1} a V:i= {f(z) € Py; f(0) = 0}. Overte, ze (B,V) je Stvorrozmerny afinny
priestor (ak uvazujeme obvyklé operdcie).

2 Afinné zobrazenia

—
Afinné zobrazenie: f: B — B, ¢: V. — V’; zobrazenie ¢ je linedrne a plati o(XY) =

FE)FY).

Afinny izomorfizmus = afinné zobrazenie + bodova zlozka je bijekcia < afinné zobrazenie
+ vektorova zlozka je linedrny izomorfizmus
2.1. Ukézte, Ze ak (f,¢) je afinny izomorfizmus, tak aj (f =1, ¢~!) je afinny izomorfizmus.
2.2. Nech (f,¢): A — B je afinné zobrazenie. Nech (C, V) je afinny podpriestor priestoru
B. Je aj f~1[C] afinny podpriestor priestoru A? Co bude jeho vektorova zlozka?



2.3. Nech (O,é1,...,8,) je afinny stradnicovy systém v afinnom priestore & = (B,V).
Nech &' = (B',V') je tiez afinny priestor, O’ € B' a €'y,... ¢, € V'. Ukaite, 7e
podmienkami f(O) = O, f(€;) = ¢; pre i = 1,...,n je jednoznaéne uréené afinné
zobrazenie (f,¢): o — .

3 Afinné a barycentrické siradnice

Afinny siradnicovy systém: (O, dy,...,d,), kde O € B a (d,...,d,) je bdza V.

Suradnice bodu X si (z1,...,2,),ak OX = z1d1+- - -+ pdy. Oznafenie X = (x1,...,2,).
S
Ak pracujeme s (B, V) C (R R"**) tak barycentrickti kombindciu 3" x;A; dostaneme
i=0

S
tak, Ze pocéitame po stradniciach. Definujeme ju iba pre koeficienty také, ze > x; = 1.
i=0

S
Vseobecnejsia definicia (pre lubovolny afinny priestor): Barycentrickd kombindcia Y x;A;,

i=0
S
kde > x; = 1, je definovand ako
i=0
S S
D @il = A+ wi(4; - A).
i=0 i=0
(Nezavist od volby bodu A.)
(Ag, A1,...,A,) je barycentricky stradnicovy systém < kazdy bod sa dé jednoznacne
vyjadrit ako ich barycentrickd kombindcia < (Ag; A1 — Ay, . . ., A — Ap) je afinny sturadnicovy

systém.
3.1. [HZK], Cvicenie 2.3.1] Majme afinny priestor (B8,V), kde

B = {(x1,2,23) € R*; 21 + 29 — 223 = 5},
V = {(21,72,23) € RB;xl + x9 — 223 = 0},

a berieme obvyklé operacie (t.j. ide o afinny podpriestor (R?,R?).)
a) Overte, Ze trojica (O, é1,¢€3), kde O = (1,2,-1), €1 = (1,1,1), & = (1,—1,0), tvori
afinny suradnicovy systém v tomto priestore.
b) Vyjadrite siradnice bodu P = (3,4,1) v tejto stradnicovej stustave. Vedeli by ste
néjst aj veobecny predpis, ako dostaneme stiradnice lubovoIného bodu P = (21, 2, x3)
patriaceho do B?
c) Definujme f: B — R? ako f(x1,x2,73) = (—x1 + 222,221 — 322 — 1). Predstavujt
hodnoty f(x1,x2,x3) stiradnice bodu (x1,x9,x3) v nejakej vhodnej stradnicovej si-
stave? Ak 4no, néjdite taky afinny stradnicovy systém (O’,e'y, e/ 2).
d) Ako by to bolo so zobrazenim g: B — R? definovanym ako g(x1,x2,73) = (2172 +
1, xr1 — To + 2)7

3.2. [HZK|, Cvi¢enie 2.3.31] V rovine uréenej bodmi A = (2,1,3), B = (2,4,0), C =
(—3,0,4) zvolme afinnt siradnicovi stistavu (A4, B — A,C — A).
a) Aké parametrické vyjadrenie ma v tejto siradnicovej sistave priamka BC?
b) Aké stradnice m& bod M v (0, €1, €, €3), ak jeho stradnice v (4, B — A,C — A) st
(5,3).
¢) Aké stradnice mé priesecnik roviny ABC' s osou z3 v jednej i druhej stiradnicovej
ststave.

3.3. Ukézte, ze barycentrickd kombinacia barycentrickych kombinécii je opat barycentricka
kombinacia.



3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Nech body Ay, Ay, ..., A, lezia v nejakom afinnom priestore &7 = (B,V) dimenzie n.
Dokazte, alebo najdite kontrapriklad:

a) Ak kazdy bod X € B sa da vyjadrit ako barycentrickd kombindcia bodov Ag, Ay, ..., A,

tak tieto body tvoria barycentricki siradnicovi stustavu.

b) Ak neexistuje bod X € B, ktory méa dve rézne vyjadrenia v tvare barycentrickej
kombindcie bodov Ag, A1, ..., A,, tak tieto body tvoria barycentricku siradnicovi su-
stavu.

Zistite, ¢i body

Ao =(1,4,1,-1)

Ay = (2,2,4,-5)
Ay = (1,5,0,0)
Ay =(2,7,1,—-4)

Ay = (1,-3,4,4) tvoria barycentricky siradnicovy systém v (R* R*). Vyjadrite bod
P = (0,—1,1,4) ako ich barycentrickt kombindciu. (Vysledok: P = A; —Ag+3A42—2A43)
Nech A, B, C je trojuholnik v Tubovolnom afinnom priestore.
a) Ako vyzeraju taznice tohoto trojuholnika vyjadrené a afinnom siradnicovom systéme
(A, AB, AC)? (Pokuste sa vyjadrit ich parametricky, t.j. napisat nejaky predpis taky,
Ze ak menime redlny parameter, dostaneme vsetky body leziace na taznici.)
b) Ukazte, ze taZnice sa pretinaju prave v jednom bode.
¢) Aké st barycentrické stiradnice tohoto bodu?
Nech A, B, C' je trojuholnik v rovine a T je jeho tazisko (barycentrum).

s =
a) Ukéite, 7 TA + TB + TC = 0.
b) Ukéazte, Ze pre lubovolny bod X v rovine plati

|AX|* + |BX|* + |CX|> = |AT|> + |BT|* + |CT|* + 3| XT|*.

Mobzete si vs§imnut, ze z tejto rovnosti vyplyva, ze sticet Stvorcov vzdialenosti od vrcholov
trojuholnika je minimédlny prave v tazisku trojuholnika. (Hint: Skiste vyuzit skalarny
suéin.)

¢) Ako by sa zmenili vysledky z Casti a) a b) ak by sme namiesto troch bodov v rovine
zobrali n bodov v euklidovskom priestore Iubovolnej dimenzie?

V trojrozmernom euklidovskom priestore st dané styri body A, B, C' a D neleziace v
jednej rovine. Na tseckach AB, CD, AC a BD st dané body K, L, M a N tak, ze

|AK|: |KB| = |CL| : |LD| a |AM| : |MC| = |BN| : N D|

a) Dokdzte, Ze tsecky KL a M N sa pretinajd prave v jednom bode.
b) V akom pomere deli priese¢nik tseciek KL a M N tieto tsecky?

Dokazte: a) Body A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) dvojrozmerného afinného
priestoru lezia na jednej priamke prave vtedy ked
1 1 1
det ay b1 C1 =0.
a9 b2 C2

b) Body A = (a1, as2,a3), B = (b1,be,b3), C = (¢1,c2,¢3), D = (d1,d2,d3) trojrozmer-
ného afinného priestoru lezia v jednej rovine prave vtedy ked

1 1 1 1
ap by e dy
ay by cx do
a3 bz c3 d3

det

¢) Vedeli by ste to zovSeobecnif na n-rozmerny priestor a nadrovinu?



3.10. Na priamkach urcenych stranami AB, BC a AC trojuholnika ABC st dané body
A'=B+a(C—-B),B' =C+bA-C),C" = A+ c(B— A). Dokazte, ze body A’, B,
(' lezia na jednej priamke prave vtedy ked ab+bc+ac—a—b—c+1=0.

3.11. Nech ABCDEF je pravidelny $estuholnik v R2?. Tvoria A, B, C barycentricki stirad-
nicovu sustavu? Vyjadrite v nej ostatné body sestuholnika.
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1 Vseobecné a parametrické vyjadrenie

1.1. [HZK], Priklad 2.3.21] N4jdite vSeobecnt rovnicu nadroviny a v (R*, R?) uréenej bodmi
A=(1,2,3,4), B = (2,2,4,4) a vektormi @ = (0,1,0,1), b = (1,1,1,0).

1.2. Pre afinny podpriestor zadany parametricky najdite jeho vSeobecné vyjadrenie.
a) {(x1, 22,23, 24);01 =1+ 8,20 =2+ 2s+t,ag=14+s+t,xg =1+s—t;s,t € R}
b) {(x1,x9,x3,24);21 =1+ t,xg =2+ t,x3 =1—t, x4 = 3+ 3t;t € R}
¢) {(z1,29,23,4);21 = 145+t 20 = —1+s,253 = 1+3s+t, 24 = —14+3s+2t;s,t € R}
d) {(x1, 29, 23, 24);21 = 1+5+2t, 20 = 14+3s+t,23 = 1+4s+3t, 24 = 25—t;5,t € R}

2 Vzajomné polohy afinnych podpriestorov

Rovnobezné: V(a) C V(B) alebo V() C V(«)
Roznobezné: B(a) N B(B) # 0 a stcasne B(a) € B(B) a B(B) € B(a)
Mimobezné: B(a) N B(B) =0, V() NV (B) = {0}
2.1. [HZK], 2.4.53] Zistit vzajomnt polohu danych afinnych podpriestorov v (R* R*):

T =34+u+v x1 =1
) To=44+u+v To =340
a) a= =
T3=0+u+v r3=5+u-+v
T4 =54+u ry=64+u+v
1 =34+ 2u Ty =24u+v
b) To =3+ 2u To=24u+v
a= =
r3 =34+ 2u T3 =34+ 2u
ra=2+u+v rTa=24+u—v

2.2. Dokézte, ze priamka p = {x1 = 0; 22 = t; 23 = 14+t; 24 = 141} je mimobeZnd s rovinou
a={r1=u+v;ra=u+0v;T3 =U;Tg =U—V}.
2.3. [HZK| 2.4.56] Urcte vzdjomnt polohu priamky

p = {z14+222+3x3+24—3 = 0; 21 +4x0+523+229—2 = 0; 201+ 929 +8x3+3x4—7 = 0}
a nadroviny a = 5x1 + Txo + 93 + 225 — 20 = 0.
2.4. [HZK| 2.4.58] Uréte parametrické vyjadrenie priamky, ktord prechddza bodom A =
(1,0,2,—1), je rovnobezn4 s rovinou
a={r1 =u;x2 = v;x3 = u;T4 = v}
a pretina rovinu
B={x1 =uwjxa =u+tvyr3 =—ujze =1 —v}.

2.5. [HZK. 2.4.55] Vysetrite vzadjomnui polohu « a § pre

a={(x1,x2,x3,T4,5);21 = Ljzo = —14+wjzs=1+utwyzs=—-14+v4+wyzs=1+u+v+wuv,weR

B = {(z1, 72,73, 74,75) € R°; 14 — 25 +2 =0}

a urcte parametrické vyjadrenie ich prieniku.

2.6. [HZK| 2.4.55) Ukazte, ze priamka p = {x1 = 1+t, 290 = 2+ 2t, 23 = 3+ 3t, 24 = 4+ 4t}
a rovina a = {x; + 22 = 0;23 — 4 — 1 = 0} nemaji spoloény ani jeden bod a uréte
parametrické i analytické vyjadrenie afinného podpriestoru miniméalnej dimenzie, ktora
obsahuje « a je rovnobeznd s priamkou p.



=14+t T =u

=24+t4+2 =1- 2
2.7. Ukéazte, ze afinné podpriestory o = 2 i es B = 2 Ut
x3 =0 r3=24+u—2v
Ty=1—1t—2s Tas=1—u+2w

nie s ani rovnobezné, ani réznobezné, ani mimobezné.
2.8. Aka je vzajomnd poloha afinnych podpriestorov «, f7 Najdite najmensi afinny pod-

1 =u+v T = 2v
To =0 To = u+ 2v
priestor obsahujici v aj 8. a=<{a3=1+u-+v B=Sa23=2+u+3v
Ty=2—-u Ts=3—0
r5=—14v r5 = —142u+ 3v

2.9. Nech (Bi,2,V1,2) st afinné podpriestory (R”,R") také, ze V4 @ Vo = R”. Vieme na
zéklade tohoto faktu povedat nieco o ich vzdjomnej polohe?
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Prechod medzi stiradnicovymi systémami

Matica prechodu. Od bazy d,...,d, k bize 51, ..

.,l_;n je takd matica P typu n x n, ze

plati
b1 = p11G1 + prada + - + Pindn
by = pa1G1 + pasda + - - + pandn
by, = pnlal +pn262 + -+ pnnan

Matica prechodu opa¢nym smerom je P~1.

Zmena suradnic vo vektorovom priestore.
béze a s jeho suradcnice v starej baze, tak mame

:fnpa
=7,P L.

Z
Ty,

Zmena suradnic v afinnom priestore.
mozeme vyjadrif ako

Prechod od bézy (O, ds, ..., d,

Ak 7, oznacuje stradnice vektora v novej

) k béze (O, @, ...

X'=XP ' +B,

—)

kde B su stradnice bodu O v (O, @, ...,ad,).

Matica P tu oznacuje maticu prechodu od (O, dy, . ..

=/

ay,...

=/

a

r'n

matica prechodu od (O, dy,...,d,) k (O, )

1. [HZK. 2.3.39] V (R?, R?) sti dané afinné stiradnicové stistavy (O, €1, €, €3) a
= (0,0,0), é; je i-ty vektor Standardnej bézy a

a:2 = (Oa 4a 4)5

kde O

—

B =(2,1,3); a = (2,4,1);

! =
ay,...,

) K (O, @), tj. P!

s = (1,1,0).

N4jdite rovnice urcujiice prechod od siradnicovej stistavy (B, a1, da, ds) k stiradnicovej
sustave (O, ¢}, €y, €3). Aké siradnice ma bod O a vektory €, €, €3 v siradncovej

ststave (B, dy, dz, €3)?

2. Popiste prechod od afinnej stiradnicovej stistavy
0= (1,1)
a = (2,1)
dz = (1,2)

. [HZK|, 2.3.39] Rovnice

y=x1+x2+-+x,+1

uréuji prechod od stiradnicovej ststavy (O, €y, . . .

Zistite:

Yo =Ta+ -

(O al,ﬁg)k(O bl,bg) pre
0'=(-1,2)
5 :( 1, )
by = (2,3)

,€n) k siradnicovej sustave (0, dy, . ..

a) aké rovnice dévaji prechod od (O’ dy,...,d,) k (0,¢1,...,¢e,),

b) aké stradnice mé bod O’ a vektory dy,...,ad, v (O,€1,...,€,),

¢) aké siradnice ma bod O a vektory é1,...,€, v (0, dy,...,dn),

d) aké stradnice mé v (O,é1,...,€,) bod M, ktory ma v (O’,dy,...,d,) siradnice
(1,1,...,1),

e) a suradmce mé v (0',dy,...,d,) bod M, ktory mé& v (O,ds,...,d,) suradnice
(IL,1,...,1).

=/

,an

(B, dy,ds,ds),

)a”fl

)

).
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1 Vzdialenost afinnych podpriestorov

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

[P, 1376] Ukézte, ze vzdialenost medzi dvoma afinnymi podpriestormi P, = Ay + V3 a
P, = Ay + Vs sa rovna dizke ortogonélnej projekcie vektora A; A5 do priestoru V+, kde
V=0+V.

Uk&zte, ze vzdialenost medzi dvoma afinnymi priestormi Py = A1 + Vi a P, = As+ V5
sa rovnd vzdialenosti bodu A; od afinného podpriestoru As + V, kde V =V, + V5.
[BPCl 34.21] N4jdite vzdialenost bodu A od priamky :

a) A=(0,3,2,-5), | = {(x1,m2,23,24) € RYjxy = 1 +t, 20 = —t, 03 =2+ 2,04 =
—2 4 2t};

b) A= (2,-2,1,5), | = {(z1,22,73,74) E R} ;21 =3 +t, 00 = —1+t,23 =2+ t,24 =
—t};

c) A=(3,3,1,0,0), 1 = {(x1, 22, 73,74, 75) € RS2y = 2+3t, 00 = 14+2t, 03 = —t, 14 =
1+t,$5 =-1 —t};

d) A= (1,-1,-1,1),1 = {(z1, 22, 73,74) € RY; 21 +22+223+1 = 0,309 +223— 74— 1
0,21 —$2+$3+J)4+2:0}.

[Visledky: a) 3; b) 2v/3; ¢) 4; d) v/6.]

IBPC| 34.23] Néjdite vzdialenost medzi priamkami [y a l3:

a) lll xr1 = ].+t, T = —1, xr3 = —t, Ty = —2+t; l22 X :4+t, T = 2t, xIs :].-l-t,
Ty =t

b) Iy = {(24t,—1—2t,2+2t 1 —t)it € R}; lo = {(3—t,1+2t,—1 —2t,2+1);t € R}
)l ={(B+t2,t,3+t —t):t €R}; ly={(1+2t,2t1—1t12);teR};

Al ={1+t2t,1—t,—1+t,t);t €R}; I ={(3+1t,—2t,—1—t,1+£,2+1):t € R};
e) i ={(1—-2t0,t,14+¢2);t eR}; lo={(-1+1¢,—-1+1¢,0,1,-2—1¢);t € R};
[Visledky: a) V3, b) VB; ¢) 2; d) 2v/2; e) 4]

1 =u+v
Vypoéitajte vzdialenost bodu A = (0,2,1,0) od roviny o = 2= 1 Y jeho
rzg=1—u
Ty =0
kolmy priemet. [Vysledok: A+ = (=1, 1,1 —2)]
N4jdite priamku g, ktora je rovnobezna s priamkou p = {(z1, 22) € R?; 3z +429 — 1 =
0}, a plati pre 1iu o(S5,q) =1, kde S = (2,1).
Nech p = {(z1,22);21 = =1+ t,20 =3 —t,t € R}, a = {(x1,22) € R%;Tzy + 25 = 0},
B = {(z1,72) € R% 21 — x5 + 8 = 0}. N4jdite bod P € p taky, ze o(P,a) = o(P, ).
[Visledok: P = (—3,5), P = (—1,3)]
1 =3u—+v

=1+2 -2 -1=0
o= T2 +2u+wv _ {:m To + Xy o(a, B) =7 [Vysledok: @]

r3 = —4u — 2v 200 +23+1=0

ry=24u+v
Zistite vzdialenost afinnych podpriestorov p = {(z1, 22, 23, 24,25);21 = t,x0 = 1 +
t,xs = t,oy = —t,xs = t,t € R} a f = {(x1,22,23,24,75); 21 = 0,29 = U, T3 =

—u, T4 =0, T5 = —u,u,v € R}. [Vysledok: @]

[SL 1375] Najst vzdialenost medzi priamkou ! a rovinou P ak:

a) l= (97 723 717 71) + [(27 723 -1, 71)]; P = (27 17 '?’a 73) + [(3v 727 27 O)a (757 2a Oa 2)]7
b) l= (2747 Oa 14) + [(Ov ]-7 -2, 5)]a P = (4a 1, _27 5) + [(_17 1a _17 5)a (17 1, _3a 3)]
[Vysledky: a) 27; b) /6]

[SL 1376] Najdite vzdialenost medzi priamkou I a rovinou P, ak:

a)l = (9,-2,—1,-1) + [(2,-2,-1,-1)]; P = {(z,y,2,y) € R} 20 + 4y + 2+t =



8,2x 4+ Ty + 4z — 2t = 29};
b) I =(2,-3,1,-4) + [(-1,2,1,1)]; P = {(2,9,2,y) € RY;x +y+ 2 + 12t = 19,5z +
2y —Tz—6t=—T};
C) l= (27470a 14) + [(0717*2a5)]; P = {(x,y,z,y) € R4;2$ - 2y+z+t - 974x+2y+
3z+t=1T7};
Vysledky: a) 27/5, b) v/13, ¢) v/6

1.12. [Pl 1377] N4jdite vzdialenost dvoch rovin v R* ak jedna z nich je uréend bodom X =
(4,5,3,2) a vektormi @ = (1,2,2,2), b= (2,-2,1,2), druhd je uréend bodom Y =
(1,-2,1,-3) a vektormi &= (2,0,2,1), d = (1,-2,0, —1).

1.13. N&jdite vzdialenost zadanych afinnych podpriestorov R*:
a) priamka p = {(2+¢,1+¢,2 4 2t,—2);t € R} a rovina o = {(x1, 22,23, 24); 321 —
3Ty + T3+ T4 =2,71 + T3 — 23+ 14 =2} VR

2 Uhly, kolmost

21’1+$2+1’3+31’4:0,

N4jdite AL. [Vysledok:
3r1 4+ 2x9 + 223 + x4 = 0.

2.1. Nech A = (7,—-4,-1,2) a a = {

At = (5,-5,-2,—1)]

r] = —t
_{$1—2$2+$3—$4+1:0 _Jaa=t
22. a= p=
201+ 20 —234+24—1=0 xr3 =1
Ty =—-14+2t
N4jdite priamku ¢ takd, Ze (0,0,0,0) € ¢, gLlpa gLla. [Vysledok: ¢ = {(11u, 3u, —4u, 4u);u €
R
2.3. N(]i;h P=(1,-1,2,1)
1 =Uu
T, —Tot+r3—2T4+1=0 _Jze=14u+v
- T+ T —23+204+2=0 p= T3 = —Uu
Ty=1—-v
Néjdite priamku p takud, ze P € p, pLa a p pretina 3.

1 =Uu

To=14v et 1—0
24. a=qax3=" 8= T T N N4éjdite rovinu v takd, ze v O « a
To+x3+x4+25 =0
Tq v
Is = U

v LA. (Aki dimenziu moze mat afinny podpriestor 7, ak ma spliiat tieto 2 podmienky?)
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1 Metdéda najmensich Stvorcov

Priblizné riesenie sustav: Ak AX = B nema4 rieSenie, mdézeme sa snazit hladat priblizné
rieSenie, ktoré minimalizuje vzdialenost |AX — B|.
Ll Theorem 6.5.13]: Hladat pribliZzné riesenia je to isté, ako hladat rieSenia ststavy
ATAX = ATB.
1.1. Metédou najmensich stvorcov najdite priblizné riesenie systému A - X = B, kde:

1 0 1

1 1 1
a) A= 0 1 , B = 3

2 1 -1

2 2 1

1 2 1
b) A= 11 , B = 1

2 4 2

1 -2 3

-1 2 e

c) A= 0 3 ,B= 4

2 5 2

1.2. Metédou najmensich stvorcov najdite priamku, ktorda aproximuje zadané data:

b

C) (xla ,334) = ( 317273)’ (yly 7y4) = (1’ 17273)

d) ($1, ,I5) = (*23 71707 132 ) (yla .- 7y5) = 72707230,3)

e) (x1,...,25) =(-2,1,0,1,2), (y1,...,y5) = (—1,—1,1,2,4)

f) (:I:h ,(E4) = (07 17273)7 (yla cee 7114) = (17 17232) ﬂ
Literatira
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IRieSenie tlohy c) sa d4 pozriet aj na fére: https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1429
2Riesenie tlohy f) sa d4 pozriet aj na fére: https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?t=1433
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Obr. 1: Cassiniho identita.

1 Fibonacciho postupnost
Fibonacciho postupnost je urcena rekurentnym predpisom
Fn+1 :Fn+Fn—1

a pociatoénymi hodnotami Fy = 0, F; = 1.

1.1. Ukazte, ze pre maticu A = <1 (1)> plati

n __ Fn+1 Fn

(2)

1.2. Dal by sa pomocou najst algoritmus na vypocet n-tého Fibonacciho ¢isla, ktory
je efektivnejsi ako postupné pocitanie Fi, Fo, ..., F, na zdklade rekurencie F, 1 =

Fn + Fn—l-

1.3. Skontrolujte, ze pre ttito maticu plati A2 = A + I. Vedeli by ste z toho dostat, Ze plati

Al =A4-1?
1.4. Ukéazte pomocou :
a) Fpy1F,—1 — F2 = (—1)" (Cassiniho identita)
b) Fren = FinFna1 + Frn_1 F, (konvoluénd vlastnost) E]
C) F2n :Fn(Fn+1+Fn—1) aFZn—i—l :Fy%_t,_l +F3,
1.5. Dokazte, ze Y _q Fi = Frpo — 1.
1.6. Dokfiite, 7€ ZZ:O F2k+1 = Fg(n+1) a ZZ:O ng; = F2n+1 —1.

1.7. Ukéite, ze > p_o F2 = F, F+1. (Hint k maticovému odvodeniu: Comu sa rovna (A*)2?

Ind moZnost: Pouzit nejako Fo,y1 = F2, | + F2.)

1.8. Ukézte, Ze Fop = Y p_g (Z) F. (Hint k maticovému odvodeniu: Skiiste vyuzit rovnost

A2 =T+ A)

1.9. Oznaéme ako ¢ 2 korene polynému x 1+V5

2

—x—1. (T.j. p12 = "5 aplati 1 + ¢z =1,

1-p2 = —1.) Ukdzte, ze matice A— 1 oI st singuldrne. Najdite vSetky vektory také, ze
ZA = ¢y 2@. (T.j. v terminolégii, ktord zanedlho bude na prednéske, sme skontrolovali,

Ze @1 a @9 si vlastné hodnoty a nasli sme k nim zodpovedajice vlastné vektory.)

ITdto vec ste stretli na diskrétnej matematike ako cvi¢enie na indukciu: http://thales.doa.fmph.uniba.

sk/niepel/dismat22/du02.pdf


http://thales.doa.fmph.uniba.sk/niepel/dismat22/du02.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/niepel/dismat22/du02.pdf

1.10.

1.11.

1.12.

Obr. 2: Missing square puzzle

Skontrolujte, ze ak P je matica, ktorej riadky st nenulové vektory & o také, ze #; A =

0iA a D = diag(y1, p2), tak plati PA = DP. (Z toho dostdvame aj A = P~1AD.

Frr - Fn > = P~1D"P, 7 ¢oho vidime aj to, 7e
Fn Fn—l

F,, = c197] + c2¢f pre nejaké konstanty ¢y 2.)

Néjdite redlne cisla c; o také, ze F;, = c19] + ca¢y; takto by sa mali dostat Binetovu

formulu:
(=2) - (=2)
7 .

7 Cassiniho identity vidime, ze £ yonli FI: o= ;n_;zil. Vieme na zéklade toho (alebo

Potom vieme vyjadrit aj A” = (

F, = (3)

na zéklade nejakého iného argumentu) zdévodnit existenciu limity lim F}}“ ? Comu
n—oo

n

sa tato limita rovna?

2 Podobnost matic

Na prednéske ste zatial este iba zacali kapitolu o podobnosti.

2.1.

2.2

a) Najdite mozné predpisy postupnosti (z,,), (yn) pre ktoré plati:

Tn+1 = 2z, + Yn

Yn+1 = Tp + 2yn
(Hint: Poméze pozriet sa na postupnosti a,, = &, + yn a by, = T, — Yn?)
b) Néjdite mozné predpisy postupnosti (z,), (y,) pre ktoré plati:

Tpt+1 = 3xn - 4yn

Yn+1 = 2%y — 3Yn

2

1 ;) najdite vSetky vektory také, ze YA = ¥ a vSetky vektory

a) Pre maticu A =
také, ze 7A = 3Z.

4 . o
b) Pre maticu A = (3 _3> najdite vSetky vektory také, ze YA = ¥ a vsetky vektory
také, ze TA = —Z2.

¢) Suvisia veci z tejto tlohy s rieSenim predoslej tlohy o rekurencidch? El

2Toto stvisi s pojmom vlastného vektora a vlastnej hodnoty — oba budii na najblizsej prednaske.




2 2 -

2.3. a) Pre maticu A = <2 _1> nad polom R ndjdite vSetky vektory také, ze XA = —2%

resp. £A = 3%.

b) Nech P je matica 2 x 2, ktord méd ako riadky nejaké nenulové vektory také, Ze
T4 A = —2%; a ¥y A = 3%. Skontrolujte, Ze pre diagondlnu maticu D = diag(—2, 3) plati
PA = DP. (Toto je ekvivalentné s PAP~! = D, teda A je podobn s diagonalnou
maticou D.)

c) Skontrolujte, Ze zobrazenie f: & + A mé vzhladom na bazu 'y, > maticu My, (z,) =
D. (Teda pri tejto béze sa této linedrna transforméacia da vyjadrit diagonalnou maticou.)

3 3 2
2.4. Pre maticu A= | 2 4 2| néjdite vsetky vektory také, ze XA = &; vSetky vektory
-1 -3 0

také, ze TA = 2% a vSetky vektory také, ze TA = 4%Z.
b) Nech P je matica 3 x 3, ktord méa ako riadky nenulové vektory také, ze 1A = &1,
ToA = 27 a To A = 47.

2.5. Nech A, B € M,,,,(F). Hovorime, Ze A a B si podobné, ak existuje reguldrna matica
P takd, ze B = PAP~!. Dokazte, Ze podobnost matic je relicia ekvivalencie.

2.6. Nech A € M, ,(F). Ukazte, Ze existuje polyném p(z) stupnia nanajvys n? taky, ze
p(A) = 0. T.j. ak p(x) = ez + -+ + 17 + ¢, tak

p(A4) = cxAF + -+ A+ ol = 0.
1 1
1 0
prednaske budeme vidiet, ze stac¢i polyném stupna n; dokdzeme Cayley—Hamiltonovu
vetu, ktord hovori, ze takato vec plati pre charakteristicky polyném matice A.)

(Napriklad pre maticu A = , sme videli, Ze plati A2 — A — I = 0. Neskér na

Literatura



1 Podobnost matic

Matice A a B st podobné < existuje reguldrna matica P takd, ze PAP~! = B. Tato pod-
mienka je ekvivalentnd s tym, ze A aj B predstavuji maticu toho istého zobrazenia v dvoch
roznych bazach. (Konkrétne, ak A je matica nejakého zobrazenia pri Standardnej baze, tak
B = PAP! je matica toho istého zobrazenia pri baze uréenej riadkami matice P.)

Ak A\ = A, kde ¥ # 0, tak ¥ je vlastny vektor matice A a A je vlastnd hodnota (vlastné
¢islo) matice A. Ekvivalentne: A je vlastnd hodnota prave vtedy, ked matica A — Al je
singularna.

Vlastné hodnoty s presne korene charakteristického polyndmu x a(t) = det(tI—A) matice
A. Ak ich pocitame s algebraickou nésobnost’ouﬂ tak mame:

Tr(A) =X+ X +--+ A\,
det(A):)\l-)\2~--)\n

a sucasne stopa a determinant suvisia aj s prislusnymi koeficientami charakteristického po-
lynému. Specidlne pre maticu 2 x 2 mame x4 (t) = t? — Tr(A)t + det(A).

Podobné matice maji rovnaky charakteristicky polyném (a teda aj rovnaki stopu, deter-
minant, vlastné ¢isla).

Pri hladani koretiov charakteristického polyném je uzitoéné vediet, ze ak p(x) = =™ +
Apn_12" '+ 4 aix+ap je polyném s vedicim koeficientom 1, ktory mé navyse celoc¢iselné
koeficienty, tak kazdy celociselny koren je delitelom absolutneho ¢lena ag.

Matica typu nxn je podobna diagonalnej matici prave vtedy, ked jej vlastné vektory tvoria
bézu priestoru F™. Matice P a D také, ze PAP~! = D, kde P je regularna a D je diagonilna,
dostaneme tak, ze D m4 na diagondle vlastné ¢isla a P mé ako riadky (v rovnakom poradi)
vlastné vektory.

Jordanov normdlny tvar. Kazda matica nad C je podobnd s blokovo-diagondlnou maticou
pozostavajicou z blokov tvaru

A1 0 0
0 X 1

0
: Al
0 0 A

1.1. Vypocitajte charakteristicky polyném a vlastné hodnoty danych matic. Zistite, ¢i dané
matice st podobné:

5 7 10 —12
zau)Az(1 _1>aB:(4 —6)’

5 —1 38 =81
e a- (§ ase (33

3 2 =5 6 20 —34
1.2. [P, 1064] Zistite, ¢i matice A= |2 6 —10] aB= |6 32 —51] s podobné.
1 2 -3 4 20 -32

1.3. Néjdite diagonalnu maticu podobnii s danou maticou:

a) A= <_23 _41> nad polom Q;

Tt ak xa(t) = (E— A)(E— A2) - (E— An)



1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

b) B = G _11>

a) Vlastné &isla si: —5, 1. b) Vlastné éisla st /2.

Musia byt matice, ktoré maju rovnaké vlastné ¢isla, podobné?

Dokézte, ze ak A a B st podobné, tak si podobné aj matice A — ¢l a B — ¢l (pre
lubovolné ¢ € F).

[P, 1051] Nech ¢ je lubovolnd permutécia mnoziny {1,2,...,n}. Dokazte, Ze matice
i a4z ... dip GoMe(1)  Tp(1)p(2) -+ Gp(1)p(n)

A= | G2 G22 ... G2n a B = | @) Qe@e2) - Ge2)e(n)
Gn1 Qn2 ... Gnn Ao(n)p(1)  Qp(n)p(2) -+ Gp(n)p(n)

st podobné.
Zistite pre aké hodnoty parametrov a, b, ¢ € C je dand matica (nad C) podobné s dia-
gonalnou maticou.

11 1 a b 1 7 0
a) (a 1);b) 0 2 cl;¢) |0 a 1];
0 01 0 0 =«

2 Vlastné ¢éisla, vlastné vektory

2.1.

2.2.

2.3.
2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

Néjdite vlastné hodnoty a vlastné vektory nad polom C.
2 -1 0

o€ gt Dol 2o Do (3 2

Vlastné ¢isla st: a) —2, 7; b) 3+£2i; ¢) —3,2;:d) =2, 3;¢) 2,2++2
N4jdite reguldrnu maticu P a diagondlnu maticu D také, ze plati PAP~! = D. (Alebo
zdovodnite, Ze také matice neexistuju.)

3 -1 1 41 -1 4 6 10
a)A=|7 =5 1|bA=[2 5 —2|c)A=(3 10 13
6 —6 2 11 2 —2 -6 -8
2 2 1 13 2 -18 —2 —4 2
HA=[1 3 1|eAd=[141 —18|HA=[-2 1 2|¢g 4=
—2 -4 -1 10 2 -15 4 2 5
4 6 0
-3 =5 0
-3 —6 1

Vysledky: a) Nie je podobna s diagondlnou maticou; xa(t) = (z —2)%(t +4). b) D =
diag(3,3,5) ¢) D = diag(0,2,4) d) D = diag(1,1,2) e) D = diag(3,—1,-3) f) D =
diag(—5,3,6) g) D = diag(1,1,—2)

Uk&zte, ze matica A je singuldrna prave vtedy, ked 0 je jej vlastné ¢islo.

Ukézte, ze ak A je reguldrna, tak matice A a A~! maji rovnaké vlastné vektory. Co
viete povedat o vlastnych hodnotach?

Nech A je matica typu n X k a B je matica typu k x n. UkazZte, ze:

a) Nenulové vlastné hodnoty matic AB a BA s rovnaké.

b) Platilo by tvrdenie z predoslej ¢asti po vynechani slova nenulové?

¢) Ak k = n, tak matice AB a BA maji rovnaké vlastné hodnoty.

IKl, 4005] Ukazte, ze ak kazdy nenulovy vektor & € R™ je vlastnym vektorom matice A,
tak A = ¢l pre nejaké c € R.

Aké matice st podobné s maticou I7 Aké matice st podobné s nulovou maticou?



2.8. Nech A je matica n x n nad polom C takd, Zze pre kazdu reguldrnu maticu n x n plati
PAP~! = A. Ukézte, 7Ze potom A = cl pre nejaké ¢ € C. (Inak povedané, tymto
sme charakterizujeme také matice, ze A je podobnd sama so sebou a uz so ziadnou
inou maticou. T.j. trieda ekvivalencie tejto matice pri relacii ,,podobnost matic* je
jednoprvkova.)

2.9. Nech A je stvorcovad matica nad polom C taka, Ze 1 nie je jej vlastnd hodnota. Ukazte,
Jeak A" =1, tak AP 14+ A2 ...+ A+ T =0.

2.10. Najdite maticu 3 x 3, ktorej vlastné ¢isla su 1, 2, 3 a tdto matica ma aspon sedem
nenulovych prvkov.

2.11. Nech A € M, ,(F), & € F™ apre A € F plati £A = AZ. Nech p(¢) je lubovolny polyném
nad polom F. Dokézte, Ze potom plati aj Zp(A) = p(\)Z.

3 Charakteristicky a minimalny polyném

3.1. Ukézte, ze podobné matice maju rovnaky charakteristicky aj minimalny polyném. Da
sa na zaklade toho usudit, Ze maji aj rovnaky determinant a stopu?

3.2. * Dokazte, ze kazdé vlastné ¢islo matice A je korenom jej minimélneho polynému
ma(z).

3.3. Ak viete, ze charakteristicky polyném matice A je xa(z) = 2% + 42 — 5, ako vyzerd
charakteristicky polyném matice A2.

3.4. Nech A je matica typu n x 2 a B je matica typu 2 x n. Dokazte, Ze ak (AB)? = 0,
tak aj (BA)? = 0. (Hint: Co viete povedat o vlastnych hodnotich matice BA, pripadne
o0 jej minimalnom ¢i charakteristickom polynéme.)

3.5. Nech A = (_24 _715) a A" = Z: Z:
3ay, + by, + 3¢, + 4d,, = 7. (Niekolko hintov — kazdy vedie k inému rieSeniu. Hint 1: Ak
néjdete riadkové a stipcové vlastné vektory tejto matice, ¢o viete o 7A™ a A" ? Hint
2: Vedeli by ste najst P, a @, také, ze A™ = P, A+ @Q,I7 Hint 3: Asi by ste mali byt
schopni najst aj vSeobecné vyjadrenie pre a,, b,, ¢, d, — aj ked takyto postup je asi
zdfhavejéi nez postupy spomenuté v predoslych dvoch hintoch.)

3.6. Budeme uvazovat o redlnych a komplexnych maticiach takych, ze

). Dokéazte, ze pre pre n € N, n > 0, plati

1 1 1
det |1 22 23| =0 (1)
T2 X3 X1

a) Ukdzte, Ze ak x1 23 € R, tak z podmienky vyplyva z1 = 29 = x3.
b) Ukézte, ze existuji komplexné matice také, ze plati a sucasne xp, To, Tz nie su
rovnaké.

4 Stucasna diagonalizacia*

4.1. Nech pre matice A, B existuje reguldrna matica P taka, ze PAP~! = Dy aj PAP~! =
D5 st diagonalne matice. Ukézte, ze AB = BA, t.j. matice A, B komutuju.
4.2*. Zistite, ¢i pre dané matice A, B existuje reguldrna matica P taka, ze PAP~ ' aj PBP~!
su diagondlne:
1 0
a)A=12 3

0 1
ol,B=(1 1 -2
-1 -1 1 1
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Jordanov tvar

Jordanov normdlny tvar. Kazda stvorcova matica nad C je podobna s blokovo-diagonalnou
maticou pozostavajicou z blokov tvaru

Al 0O ... 0
0 X 1

0
: oA 1
0 ... ... 0 A

Pocet linedrne nezévislych vlastnych vektorov k A urcuje pocet blokov, ktoré prislichaja
k A

Velkosti blokov by sme mohli ndjst tak, ze hlTaddme zovseobecnené vlastné vektory, t.j. vektory
také, ze (A — M\)F = 0.
Mozeme ich zistit aj pomocou hodnosti mocnin matice (A — AI): Pocet blokov (pre vlastnu
hodnotu \) velkosti aspoit k je h((A — A)F~1) — h((A — XI)¥).

Pretoze matice A a jej Jordanov tvar J st podobné, budi mat rovnaky minimdalny poly-
noém aj charakteristicky polyném, hodnost, stopu a determinant.

Ak nie je zadané inak, vo vsetkych tlohach pracujeme s maticami nad C.

1. Najdite k-tu mocninu zadanej matice pre Tubovolné k € N:

01 0 0 A1 0 0
0 010 0 A1 0
A= 0 0 01 B= 0 0 X 1
0 0 0 O 0 0 0 A

Vedeli by ste vysledok zovSeobecnit na lubovolné rozmery? (T.j. na matice rozmerov
n X n namiesto 4 x 4.)
2. [Kl, Exercise 4101] Najdite Jordanov tvar danej matice:

1 -3 4 4 6 0
a) [4 -7 8] b)) (-3 =5 0
6 -7 7 3 -6 1
508 2 B0 —12 —2 8 133 3—:13 —17 —I
ol3 -1 6|d)|-4 10 6 |e f)
S o s L s 4 0 -3 1 3 0 0 4 -8
1 —4 0 8 0 0 2 -4
1 -1 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0
0 0 1 -1 0 0
g) ..............................
0 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 0 1
3.0 0 2.0 0 1 1 0 00 0
Riegenia:a) (0 -1 1 |b) [0 1 0] |0 -1 o |dJ=(0 2 0
0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 00 2
1100 0100
0110 0000
9S=1g 01 1|P7=10 0 01
00 0 1 000 0



3. Néjdite Jordanov tvar, charakteristicky polyném a minimélny polyném danej matice:

IR A T N
a) B[ -4 5 1]e[-1 2 1 |4
Lo -23 21 7 0 1 1 220
2 -2 =2 2 2 3 4 -1
4 1 92 1 6 1 -3 2 5
1 4 2 1 -1 2 1 -3 0
e) Hl1 o 1 3 o0
1 -5 3 2
I 10 1 3 -2
-2 0 2 2 =2
o100 (10O 210y (oo
RieSenia: a) , 0 2 1],¢) (0 2 1] d) e)
0 0 2 1 00 2 00 2 0 0 0 O
0 0 0 2 0 0 0 O
300 0 2 1 0 0 O
03 1 0 0 2 1 0 O
fHlo o 2 0 0
0031 00 0 2 1
00 0 3

0 0 0 0 2
4. [P, 1090-1093] N4jdite Jordanov tvar, charakteristicky polyném a minimalny polyném
danej matice:

0 1 0 2 6 —15 9 -6 -2 4 6 —15
a)|l-4 4 0]b|1 1 —-5]|¢ |18 —-12 =-3]d) |1 3 -5
-2 -1 2 1 2 -6 18 -9 -6 1 2 -4
2 1 0 -1 1 0 -3 1 0 1 10
Riesenia:a) (0 2 1] b)[ 0 -1 0 |c)| 0 -3 0) d o 1 0
0 0 2 0 0 -1 0 0o -3 0 0 1
5. Ak viete, Ze matica A ma Jordanov tvar J, d4 sa na ziklade toho odpovedat na zadané
otazky?
11 0 0
01 00 e
a) J = 00 2 1 . Comu sa rovna charakteristicky polyném ya(x) a minimalny
0 0 0 2
polyném m 4 (x) matice A
110 0
01 10
b) J = 00 1 0 : Comu sa rovnd h(A—1), h((A—1)?), h((A—1)3), h((A—1)*)?
0 0 0 1
-1 1 00
0O -1 0 0 1
c)J= 0 0 1 0 ; Je matica A reguldrna? Viete nédjst vyjadrenie matice A~
0 0 0 1

v tvare p(A) kde p je nejaky polyném7 Vedeli by ste najst také vyjadrenie, kde poly-

evve

1 1 0 0 4 -2 4 -1
01 0 O 5 =3 4 -1
— . i 4 ' - ?
d)J 00 -1 1| Je matica A podobna s maticou B 11 -1 ol?
00 0 -1 -1 2 0 0

6. Ak ma matica uvedené vlastnosti dd sa z nich uz jednoznacne urcit Jordanov tvar
matice A7 Ak je viacero moznosti pre Jordanov tvar, najdite vsetky.



a) Matica A je rozmerov 4 x 4 a jej minimalny polyném je ma(z) = (z — 2)%(z — 1).
b) xa(z) =2t =222 + lama(z) =2® + 2% — 2 — 1.
¢) Matica A rozmerov 4 x 4 je singuldrna a h(A — 27) = 1.
d) Pre maticu A rozmerov 4 x 4 plati h(A —2I) = 2 a h((A — 2I)?) = 0, pricom 2 je
jediné vlastné ¢islo matice A.

7. Ukéazte, ze Iubovolna $tvorcovd matica A je podobna s transponovanou maticou AT.
(Hint: Najprv to skiiste overif pre maticu, ktora je v Jordanovom tvare.)

8. Comu sa rovna A% pre maticu

100
A=11 0 1]7?
010

(D4 sa nejako vyuzit Jordanov tvar? Vedeli by ste tlohu vyriesit aj bez pouZitia Jor-
danovho tvaru?)

Literatura

[K] A.I. Kostrikin. Ezercises in Algebra: A collection of Ezercises in Algebra, Linear Algebra
and Geometry. OPA, Amsterdam, 1996.

[P] 1. V. Proskurjakov. Sbornik zada¢ po lineinoi algebre. Binom, Moskva, 9 izd. edition,
2005.



1 Kvadratické formy

Kanonicky tvar. Lubovolna kvadratickd forma sa da previest zamenou premennych na
kanonicky tvar. Maticovo to mézeme vyjadrit tak, ze lubovolna symetricka matica je kon-
gruentnd s diagondlnou maticou D = diag(dy,ds,...,d,) takou, Ze d; € {0,4+1} pre i =
1,2,....n.

Kladna definitnost.
« Redlna symetrickd matica A je kladne definitnd, ak pre kazdé @ # 0 plati ZAZT > 0.
o Kladne definitné st presne tie matice, ktorych kanonicky tvar ma na diagondle iba
jednotky. T.j. matice tvaru A = PPT.
e Sylvestrovo kritérium: Matica A je kladne definitnd < vSetky rohové determinanty s
kladné, t.j. D1 > 0,Dy > 0,...,D,, = |A| > 0.

Ortogonalna podobnost.
o Matica A je ortogonalna < AAT =1, t.j. AT = A=1. To plati prave vtedy, ked riadky
(stipce) tvoria ortonormélnu bazu.
e Pre Iubovolni redlnu symetrickti maticu A existuji ortogondlna matica P a diagonédlna
matica D tak, ze
PAPT = PAP™!' = D.

o Ak A je redlna symetrickd matica, tak vlastné vektory zodpovedajice réznym vlastnym
hodnotam s na seba kolmé.
1.1. Najdite kanonicky tvar danej kvadratickej formy a transforméaciu premennych, ktora ju
prevedie na kanonicky tvar.
a) 23 + b3 — 423 + 27129 — 43173
b) 422 + 23 + 13 — dx179 + 47173 — 3T273
¢) T1x2 + X123 + T2x3
d) z129 + Tows + 374 + T4
e) 3z% + 223 — 23 — 223 + 2w1w0 — daow3 + 2T01y
) 23 + 23 + 422 + 23179 + da1 73 + 27973
g x% + 2z129 + 2m§ + dxoxs + 5:E§
h) 2?3 — 4z 29 + 22103 + 423 + 23
i) 2% — dx1mo + 22173 + 73 + 22973 — 223
j) x% +dx1x9 + 220123 + 4174 + 33:% + 2xox3 + dxox4 + 22314 + xi.
Riesenia: a), b), f), h) v7 + 5 —u3; ) v7 — 93 —v3, d) y7 —y3; €) ¥T + 935 —v3 —vi; 8)
v +y5 + 3 j) v + 95 — y3 — y3; (Transformdciu premennych som sem neddval — t4
nie je uréend jednoznacne.)

-

1.2*. [FS, 528] Prevedte kvadratickt formu Y 2? + Y.  z;x; na diagonalny tvar.

i=1 1<i<k<n
1 0 ... .s 0
o 3.9 49 19 10 .. .. 0
[Vysledok: yf + Jy5 + gy3 +-+ 55 yms P=| T 210 .0 | ]
T A
2 3 4 - n

(Toto samozrejme nie je jedind moznost.)

1.3*. [FS| 529] Prevedte kvadratickd formu Y.  z;x; na diagondlny tvar.

1<i<k<n
1.4. Zistite, ¢i predpis (7, %) = £AyT predstavuje skaldrny si¢in na R3.
3 2 1 2 1 1 2 -1 1
a)A=[2 2 1|mAa=[1 1 1]a=|-1 2 1
1 1 1 1 1 2 1 1 3



1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

Zistite, ¢i dand matica je kladne definitna.

1211 121 1
2 3 1 0 2 5 1 1
aA)A=17 | | | PA=|1 1 3 1
1010 11 1 4

a) Nie. b) Ano.

Pre aké hodnoty parametra a € R je danad kvadratickd forma kladne definitna.

a) 202 + 23 + 323 + 2ax 72 + 27173

b) 22 + 2% + 523 + 2ax122 — 22173 + 42273

) ¥2 + 423 + 23 + 2ax179 + 102123 + 67973

d) 222 + 223 + 23 + 2ax172 + 63173 + 27973.

Odpovede: a) |a| < \/g, b) —2 <a <0, c), d) pre Ziadne a

Pre dani kvadraticki formu urcte tie hodnoty parametra ¢t € R, pre ktoré je kladne
definitn4.

a) 5x? + 373 + taf + dx170 — 3T123 — 27073

b) 222 + 23 + 323 + 2tz 20 + 27123

c) %x% + 23 — 3ta3 + 2w179 + 2tz0w3 + 23173

d) (22 + 23 + 23 + 221203 — 2w923) + t(67122 — 22173 — 22%) + 3 (23 + 23)
(Poznédmka: Niekedy sa vypocet determinantov Dy, Do, ... moZe zjednodusit, ak zme-
nite poradie premennych. Takdto zmena neovplyvni to, ¢i je matica kladne definitna.)
Nech A je symetrickd redlna matica takd, ze Dy > 0,D > 0,...,D,, > 0. (Determi-

nanty D1, ..., D, oznacuji rohové determinanty vystupujice v Sylvestrovom kritériu.)
Dokazte, ze potom a.,, > 0.
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a &y,...,d, € V. Definujme maticu A =

lai;|| tak, ze a;; = (&, aj). (Tato matica sa zvykne volat Gramova matica.) Dokézte,
ze |A| > 0 a Ze tieto vektory su linedrne nezdvislé préve vtedy, ked |A| > 0.

[P}, 1201,1202] Pre ktoré z uvedenych kvadratickych foriem existuje reguldrna transfor-
maécia premennych, ktord prevedie jednu z nich na druha?

a) fi = a1 — 22235 fo = y1y2 — y3; fz = 2120 + 23;

b) fi = a1 4 423 + 23 + da1xy — 2x0w3; fo = Y5 + 2y5 — Y3 + 4yry2 — 2y1ys — Ayays;
fa=—422 — 22 — z§ — 42120 + 42123 + 182923

7 udajov ktoré su zadané o realnej symetrickej matici A zistite, ako vyzera kanonicky
tvar prislusnej kvadratickej formy. (Dali by sa tieto tivahy pouzit na zistenie kanonic-
kého tvaru pre niektoré kvadratické formy z predoslych prikladov?)

a) Matica A je kladne definitnd symetrickd matica rozmerov n x n.

b) Matica A je zdporne definitnd symetrickd matica rozmerov n X n.

¢) A je nenulovd symetrickd matica rozmerov 3 x 3, ktord mé nulovi stopu aj determi-
nant, t.j. det(A4) = Tr(A) = 0.

Pre dant symetricki maticu A najdite diagondlnu maticu D a ortogondlnu maticu P
také, ze plati PAPT = D.

1 1 2 0 1 1 01 0 0 1 2
AA=[19 2;mAa=(1 0 1|;004a=(1 0 o0];)a=[1 0 2|
2 2 4 1 1 0 00 -1 2 2 3
1 1 2 -2 1 2 1 2 2 1 1 3
e)A=[1 1 2|;H)A=|1 -2 2];g)A=(2 1 2);h)A=|1 7 3|;
2 2 4 2 2 1 2 21 3 3 9
-2 2 3 1 -8 4
DA=[2 -2 3|;pa=[-8 -1 -2
3 3 3 4 -2 —4

Vysledky: a) diag(0,4,10); b) diag(—1,—1,2); c¢) diag(1,1,—1); d) diag(—1,—1,5); e)



1.13.

dlag<0a 07 6)7 f) dlag(—?), _3a 3)7 g) dla'g(_la _17 5)7 h) dla'g(ov 5a 12)7 1) dlag(_37 _47 6)7
j) diag(~5, 5, 16);
N4jdite (ak takd matica existuje) ortogonalnu maticu P takd, ze PAPT = D je diago-
nalna magtica.
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2 Nerovnosti*

2.1.

N4jdite maximdlnu a minimélnu hodnotu danej funkcie na mnozine M. (Pripadne sa
mozete pokflsit’ najst aj v akom bode sa maximum a minimum nadobuda.)

a) f(z,y) = 2%+ 2zy + 3y% M = R2
b) f(,y) = 2y, M = {(z,y) € R?2® + ¢ = 1};

(
c) f(x, )—x +4y2, M = {(z, y)ER2 2 +y? =1}
d) f(=, )—fc2+2xy+4y27M={(x,y)€R2;x2+y2=1};
e) f(z,y) =227 + 2xy + 2y*, M = {(z,y) € R%;2? + 3> = 1};

f) f(@1, 2, x3, 24) = T12T2 + Tox3 + X324 + Taw1, M = {(21, 22,23, 74) € RY; 2} + 23 +
23 + 27 = 1} (Hint: T4to tloha sa da riesit pomocou kvadratickych foriem. Mozno
vsak kratsie riesenie ndjdete pouzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti alebo niektorych
inych nerovnosti, ktoré uz poznate.)

g) f(z,y) =22 +y%, M = {(z,y) € R%; 2% + 4% = 1};

h) f(z,y) = 2% +y*, M = {(2,y) € R* 32® — 4oy + 3y* = 1};
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Kuzelosecky

Chceli by sme zopakovat nejaké zdkladné (v podstate stredoskolské) veci o kuiel’oseékéchﬂ
Dolezité je najmaé to, aby ste vedeli z rovnice rozoznat typ krivky a aj ju nacrtnit. Ostatné
informaécie, ¢o s tu spomenuté (ako dotyénice, stiradnice ohnisk, parametrizdcia), berte ako
nie¢o ,navyse“ — na tomto predmete to zrejme potrebovat nebudete.
Literattra: [SBP], [BPC].
KruZnica. Rovnica kruznice so stredom v bode (0,0) a polomerom 7: 22 + y? = r?
Parametrizicia: © = rcost, y = rsint, t € [0, 27|
Stred v bode (m,n): (x —m)? + (y — n)? = r?
Doty¢nica v bode (9, %) ma normalovy vektor (xg,%0): T2o + yyo = 7°.

Elipsa. Elipsa je mnozina bodov, pre ktoré je siucet vzdialenosti od zadanych dvoch bodov

(ohnisk) konstantny. Rovnica
22 g2
P v
a b2

predstavuje elipsu so stredom v bode (0,0) a s hlavnymi poloosami dizok a, b.

b 4 st =1

Obr. 1: Elipsa s rovnicou . é = 1 a ohniskami (0 £ f)

a2

o

rovnica o+ L=
parametrizacia T = acos
suradnice ohnisk (0, £f) pre
doty¢nica v (g, yo) 2o 4 Y —

Hyperbola. Hyperbola je mnozina bodov, pre ktoré je rozdiel vzdialenosti od zadanych
dvoch bodov (ohnisk) konstantny.

2R
a2 p2
rovnica %2 _ ?g;: -1
asymptoty =44
parametrizécia x =acosht, y = bsinht
ohniska (0,£f) pre f = Va2 +b?
doty¢nica v (g, yo) T M =1

1 Kuzeloseckami ich voldme preto, Ze sii to presne krivky, ktoré vieme dostat ako prienik roviny s kuzelom.



Sl

2
Obr. 2: Hyperbola s rovnicou z—; — % =1 a asymptotami £ = +

S funkciami coshx = % a sinhz = % (hyperbolicky sinus a kosinus), ktorymi

sa hyperbola da parametricky vyjadrit, sa mozno stretnete na matematickej analyzeﬂ

Parabola. Parabola s ohniskom F je a uréujtcou priamkou d (pri¢om F' ¢ d) je mnozina
bodov, pre ktoré je vzdialenost od priamky d a bodu F rovnaki, t.j. | X F| = |Xd].

2py = 2
rovnica 2py = 2
ohnisko (0,2)
urcujtca priamka y=—5
doty¢nica v (xo,y0) | p(y + yo) = zx0

1. Nakreslite mnozinu bodov uréenti zadanou rovnicou/rovnicami/nerovnicami:
a) a? +y? <2
2
b) o+ i =1,
c) 42 + 9y? = 36,
(z=5)? | (w+2? _ q.
d) T 2+ yT — ]_7

+9y% — 62 — 6y + 9 = 0;

2Pre tieto funkcie plati cosh? z —sinh? z = 1, cosh’ z = sinh  a sinh’ 2 = — cosh . Niekedy sa daji pouzit
pri vypocte integrdlov pomocou substitiicie. Podobne ako substiticia u = asinz byva casto uzito¢nd, ak
ratate nejaky integral obsahujici vyraz va2? — x2, tak sa d4 ¢asto pouzit substitiicia u = asinht ak integral
obsahuje vyraz va? + x2.



h) y =5 — 4z — %
i) 5a? —4y? + 200 — 48y +1 =0
2. Nakreslite mnozinu bodov ur¢entt podmienkami:
a) 22 +y? — 4y = 5;
b) 22 + 2z + 2y — 8y = 4;
c) 22 +y* +32 <0,y <0;
d) 4x2—4x+9y2+6y+1 < 0;
e) L — % > 1;
) x,y > 0, \f + /¥ < 2 (Hint: MéZe pomdct po tprave sa pozrief na vysledok v
surad nlCOVQ] sustave otoCenej o w/4.)
\/a:—l + 92 +\/x+1 +y? < 6;
h) % -5l <3
i) y2 9z =9
3. Napiste rovnicu daného utvaru:

a) Kruznica so stredom v bode (0,1) a polomerom 2.
b) Dotyénica ku kruznici (x — 1)? + y? = 25 prechadajiica bodm (4, 4).
¢) Kruznica, ktord prechddza bodmi A = (3,0), B = (2,-2), C = (6,6). (Ak takd
kruznica existuje.)
d) Kruznica, ktord prechddza bodmi A = (0,0), B = (3,0), C = (3,4). (M4 trojuholnik
ABC nejaki $pecidlnu vlastnost, ktord méze zjednodusit riesenie tejto tilohy?)

e) Kruznica, ktora prechddza bodmi A = (1,1), B = (3,3), C = (1,5).
f) Kruznica, ktord prechadza bodmi A = (1,1), B = (3,3), C = (3,5).
g) Dotyé¢nica k elipse 522 + 9y? = 45 prechddzajica bodom (0, —3).
h) Doty¢nica k hyperbole 222 — 3y? + 822 + 6y — 25 = 0 prechddzajtica bodom (5, 10).
i) Doty¢nica k parabole 6y = 22 prechddzajtica bodom (6,6).

ae ﬁ\%
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Krivky druhého radu

Nieco o type krivky
ax% + 2bx1x0 + c:z:% + 2dxy +2exs + f =0 (1)

vieme zistit z invariantov:

b a b d
(SZZ c a A:b C e
d e f

e § >0 = elipticky typ

e § <0 = hyperbolicky typ

e § =0 = parabolicky typ

Ak & # 0, tak oto¢enim a posunutim moézeme previest krivku do novych siradnic, v kto-
rych bude mat vyjadrenie

A
)\12’% + )\223 + g =0.

Nové suradnice si orientované tak, Ze osi z1,2 st v smere vlastnych vektorov k Aq 5.
Pre § # 0 vieme najst stred kuzelosecky rieSenim suistavy rovnic

ax+by+d=0,
br + cy+e=0.

1. [Sl 540] Aky typ krivky predstavuje dand rovnica? Néjdite afinni transforméciu, ktorou
tuto krivku mézeme previest na kanonicky tvar. Aky méa tato krivka stred, osi?

a) 5r? + dr1xo + 823 — 3211 — 5672 + 80 = 0;

b) 522 + 8z1x9 + 523 — 1821 — 1873+ 9 =0
¢) 5% + 6x129 + 523 — 1621 — 1679 — 16 =0
d) 122129 + 523 — 1221 — 2225 — 19 =0
e) Tx? + 16z 29 — 2373 — 14z — 1629 — 218 =0
f) T2? — 247129 — 3871 + 2422 + 175 =0
g) 91:% + 24x w9 + 1623 — 4027 — 3022 =0
h) x1+2x1x2+x278x1 +4=0
i) 4% — doywg + 23 — 201 — 1dae +7=0
BPC| 9.4] Aky typ krivky predstavuje dand rovnica? Nadrtnite ju.
) 2:5% — 42129 + 523+ 811 — 222 +9 =10

) 4179 — 322 — 421 + 1029 — 6 =0

) 922 — 24z 709 + 1622 — 821 + 1922 +4 =0

Y2t — 21w+ 25+ 21 + 22 =0

) x1m2+2x1 +29=0

) 2?2 — 22179 + 25 — 1021 — 629 +25 =0

)

o0 T & T

- O

g 53:% + 122129 + 1033% —6x1 +4r9—1=0

h) 89:1 + 34x129 + 8:172 + 1821 — 1819 — 17 =0

i) 25:161 —30x1w2 + 923 + 687, +19 =0

i) 8;101 4+ 6x129 + 621 +322+1=0

k) 4% + 12x129 + 923 — 871 — 1229 — 5 =10

1) 22595% — 240z1 w5 + 6423 + 3021 — 1622 +1 =0
m) x1+2z1x2+x2—5x1 —bro4+4=0

n) 5x1 — 6r110 + 51’2 + 211 — 1429 +13 =0

o) z? —2x1x2+x2+8x1 —8r9+22=0

p) 1523 + 24wy 29 + 1523 + 3021 — 2425 — 20 =0



q) 1522 — 162129 — 1523 — 6221 — 4425 — 13 =0

Typ krivky by mal byt takyto: a) elipsa; b) hyperbola; ¢) parabola; d) elipsa; e) hy-
perbola; f) parabola; g) elipsa; h) hyperbola; i) parabola; j) dvojica pretinajucich sa
priamok; k) dvojica rovnobeznych priamok; 1) priamka; m) dvojica rovnobeznych pria-
mok; n) jediny bod; o) prdzdna mnozina; p) prazdna mnozina; q) dvojica pretinajicich
sa priamok.

. [Rl s.54-55] Aky typ krivky predstavuje dand rovnica? Nacrtnite ju.

a) 3z% + 10z 22 + 323 + 4671 + 3422 + 93 =0
b) 22 — 6x129 — T3 — 1621 — 4879 — 88 =0
¢ 4x% — 10x129 + 496% +6x1 — 12290 —9=0
d) 322 — 102122 + 323 + 821 — 2415 — 8 =0
e) 627 — 4x179 + 323 + 2021 — 1625 — 198 =0
£) 522 — dxyas + 823 — 181 + 3625 — 279 = 0
) 322 + 21129 + 323 + 1431 + 2029 — 183 =0
) 42? — da139 + 23 + 85wy + 6510 — 15 =0
x% —2x120 + x% —6v211 — 2V229—6=0
Typ krivky by mal byt takyto: a) — d) hyperbola; e) — g) elipsa; h) — i) parabola.

= 0

1

N2
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Dualny priestor

Dudlny priestor k V' je priestor V* vsetkych linedrnych zobrazeni z V' do R.
Bdza dudlneho priestoru. Ak mame bazu by, ..., b priestoru V, tak za bazu dudlneho
priestoru V* méZzeme zobrat linedrne zobrazenia b7, ..., b} jednoznacne uréené podmienkami

bi(5) = 01 = {1 g
0 aki#j.

Kanonicky izomorfizmus. Zobrazenie ey : V. — V** uréené ako ,evualuicia“, t.j. pre

peV*je
ev(p) = ¢(v),

je izomorfizmus medzi V a V**. (Ak V je kone¢norozmerny priestor.)

Dudlne zobrazenie: Pre linearne zobrazenie f: V. — W je f*: W* — V* je urCené pred-
pisom f*: o+ po f.

v—w
N e
R
Ak f mé maticu A vzhladom na bazy v4,...,U,, Wi,..., W, tak f* ma vzhladom na
dudlne bazy wi,...,w}, vf,..., v} maticu AT.
1. Nech V, W, U st vektorové priestory nad polom R. Dokazte nasledujice tvrdenia:
a) Ak f,g: V — W s linedrne zobrazenia, tak (f + g)* = f* + g*.
b) Ak f: V — W je linedrne zobrazenie a ¢ € R, tak (cf)* = cf*.
c) Ak f: V — W a g: W — U st linedrne zobrazenia, tak (go f)* = f* o g*.
d) Pre idy: V — V plati (idy)* = idy .
e) Ak 0: V — W oznacuje nulové zobrazenie, tak 0*: W* — V* je tiez nulové zobraze-
nie.
f) Ak f: V — W je linedrne zobrazenie, tak plati

[Toey =ewof.

Tato rovnost vlastne hovori, ze ak priestor stotoznime s jeho druhym duidlom pro-
strednictvom kanonického izomorfizmu ey resp. ey, tak zobrazenie f je ,to isté“ ako
zobrazenie f.

1Ak f W **

V4f>W

Nech navyse V je kone¢norozmerny a méa bazu 1, ..., ¥,. Vieme potom, ze v}, ..., v
) » Yn ) 1> )
tvori bazu priestoru V* a vi*, ..., vx* tvori bazu priestoru V**. Ukazte, ze

*
n

GV(Ui) = U;K*.

Toto tvrdenie vlastne hovori, Ze kanonicky izomorfizmus medzi V a V** je presne line-
arne zobrazenie jednoznacne urcené tym, ze v; — v;™.

h) Vedeli by ste napisat, akym maticovym rovnostiam tykajicim sa transponovanej
matice zodpovedaji niektoré z tvrdeni, ktoré sme tu uviedli? Vedeli by ste pomocou
tvrdenia g) zdévodnit tvrdenie f) jednoduchsim spésobom v koneénorozmernom pri-
pade?



2. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie medzi kone¢norozmernymi priestormi. Dokézte,
ze:
a) f je injektivne < f* je surjektivne.
b) f je surjektivne < f* je injektivne.
Vedeli by ste dokazat tieto tvrdenia aj bez pouzitia matice zobrazenia priamo z definicie
duélneho zobrazenia? Skiuste sa pritom zamysliet aj nad tym, na ktorych miestach
vyuzivame to, ze V a W s koneCnorozmerné.
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