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De�nícia

Aritmetickou funkciou nazývame akúko©vek funkciu f : N→ C (C
ozna£uje mnoºinu v²etkých komplexných £ísel).
Hovorím, ºe aritmetická funkcia f je multiplikatívna, ak pre
©ubovo©né a, b ∈ N, (a, b) = 1 platí rovnos´

f (ab) = f (a)f (b)

a ak existuje n ∈ N také, ºe f (n) 6= 0.
Multiplikatívna funkcia je úplne multiplikatívna, ak táto rovnos´
platí pre ©ubovo©né a, b ∈ N.
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Príklady:
I f (n) = 1
I f (n) = n resp. f (n) = nα

I f (n) = (n, k)

Lema

Ak f je multiplikatívna funkcia tak f (1) = 1.

Multiplikatívne funkcie



Multiplikatívne funkcie Multiplikatívne funkcie

Multiplikatívne funkcie

Lema

Ak f je multiplikatívna funkcia a n = pα1

1
. . . pαk

k je kanonický
rozklad £ísla n, tak

f (n) = f (pα1

1
)f (pα2

2
) . . . f (pαk

k ).

Ak je navy²e úplne multiplikatívna, tak

f (pα) = f (p)α

pre ©ubovo©né p ∈ P, α ∈ N.
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Lema

Ak f je multiplikatívna funkcia, tak aj funkcia

g(n) =
∑
d |n

f (d)

je multiplikatívna.

Lema

Nech m, n ∈ N. Ak (m, n) = 1 a d | mn, tak existujú jednozna£ne
ur£ené £ísla u, v ∈ N také, ºe d = uv , u | m a v | n. (Konkrétne sú
to £ísla u = (d ,m) a v = (d , n).)
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Funkcie d(n) a σ(n)

De�nícia

Nech n ∈ N. Potom ozna£íme ako

(i) d(n) po£et v²etkých kladných delite©ov £ísla n,

(ii) σ(n) sú£et v²etkých kladných delite©ov £ísla n.

Lema

Funkcie d a σ sú multiplikatívne.
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Funkcie d(n) a σ(n)

Veta

Nech n = pα1

1
. . . pαk

k je kanonický rozklad £ísla n. Potom

d(n) = (α1 + 1) . . . (αk + 1),

σ(n) =
pα1+1

1
− 1

p1 − 1
· · ·

pαk+1

k − 1

pk − 1
.

Multiplikatívne funkcie



Funkcie d(n) a σ(n) Dokonalé £ísla

Dokonalé £ísla

De�nícia

Hovoríme, ºe prirodzené £íslo n je dokonalé (alebo tieº perfektné)
£íslo, ak σ(n) = 2n.

Inými slovami, n je dokonalé ak sa rovná sú£tu svojich vlastných
delite©ov.
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Dokonalé £ísla

Veta

Párne £íslo n je dokonalé £íslo práve vtedy, ke¤ má tvar
n = 2p−1(2p − 1), kde p aj 2p − 1 sú prvo£ísla.
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Dokonalé £ísla

Veta

Ak n > 1 je nepárne dokonalé £íslo, tak n má tvar p4k+1m2, kde m
je nepárne, p je prvo£íslo tvaru 4b + 1, p - m a k ≥ 0.
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Funkcie d(n) a σ(n) pre ve©ké n

Veta

(i) Ku kaºdému reálnemu £íslu t > 1 existuje nekone£ne ve©a

takých £ísel n ∈ N, ºe σ(n)
n > t.

(ii) Existuje nekone£ne ve©a takých £ísel n ∈ N, ºe σ(n)
n < 2.

lim sup
n→∞

σ(n)

n
=∞

lim inf
n→∞

σ(n)

n
= 1
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Funkcie d(n) a σ(n) pre ve©ké n

Veta

lim
n→∞

σ(n) = +∞

lim inf
n→∞

d(n) = 2

lim sup
n→∞

d(n) = +∞
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Funkcie d(n) a σ(n) pre ve©ké n

Veta

Pre kaºdé ε > 0 platí lim
n→∞

d(n)
nε = 0.

Lema

Pre ©ubovo©né δ > 0 existuje reálne £íslo kδ také, ºe d(n)
nδ
≤ kδ pre

v²etky n ∈ N.
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