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Teória mnoºín

Hlavný cie© tejto predná²ky:

▶ Pojem ve©kosti (kardinality) pre nekone£né mnoºiny.

▶ Aritmetika s kardinálnymi £íslami.

▶ Aplikácie kardinálnych £ísel.

Predtým potrebujeme vedie´ nie£o o mnoºinách a zobrazeniach.
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Naivná teória mnoºín

Georg Cantor

Georg Cantor - zakladate© teórie mnoºín
1874 - dôkaz o existencii transcendentných £ísel
Nepouºíval axiomatický prístup � tzv. naivná teória mnoºín.
Mnoºina = súhrn objektov ur£ených nejakou vlastnos´ou.
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Naivná teória mnoºín Paradoxy v naivnej teórii mnoºín

Russellov paradox

Spomedzi v²etkých mnoºín vyberieme tie mnoºiny, ktoré nie sú
prvkom samej seba.

A = {x ; x /∈ x}

Ak A ∈ A, tak A /∈ A � spor.
Ak A /∈ A, tak A ∈ A � spor.
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Naivná teória mnoºín Paradoxy v naivnej teórii mnoºín

Axiomatická teória mnoºín

Rie²enie paradoxov:

▶ Axiomatická teória mnoºín (neskôr).

▶ Pracova´ iba s jednoduchými mnoºinami, ako N, Z, R a
mnoºinami, ktoré z nich vieme dosta´ základnými operáciami.
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Naivná teória mnoºín Paradoxy v naivnej teórii mnoºín

Príklady mnoºín

N, Z, Q, R, C

A = {1, 2, 3, 4}
B = {x ∈ N; (∃a, b ∈ N)a2 + b2 = x}
C = {2x ; x ∈ N}

Z nich môºeme tvori´ ¤al²ie mnoºiny.
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Logika prvého rádu Logické spojky

Logické spojky

p ¬p
1 0

0 1

p q p ∧ q

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

p q p ∨ q

1 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0

p q p ⇒ q

1 1 1

1 0 0

0 1 1

0 0 1

p q p ⇔ q

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Mnoºiny a operácie s nimi



Logika prvého rádu Tautológie

Tautológie

p ¬p p ∨ ¬p
1 0 1

0 1 1
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Logika prvého rádu Tautológie

Tautológie

¬(p ∧ q) ⇔ ¬p ∨ ¬q
¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q

p q p ∨ q ¬(p ∨ q) ¬p ∧ ¬q ¬(p ∨ q) ⇔ (¬p ∧ ¬q)
1 1 1 0 0 1

1 0 1 0 0 1

0 1 1 0 0 1

0 0 0 1 1 1
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Logika prvého rádu Tautológie

Obmena implikácie

p q ¬q ¬p p ⇒ q ¬q ⇒ ¬p (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p)
1 1 0 0 1 1 1

1 0 1 0 0 0 1

0 1 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1
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Logika prvého rádu Výroky s kvanti�kátormi

Výroky s kvanti�kátormi

De�nícia

Výrok (∀x)P(x) znamená, ºe pre kaºdý objekt x platí výrok P(x).
Symbol ∀ nazývame v²eobecný kvanti�kátor.

Výrok (∃x)P(x) znamená, ºe existuje taký objekt x , pre ktorý platí
výrok P(x). Symbol ∃ nazývame existen£ný kvanti�kátor.
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Logika prvého rádu Výroky s kvanti�kátormi

Výroky s kvanti�kátormi

(∀x ∈ A)P(x)
def⇔ (∀x)(x ∈ A ⇒ P(x))

(∃x ∈ A)P(x)
def⇔ (∃x)(x ∈ A ∧ P(x))
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Logika prvého rádu Výroky s kvanti�kátormi

Výroky s kvanti�kátormi

¬[(∀x)P(x)] ⇔ (∃x)¬P(x).
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Operácie s mnoºinami

De�nície

A = B
def⇔ (∀z)(z ∈ A ⇔ z ∈ B)

A ∪ B = {x ; x ∈ A ∨ x ∈ B}
A ∩ B = {x ; x ∈ A ∧ x ∈ B}
A \ B = {x ; x ∈ A ∧ x /∈ B}
A△B = (A \ B) ∪ (B \ A)
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Operácie s mnoºinami

Vennove diagramy
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Operácie s mnoºinami

Inklúzia

A ⊆ B
def⇔ (∀z)(z ∈ A ⇒ z ∈ B)

Vlastná podmnoºina:

A ⊊ B ⇔ (A ⊆ B) ∧ (A ̸= B)

Poten£ná mnoºina:

P(A) = {B;B ⊆ A}
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Operácie s mnoºinami

Vlastnosti inklúzie

Tvrdenie

Nech A, B , C sú ©ubovo©né mnoºiny. Potom platí:

▶ Pre kaºdú mnoºinu platí A ⊆ A.

▶ A = B práve vtedy, ke¤ A ⊆ B ∧ B ⊆ A.

▶ Ak platí A ⊆ B a B ⊆ C , tak A ⊆ C .
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Operácie s mnoºinami

Identity pre ∪ a ∩

Tvrdenie

Nech A, B , C sú mnoºiny. Potom platí:

(i) A ∪ (B ∪ C ) = (A ∪ B) ∪ C , A ∩ (B ∩ C ) = (A ∩ B) ∩ C
(asociatívnos´ operácií ∪ a ∩);

(ii) A ∪ B = B ∪ A, A ∩ B = B ∩ A (komutatívnos´ operácií ∪ a

∩);
(iii) ∅ ∪ A = A, ∅ ∩ A = ∅;
(iv) A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ),

A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C ) (distributívnos´);
(v) A ∩ A = A, A ∪ A = A (idempotentos´ operácií ∪ a ∩)
(vi) A ∩ (A ∪ B) = A, A ∪ (A ∩ B) = A (zákony absorpcie).
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Operácie s mnoºinami

Zjednotenie a prienik systému mnoºín

⋃
S =

⋃
A∈S

A := {z ; (∃A ∈ S)z ∈ A}⋃
i∈I

Ai := {z ; (∃i ∈ I )z ∈ Ai}⋂
S =

⋂
A∈S

A := {z ; (∀A ∈ S)z ∈ A}⋂
i∈I

Ai := {z ; (∀i ∈ I )z ∈ Ai}

⋂
S de�nujeme len pre S ≠ ∅
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Operácie s mnoºinami

Zjednotenie a prienik systému mnoºín

Tvrdenie

Nech S a B sú ©ubovo©né mnoºiny. Potom platí:

B ∩
⋃
A∈S

A =
⋃
A∈S

(B ∩ A);

B ∪
⋂
A∈S

A =
⋂
A∈S

(B ∪ A).
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Operácie s mnoºinami

Analógia s ozna£ením pre sú£et a sú£in

x + y A ∪ B x · y A ∩ B∑
n∈N

xn
⋃
i∈I

Ai
∏
n∈N

xn
⋂
i∈I

Ai

n∑
i=0

xi
n⋃

i=0

Ai

n∏
i=0

xi
n⋂

i=0

Ai

∞∑
i=0

xi
∞⋃
i=0

Ai

∞∏
i=0

xi
∞⋂
i=0

Ai
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Operácie s mnoºinami

Inklúzia, prienik a zjednotenie

Tvrdenie

Nech A a B sú mnoºiny. Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:

(i) A ⊆ B ;

(ii) A = A ∩ B ;

(iii) B = A ∪ B .

Tvrdenie

Nech A, B , C sú mnoºiny. Potom platí:

(i) ∅ ⊆ A;
(ii) A ∩ B ⊆ A ⊆ A ∪ B ;

(iii) Ak A ⊆ B , tak A ∩ C ⊆ B ∩ C a A ∪ C ⊆ B ∪ C .
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Operácie s mnoºinami

Identity pre mnoºinový rozdiel

(i) A \ (B ∩ C ) = (A \ B) ∪ (A \ C ),
A \ (B ∪ C ) = (A \ B) ∩ (A \ C );

(ii) A \ (B ∪ C ) = (A \ B) \ C ;
(iii) A \ (B \ C ) = (A \ B) ∪ (A ∩ C );
(iv) (A ∪ B) \ C = (A \ C ) ∪ (B \ C ),

(A ∩ B) \ C = (A \ C ) ∩ (B \ C );
(v) A \ B = A \ (A ∩ B);
(vi) (A \ B) ∩ C = (A ∩ C ) \ B = A ∩ (C \ B);
(vii) (A \ B) ∪ C = (A ∪ C ) \ (B \ C );
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Operácie s mnoºinami

Identity pre mnoºinový rozdiel

(viii) A ∪ B = (A \ B) ∪ (B \ A) ∪ (A ∩ B);
(ix) A ⊆ B ⇔ A \ B = ∅.
(x) A \

⋂
i∈I Bi =

⋃
i∈I (A \ Bi ), A \

⋃
i∈I Bi =

⋂
i∈I (A \ Bi ).

(xi) Ak B ⊆ C , tak A \ C ⊆ A \ B .
(xii) Ak B ⊆ C , tak B \ A ⊆ C \ A.
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Operácie s mnoºinami

Identity pre symetrickú diferenciu

Tvrdenie

Nech A, B , C sú mnoºiny. Potom platí:

(i) A△B = B△A;
(ii) (A△B)△C = A△(B△C );
(iii) A△A = ∅, A△∅ = A;
(iv) A ∪ B = A△B△(A ∩ B);
(v) A \ B = A△(A ∩ B).
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Operácie s mnoºinami Vennove diagramy

Asociatívnos´ symetrickej diferencie
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Operácie s mnoºinami Vennove diagramy

Asociatívnos´ symetrickej diferencie
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Operácie s mnoºinami Vennove diagramy

Asociatívnos´ symetrickej diferencie
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Operácie s mnoºinami Vennove diagramy

Asociatívnos´ symetrickej diferencie
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Operácie s mnoºinami Vennove diagramy

Porovnanie s tabu©kou pravdivostných hodnôt
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Karteziánsky sú£in

Usporiadaná dvojica

(a, b) = (c , d) ⇔ a = c ∧ b = d

Mnoºiny a operácie s nimi



Karteziánsky sú£in

Karteziánsky sú£in

De�nícia

Karteziánsky sú£in mnoºín A a B je mnoºina, ktorej prvkami sú
práve také usporiadané dvojice, kde prvý prvok patrí do mnoºiny a
a druhý prvok patrí do mnoºiny b. Túto mnoºinu ozna£ujeme

A× B := {(a, b); a ∈ A, b ∈ B}.

Mnoºiny a operácie s nimi



Karteziánsky sú£in

Karteziánsky sú£in

Tvrdenie

Nech A, B , C sú mnoºiny. Potom platí

(i) A× ∅ = ∅ × A = ∅;
(ii) A× (B ∪ C ) = (A× B) ∪ (A× C );
(iii) A× (B ∩ C ) = (A× B) ∩ (A× C );
(iv) A× (B \ C ) = (A× B) \ (A× C ).
(v) Ak navy²e A,B,C ,D ̸= ∅, tak platí

A× B = C × D ⇔ A = C ∧ B = D
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