MnoZiny a operdcie s nimi

3. oktébra 2024



Teoria mnozin

Hlavny ciel tejto prednasky:
® Pojem velkosti (kardinality) pre nekoneéné mnoziny.
® Aritmetika s kardinalnymi Cislami.
e Aplikacie kardinalnych ¢isel.

Predtym potrebujeme vediet nie€o o0 mnozinach a zobrazeniach.



NAIVNA TEGRIA MNOZIN

Georg Cantor

Georg Cantor - zakladatel teérie mnozin

1874 - dokaz o existencii transcendentnych Cisel

Nepouzival axiomaticky pristup — tzv. naivna teéria mnozin.
Mnozina = sthrn objektov urfenych nejakou vlastnostou.



NAIVNA TEGRIA MNOZIN PARADOXY V NAIVNEJ TEORII MNOZIN

Russellov paradozx

Spomedzi vietkych mnozin vyberieme tie mnoziny, ktoré nie si
prvkom samej seba.

A={x;x ¢ x}

Ak A€ A, tak A¢ A - spor.
Ak A ¢ A, tak A € A - spor.



NAIVNA TEGRIA MNOZIN PARADOXY V NAIVNEJ TEORII MNOZIN

Axiomatickd tedria mnoZin

Riesenie paradoxov:
e Axiomaticka teéria mnozin (neskor).

® Pracovat iba s jednoduchymi mnozinami, ako N, Z, R a
mnozinami, ktoré z nich vieme dostat zakladnymi operaciami.



NAIVNA TEGRIA MNOZIN PARADOXY V NAIVNEJ TEORII MNOZIN

Priklady mnoZin

N, Z, Q, R, C
A={1,2,3,4}
B ={xeN;(3a,beN)a*+ b* = x}
C ={2x;x e N}

Z nich mézeme tvorit dalsie mnoziny.



LOGICKE sPOJKY

LOGIKA PRVEHO RADU

Logické spojky
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LOGIKA PRVEHO RADU

Tautologie
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LOGIKA PRVEHO RADU TAUTOLOGIE

Tautologie
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-(pVq) & —pA-q
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LOGIKA PRVEHO RADU

TAUTOLOGIE

Obmena implikdcie

pla|l—q|-p|p=q|-q9=-p|(P=q) < (~9=—p)
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LOGIKA PRVEHO RADU VYROKY S KVANTIFIKATORMI

Vyroky s kvantifikdtorma

Definicia

Vyrok (Vx)P(x) znamena, ze pre kazdy objekt x plati vyrok P(x).
Symbol V nazyvame vseobecny kvantifikator.

Vyrok (3x)P(x) znamena, ze existuje taky objekt x, pre ktory plati
vyrok P(x). Symbol 3 nazyvame existencny kvantifikator.



LOGIKA PRVEHO RADU VYROKY S KVANTIFIKATORMI

Vyroky s kvantifikdtorma

(Vx € A)P(x) & (vx)(x € A= P(x))
d

(3x € A)P(x) & (3x)(x € AN P(x))



LOGIKA PRVEHO RADU VYROKY S KVANTIFIKATORMI

Vyroky s kvantifikdtorma

S[(Vx)P(x)] < (3x)—P(x).



OPERACIE S MNOZINAMI

Definicie

A=B¥ (Vz)(ze A z€ B)

AUB={x;x€e AVvx € B}
ANB={x;xe€ AANx € B}
A\B={x;x € AANx ¢ B}
AAB = (A\ B)U(B\ A)



OPERACIE S MNOZINAMI

AUB

Vennove diagramy
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OPERACIE S MNOZINAMI

Inklizia

ACBY (v2)(ze A=z € B)

Vlastnd podmnozina:
ACB<(ACB)AN(A#B)
Potencna mnoZina:

P(A) = {B; B C A}



OPERACIE S MNOZINAMI

Vlastnosti inklizie

Tvrdenie
Nech A, B, C si lubovolné mnoziny. Potom plati:

® Pre kazdi mnozZinu plati A C A.
e A= B prive vtedy, ked AC BN B C A.
® Akplati ACBaBCC, tak ACC.



OPERACIE S MNOZINAMI

Identity pre U a N

Turdenie

Nech A, B, C st mnozZiny. Potom plati:

(i) AU(BUC)=(AUB)UC, An(BNC)=(AnB)NnC
(asociativnost operacii U a N);

(i) AUB=BUA, An B = BN A (komutativnost operacii U a

N);
(iii) PUA=A, DNA=10;
(i ) N(BUC)=(ANnB)U(AN (),
U(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivnost);
(v) A NA=A, AUA = A (idempotentost operacii U a N)
(vi) AN(AUB) = A, AU(AN B) = A (zékony absorpcie).



OPERACIE S MNOZINAMI

Zjednotenie a prientk systému mnoZin

US: UA::{Z;(HAGS)ZGA}

AeS
UA,- ={z;(Fiel)ze A}
iel
ﬂS: ﬂ A:={z (VA€ S)z € A}
AeS
ﬂAi ={z;(Vie )z € A}
i€l

NS definujeme len pre S # 0



OPERACIE S MNOZINAMI

Zjednotenie a prientk systému mnoZin

Tvrdenie
Nech S a B sa lubovolné mnoziny. Potom plati:

Bn|JA=]J(BnA)

AcS AeS

BU[)A=[)(BUA).

AeS AcS



OPERACIE S MNOZINAMI

Analdgia s oznacenim pre

sucet a sucin

x+y |AUB| x-y |ANB
Sxnl UA | TT x| N A
neN icl neN i€l
x| UA | IIx | NA
I'goo io:OO I';O I';O
x| UA | IIx | NA
i=0 i=0 i=0 i=0




OPERACIE S MNOZINAMI

Inklizia, prienik a zjednotenie

Tvrdenie

Nech A a B si mnozZiny. Nasledujiice podmienky si ekvivalentné:
(i) AC B;

(i) A=ANB;

(iii) B=AUB.

Twvrdenie

Nech A, B, C si mnoZiny. Potom plati:

(i) 0 CA;

(i) ANBCACAUB;

(i) AkKAC B, tak ANCCBNCaAUCCBUC.



Identity pre mnozZinovy rozdiel

(i) A\(BNC)=(A\B)U(A\ C),
A\ (BUC) = (A\B)N(A\C);

i) A\ (BUC)=(A\B)\C;

(iil) A\ (B\ C)=(A\B)U(AN C);

(iv) (AUB)\ C=(A\C)u(B\ ),
(ANB)\ C=(A\C)n(B\C);

(v) A\ B=A\ (AN B);

(vi) (A\B)NC=(ANC)\B=AN(C\ B);

(vii) (A\B)UC = (AUC)\ (B\ C);



OPERACIE S MNOZINAMI

Identity pre mnozZinovy rozdiel

(viii) AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB);

(ix) ACB < A\ B=1.

() A\ it Bi = Ui/ (A\ Bi), A\ Uies B = Nics(A\ Bi).
(xi) Ak BC C,tak A\ CC A\ B.

(xii) Ak BC C, tak B\AC C\ A



OPERACIE S MNOZINAMI

Identity pre symetricki diferenciu

Tuvrdenie

Nech A, B, C st mnoZiny. Potom plati:
(i) AAB = BAA;

(ii) (AAB)AC = AA(BAC);

(i) AANA =0, AAD = A;

(iv) AUB=AABA(ANB);

v) A\ B=AA(ANB).



OPERACIE S MNOZINAMI VENNOVE DIAGRAMY

Asociativnost symetrickej diferencie



OPERACIE S MNOZINAMI VENNOVE DIAGRAMY

Asociativnost symetrickej diferencie



OPERACIE S MNOZINAMI VENNOVE DIAGRAMY

Asociativnost symetrickej diferencie



OPERACIE S MNOZINAMI VENNOVE DIAGRAMY

Asociativnost symetrickej diferencie



OPERACIE S MNOZINAMI VENNOVE DIAGRAMY

Porovnanie s tabulkou pravdivostnijch hodnot

000

BN
Sy

fim




KARTEZIANSKY SUCIN

Usporiadand dvojica

(a, b) = (c, d) & a=cAb=d



KARTEZIANSKY SUCIN

Kartezidnsky sucin

Definicia

Karteziansky sicin mnozin A a B je mnozina, ktorej prvkami sii
prave také usporiadané dvojice, kde prvy prvok patri do mnoziny a
a druhy prvok patri do mnoziny b. Tato mnoZinu oznacujeme

Ax B:={(a,b);ac A be B}.



KARTEZIANSKY SUCIN

Kartezidnsky sucin

Twvrdenie

Nech A, B, C si mnoZiny. Potom plati

(i) AxD=0xA=10;

(i) Ax(BUC)=(Ax B)U(Ax C),;

(i) Ax(BNC)=(AxB)Nn(Ax C);

(iv) Ax(B\C)=(AxB)\ (Ax ().

(v) Ak navyse A, B,C,D # 0, tak plati
AxB=CxD&A=CANB=D

~— T
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