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Porovnavanie mohutnosti mnozin Definicia kardinality

Definicia kardinality

Definicia
Hovorime, ze mnoziny X a Y maja rovnaka kardinalitu
(mohutnost), ak existuje bijekcia f: X — Y. OznaCujeme
(X[ =1YI.

> [ X] = [X]

> (X[ =[Y]=Y]=I[X]

> (X|=IY[AY[=]Z] = [X]=Z]|
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Porovnavanie mohutnosti mnozin Definicia kardinality

Definicia kardinality

~Naivna" definicia: Kardinalne Cislo mnoziny X = spoloéna
vlastnost vsetkych mnoZin, pre ktoré existuje bijekcia s mnozinou X.
Ak by sme skuto€ne chceli kazdej mnozine X priradit nejaky objekt
(t.j. konkrétnu mnozinu), ktori oznacime | X|, tak sa to skutoZne
da urobit v ramci axiomatickej tedrie ZFC.
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Porovnavanie mohutnosti mnozin Nerovnost medzi kardinalmi

Nerovnost medzi kardinalmi

Definicia
Hovorime, ze kardinalita mnoziny X je mensia alebo rovna ako
kardinalita mnoziny Y, oznacujeme |X| < |Y/|, ak existuje injekcia
zXdoV.

Ak plati |X| <|Y| ale X a Y nemaji rovnakd kardinalitu, tak
hovorime, ze X ma mensiu kardinalitu ako mnozina Y, oznaujeme
IX| <Y

(X[ <[Y] < [XI < [Y[AIX]#]Y]

Nerovnost medzi kardinalmi je dobre definovana (nezavisi od vyberu
mnozin X, Y.)
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Porovnavanie mohutnosti mnozin Nerovnost medzi kardinalmi

Nerovnost medzi kardinalmi

Tvrdenie
Nech X, Y, Z sa [ubovolné mnoziny. Potom plati:
LX< X,

X< Y[AY] < 2] = [ X] < |Z]
i, [X] = Y] = |X| < Y|
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Porovnavanie mohutnosti mnozin Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

Veta (Cantor-Bernstein)

Nech X, Y sii mnoziny. Ak plati
(X[ =1Y].

X| <|Y|al|Y|<|X| tak

IXI<IYIATY <X = X[ =1Y]

Inak: Ak existuje injekcia f: X — Y a injekcia g: Y — X, tak
existuje bijekcia h: X — Y.
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Porovnavanie mohutnosti mnozin Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

X Y

Figure: llustracia k dokazu Cantor-Bernsteinovej vety
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Porovnavanie mohutnosti mnozin

Cantor-Bernsteinova veta

F: P(X) = P(X)
F(A) =X\ g[Y \ f[A]]

Monoténnost: A C B = F(A) C F(B).

fA] € f1B]
Y\ F[A] 2 Y\ £[B]
glY \ f[All 2 g[Y'\ f[B]]
X\ g[Y \ fIA]l € X\ g[Y'\ f[B]]
F(A) € F(B)

Pre S:={BC X;BC F(B)} a C:=JS plati

C = F(C).




Porovnavanie mohutnosti mnozin Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

Y, kde y € Y je prvok s vlastnostou g(y) = x ak x ¢ C.

h(x) = {f(x), ak x € C,
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Porovnavanie mohutnosti mnozin Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

Pouzité v dékaze Cantor-Bernsteinovej vety:
» AC B = f[A] C f[B]
» ACB=C\ADC\B
» Ak pre kazdé A € S plati A C D, tak plati aj |JS C D.
» Pre kazdée Ae S plati AC |JS.
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Porovnavanie mohutnosti mnozin Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

Veta

Nech a, b, ¢ si kardinélne Cisla. Potom plati:
. a<a;
iha<bAb<a= a=b;
. a=b= a<bp;
v.a<bAb<c=a<ec.
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Porovnavanie mohutnosti mnozin Porovnatel'nost kardinalnych Cisel

Porovnatelnost kardinalnych cisel

Otazka:

Plati pre lubovolné kardinalne &isla a < b alebo b < a?
Plati pre lubovolné dve mnoziny X a Y, ze existuje injekcia
X — Y alebo existuje injekcia Y — X7

D4 sa dokazat (s pouzitim AC), ze odpoved je ano.
AC = Axiom of Choice (axiéma vyberu)
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Kardinalna aritmetika Definicia operacii na kardinalnych cislach

Definicia operacii na kardinalnych cislach

Definicia
Nech a, b st kardinalne Cisla a nech A, B st mnoziny také, ze
|A| = a, |B| = b. Potom:
i. Predpokladajme navyse, ze mnoziny A a B si disjunktné.
Potom siicet kardinalnych Cisel a a b je kardinalne Cislo
mnoziny AU B, t.j.

a+b=|AUB|.
ii. Sacin kardinalnych Cisel a a b je kardinalne Cislo mnoziny

A X B, t.
a-b=|AxB|.
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Kardinalna aritmetika Definicia operacii na kardinalnych cislach

Definicia operacii na kardinalnych cislach

Definicia
iii. Kardinalne islo a umocnené na kardinalne Cislo b je
kardinalita mnoziny vsetkych zobrazeni z B do A. Tato
mnoZinu budeme oznagovat AB. T j. a® = |AB|, kde

AB — {f. f je zobrazenie z B do A}.

Pre konecné Cisla je to totozné s obvyklym séitovanim, nasobenim a

umocnovanim.
Vsetky uvedené operacie st dobre definované (definicia nezavisi od
vyberu mnozin A, B, C splhajucich dané podmienky).
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Kardinalna aritmetika Definicia operacii na kardinalnych cislach

Kardinaly Ny a ¢

Definicia

Lubovolné prirodzené ¢islo n budeme stotoziovat s kardinalnym
&islom n-prvkovej mnoziny. Teda |#| =0, |{0}| =1 a

{0, {03} = 2.

Kardinalne Cislo mnoziny prirodzenych cisel budeme oznacovat Ng.
Kardinalne Cisla mensie nez Ny volame konecné. Kardinalne Cislo a
voldme nekonecné, ak a > Ng.

Kardinalne Cislo mnoziny P(N) budeme oznacovat c. (Toto
kardinalne Cislo sa niekedy nazyva kardinalita kontinua.)

Daé sa dokazat (s pouzitim AC), ze kazdé kardinalne Cislo je
konecné alebo nekonecné.
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Kardinalna aritmetika Definicia operacii na kardinalnych cislach

Kardinaly Ny a ¢

Veta
Nech X je lubovolnd mnozina. Potom plati
[P(X)| = 2%,
Désledok
¢ = 2%
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti scitovania kardinalov

Vlastnosti s¢itovania kardinalov

Mali by sme overovat aj vlastnosti, ktoré sa zdaja byt samozrejmé:

Tvrdenie
Pre [ubovolné kardinalne ¢islo a plati

a+0=a
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti scitovania kardinalov

Vlastnosti s¢itovania kardinalov

Veta
Nech a, b, ¢ si kardinélne Cisla, potom plati

at+tb=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
Veta

Nech a, b, ¢ si kardindlne &isla také, Ze b < c. Potom

at+b<a+ec.
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti scitovania kardinalov

Vlastnosti s¢itovania kardinalov

RNog =n+Ng =Rg+ N

Tvrdenie
Ak a je nekonecné kardindlne &islo, tak Ng + a = a.
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti nasobenia kardinalov

Vlastnosti nasobenia kardinalov

Tvrdenie
Pre [ubovolné kardindlne Cislo a plati

0-a=0
l-a=a
2-a—a+a
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti nasobenia kardinalov

Vlastnosti nasobenia kardinalov

Veta
Nech a, b, ¢ si kardindlne ¢isla, potom plati

ab = ba
a(bc) = (ab)c
a(b+c)=ab+ ac

Veta
Nech a, b, ¢ st kardindlne Cisla také, Ze b < c. Potom

ab < ac.
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Kardinalna aritmetika

Vlastnosti nasobenia kardinalov




Kardinalna aritmetika Vlastnosti nasobenia kardinalov

Vlastnosti nasobenia kardinalov

f:NxN—=N
f(mn)=Amin+m

kde A, = > k = 2G5
k=1

g:NxN—-N
g(m,n)=2"(2n+1)—1
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti nasobenia kardinalov

Vlastnosti nasobenia kardinalov

D4 sa dokazat (s pouzitim AC), ze
a+b=a-b=max{a,b}

pre [ubovolné nekonecné kardinaly a, b.
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Tvrdenie

Pre [ubovolné kardinalne ¢islo plati a' = a.

Pre kardindlne umociiovanie plati 0° = 1 a pre a # 0 mame
=1

0°=0
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Tvrdenie
Ak a je [ubovolné kardinalne cislo, tak plati

a =a-a.
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Veta
Ak a, b, c si kardindlne Eisla také, Ze a < b, tak a¢ < bC.

Hladame injekciu ¢: A¢ — BC.
C
RN

p:g—>fog
plg)=fog
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Veta
Ak a, b, ¢ sii kardindlne Cisla také, Ze a < b a ¢ # 0, tak

c? < cb.

Budeme predpokladat, ze A C B. Hladame injekciu ¢: CA — CB.

o) — g(x) pre x € A,
Ple)lx) = {co pre x ¢ A.

co € C je ubovolné
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Veta
Pre [ubovolné kardindlne Cisla plati

p: ABUC 5 AP x A€
p: = (fls, flc)
w(f) = (fle. flc)

i AB x A€ — ABUC

_ Jglx) ak x e B,
e M) = {h(x) ak x € C.
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Veta

Pre [ubovolné kardinalne ¢isla plati (a®)¢ = abc.

Q: (AB)C—>ABXC
o(f): BxC—A
p(F)(b, c) = f(c)(b)

w: AB><C N (AB)C
(v(g))c): B— A
(v(g))(c)(b) = g(b; c)
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Figure: Obrazok ilustrujaci postup v ddkaze rovnosti (a?)¢ = ac.
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Veta
Pre [ubovolné kardinalne &isla a, b, c plati

(ab) = a° - b°.
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

s
Ve f N

AZ PP AvB_— 2B
PB

¢: (Ax B)¢ = A® x B¢
gO(f):(pAOf,pBOf)

¥ A€ x B¢ = (Ax B)©
V(g h)(c) = (&(c), h(c))

(Vx € A x B)(pa(x), pa(x)) = x



Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

@: (Ax B)¢ = A® x B¢
¥: AC x B¢ - (Ax B)©

p(f)=(g,h) &  f(c)=(a(c),h(c))
(g, h)(c) = (g(c), h(c))
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Kardinalna aritmetika Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Vlastnosti kardindlneho umocnovania

Veta
Pre [ubovolné kardindlne Cisla plati
ab S Qab'
AB C P(B x A)

Désledok

Pre [ubovolné kardinalne C&islo a plati

a<2e,
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Cantorova veta a diagonalna metéda
Cantorova veta

Veta (Cantor)

Pre kazdi mnozinu X plati | X| < |P(X))].
Pre kazdé kardinalne Cislo a plati a < 22.

Nech by existovala bijekcia f: X — P(X).

A={xeX;x ¢ f(x)}

Nech A= f(y). Moznost y € A aj y ¢ A vedie k sporu.
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Cantorova veta a diagonalna metéda
Diagonélna metdda

£(0) = (a4, 2, . )
F(1) = (a{",aM,aM, )
F(2) = (a2, a2 a2 )

Definujeme postupnost b = (b,)7°, ako

b,=1- af,").
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Spocitatel'né a nespocitatelné mnoziny

Spocitatelné mnoziny

Definicia

Ak pre mnozinu A plati |A| < N, tak hovorime, ze A je
spocitatelna. Spocitate/nd mnozina méze byt bud konecna
spocitatelnd mnozina, ak |A| < N, alebo nekonecna spocitatelna,
ak ‘A| = No.

Ak pre mnozinu A plati |A] > Vg, tak A je nespocitatelna.
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Spocitatel'né a nespocitatelné mnoziny

Spocitatelné mnoziny

Spocitatelné zjednotenie spocitatelnych mnozin je spocitatelna
mnoZina:

Veta

Nech | je spocitatelnd mnozina a A; je spoéitatelnd mnozina pre

kazdé i € I. Potom aj mnozina | A; je spocitatelna.
icl
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Spocitatel'né a nespocitatelné mnoziny

Spocitatelné mnoziny

Tvrdenie
Mnozina Q vsetkych racionalnych Cisel je nekoneéna spoéitatelna,
t.).
Q| = Ro.
Tvrdenie

Ak A je nejakda mnozina disjunktnych netrividlnych intervalov na R,
tak mnozina A je spocitatelna.
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Mohutnost niektorych mnozin Realne cisla

Reélne ¢isla

(0, 1) = [{0, 1) = [0, 1)| = [R|

2 v = tg(z)
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Mohutnost niektorych mnozin Realne cisla

Reélne ¢isla

NIE]
SIE]
=2

Figure: Bijekcia medzi (-7, %) a R
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Mohutnost niektorych mnozin Realne cisla

Reélne ¢isla

-1

Figure: Bijekcia medzi R a (—1,1)
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Mohutnost niektorych mnozin Realne cisla

Reélne ¢isla

10—+

Figure: Bijekcia medzi (—1,1) a R
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Mohutnost niektorych mnozin Realne cisla

Reélne ¢isla

Dyadicky (binarny) zapis:
a0 dai dn

Jednoznacny, ak zakdzeme konecné rozvoje alebo rozvoje konciace
samymi jednotkami.

Tvrdenie

1(0,1)] = [(0,1)| = |R| = 2% =¢
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Mohutnost niektorych mnozin Spojité realne funkcie

Spojité realne funkcie

Tvrdenie
Kardinalita mnoziny vsetkych spojitych zobrazeni z R do R je .
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Mohutnost niektorych mnozin ESte raz diagonalna metéda

Mnozina R je nespocitateln

(0) = 0400,
f(1) =0. a(()l)ag )agl) .

f(2)=0. a[()2)a§ )agz) .

b=0.bybiby...

{(k)—i—l aka()<9,
by = o

ak a(k) 9.
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Aplikacie kardinalnych Cisel Existencia transcendentnych Cisel

Existencia transcendentnych Cisel

Definicia

Komplexné €islo a sa nazyva algebraické, ak existuje polyném

f(x) € Z[x] s celoCiselnymi koeficientami taky, ze f(a) =0, t.. a je
korefiom tohoto polynému. Komplexné Cislo, ktoré nie je
algebraické, sa nazyva transcendentné.

Tvrdenie
Mnozina A vsetkych algebraickych Cisel je spocitatelna.

Désledok

Kardinalita mnoziny C \ A je ¢. Z toho dostivame, Ze existuje
aspofi jedno transcendentné cislo.

Podobne R \ A m3 kardinalitu ¢, teda existuje aspofi jedno redlne
transcendentné Cislo.
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Aplikacie kardinalnych Cisel Existencia transcendentnych Cisel

Existencia transcendentnych Cisel

R\A|=c¢=R,
Méme R\ A #0aajR\A >R

IR = [R\ Al + |A]
= R\ Al + R
=R\ A
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Aplikacie kardinalnych Cisel Vypocitatelné funkcie

Vypocitatelné funkcie

Definicia
Funkcia f: N — N sa nazyva vypoditatelna, ak existuje algoritmus
ktory pre vstup n vrati f(n).

Existuji funkcie, ktoré nie st vypocitatel né.
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Prehlad
Prehlad rovnosti a nerovnosti

a<bAnb<a=a=b
[P(X)| =2
at+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c
b<c=a+b<a+c
ab = ba
a(bc) = (ab)c
a(b+c)=ab+ ac
b<c=ab< ac
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Prehl'ad

Prehlad rovnosti a nerovnosti

P =a-a
a< b= a“ < b*

agb/\c#O:cagcb

(ab)c — abc
(ab)c = a“ - b°

a<2?
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Prehl'ad

Prehlad rovnosti a nerovnosti

No + No = N
a>Ng=>Ny+a=a
Ny - Vg =Ny

Mo — 2% ¢
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