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Porovnávanie mohutností mnoºín Definícia kardinality

De�nícia kardinality

De�nícia

Hovoríme, ºe mnoºiny X a Y majú rovnakú kardinalitu

(mohutnos´), ak existuje bijekcia f : X → Y . Ozna£ujeme
|X | = |Y |.
• |X | = |X |
• |X | = |Y | ⇒ |Y | = |X |
• |X | = |Y | ∧ |Y | = |Z | ⇒ |X | = |Z |



Porovnávanie mohutností mnoºín Definícia kardinality

De�nícia kardinality

�Naivná� de�nícia: Kardinálne £íslo mnoºiny X = spolo£ná

vlastnos´ v²etkých mnoºín, pre ktoré existuje bijekcia s mnoºinou X .

Ak by sme skuto£ne chceli kaºdej mnoºine X priradi´ nejaký objekt
(t.j. konkrétnu mnoºinu), ktorú ozna£íme |X |, tak sa to skuto£ne
dá urobi´ v rámci axiomatickej teórie ZFC.



Porovnávanie mohutností mnoºín Nerovnos´ medzi kardinálmi

Nerovnos´ medzi kardinálmi

De�nícia

Hovoríme, ºe kardinalita mnoºiny X je men²ia alebo rovná ako
kardinalita mnoºiny Y , ozna£ujeme |X | ≤ |Y |, ak existuje injekcia
z X do Y .
Ak platí |X | ≤ |Y | ale X a Y nemajú rovnakú kardinalitu, tak
hovoríme, ºe X má men²iu kardinalitu ako mnoºina Y , ozna£ujeme
|X | < |Y |.

|X | < |Y | ⇔ |X | ≤ |Y | ∧ |X | 6= |Y |

Nerovnos´ medzi kardinálmi je dobre de�novaná (nezávisí od výberu
mnoºín X , Y .)



Porovnávanie mohutností mnoºín Nerovnos´ medzi kardinálmi

Nerovnos´ medzi kardinálmi

Tvrdenie
Nech X , Y , Z sú ©ubovo©né mnoºiny. Potom platí:

i. |X | ≤ |X |;
ii. |X | ≤ |Y | ∧ |Y | ≤ |Z | ⇒ |X | ≤ |Z |
iii. |X | = |Y | ⇒ |X | ≤ |Y |



Porovnávanie mohutností mnoºín Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

Veta (Cantor-Bernstein)

Nech X , Y sú mnoºiny. Ak platí |X | ≤ |Y | a |Y | ≤ |X |, tak
|X | = |Y |.

|X | ≤ |Y | ∧ |Y | ≤ |X | ⇒ |X | = |Y |

Inak: Ak existuje injekcia f : X → Y a injekcia g : Y → X , tak

existuje bijekcia h : X → Y .



Porovnávanie mohutností mnoºín Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

Figure: Ilustrácia k dôkazu Cantor-Bernsteinovej vety



Porovnávanie mohutností mnoºín Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

F : P(X )→ P(X )

F (A) = X \ g [Y \ f [A]]

Monotónnos´: A ⊆ B ⇒ F (A) ⊆ F (B).

f [A] ⊆ f [B]

Y \ f [A] ⊇ Y \ f [B]

g [Y \ f [A]] ⊇ g [Y \ f [B]]

X \ g [Y \ f [A]] ⊆ X \ g [Y \ f [B]]

F (A) ⊆ F (B)

Pre S := {B ⊆ X ;B ⊆ F (B)} a C :=
⋃
S platí

C = F (C ).



Porovnávanie mohutností mnoºín Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

h(x) =

{
f (x), ak x ∈ C ,

y , kde y ∈ Y je prvok s vlastnos´ou g(y) = x ak x /∈ C .



Porovnávanie mohutností mnoºín Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

Veta
Nech a, b, c sú kardinálne £ísla. Potom platí:

i. a ≤ a;
ii. a ≤ b ∧ b ≤ a ⇒ a = b;
iii. a = b ⇒ a ≤ b;
iv. a ≤ b ∧ b ≤ c ⇒ a ≤ c .



Porovnávanie mohutností mnoºín Cantor-Bernsteinova veta

Cantor-Bernsteinova veta

Pouºité v dôkaze Cantor-Bernsteinovej vety:
• A ⊆ B ⇒ f [A] ⊆ f [B]
• A ⊆ B ⇒ C \ A ⊇ C \ B
• Ak pre kaºdé A ∈ S platí A ⊆ D, tak platí aj

⋃
S ⊆ D.

• Pre kaºdé A ∈ S platí A ⊆
⋃
S.



Porovnávanie mohutností mnoºín Porovnate©nos´ kardinálnych £ísel

Porovnate©nos´ kardinálnych £ísel

Otázka:
Platí pre ©ubovo©né kardinálne £ísla a ≤ b alebo b ≤ a?
Platí pre ©ubovo©né dve mnoºiny X a Y , ºe existuje injekcia
X → Y alebo existuje injekcia Y → X?

Dá sa dokáza´ (s pouºitím AC), ºe odpove¤ je áno.
AC = Axiom of Choice (axióma výberu)



Kardinálna aritmetika Definícia operácií na kardinálnych £íslach

De�nícia operácií na kardinálnych £íslach

De�nícia

Nech a, b sú kardinálne £ísla a nech A, B sú mnoºiny také, ºe
|A| = a, |B| = b. Potom:
i. Predpokladajme navy²e, ºe mnoºiny A a B sú disjunktné.

Potom sú£et kardinálnych £ísel a a b je kardinálne £íslo
mnoºiny A ∪ B , t.j.

a + b = |A ∪ B|.

ii. Sú£in kardinálnych £ísel a a b je kardinálne £íslo mnoºiny
A× B , t.j.

a · b = |A× B|.



Kardinálna aritmetika Definícia operácií na kardinálnych £íslach

De�nícia operácií na kardinálnych £íslach

De�nícia

iii. Kardinálne £íslo a umocnené na kardinálne £íslo b je
kardinalita mnoºiny v²etkých zobrazení z B do A. Túto
mnoºinu budeme ozna£ova´ AB . T.j. ab = |AB |, kde

AB = {f ; f je zobrazenie z B do A}.

Pre kone£né £ísla je to totoºné s obvyklým s£itovaním, násobením a
umoc¬ovaním.
V²etky uvedené operácie sú dobre de�nované (de�nícia nezávisí od
výberu mnoºín A, B , C sp¨¬ajúcich dané podmienky).



Kardinálna aritmetika Definícia operácií na kardinálnych £íslach

Kardinály ℵ0 a c

De�nícia

�ubovo©né prirodzené £íslo n budeme stotoº¬ova´ s kardinálnym
£íslom n-prvkovej mnoºiny. Teda |∅| = 0, |{∅}| = 1 a
|{∅, {∅}}| = 2.
Kardinálne £íslo mnoºiny prirodzených £ísel budeme ozna£ova´ ℵ0.
Kardinálne £ísla men²ie neº ℵ0 voláme kone£né. Kardinálne £íslo a
voláme nekone£né, ak a ≥ ℵ0.
Kardinálne £íslo mnoºiny P(N) budeme ozna£ova´ c. (Toto
kardinálne £íslo sa niekedy nazýva kardinalita kontinua.)

Dá sa dokáza´ (s pouºitím AC), ºe kaºdé kardinálne £íslo je
kone£né alebo nekone£né.



Kardinálna aritmetika Definícia operácií na kardinálnych £íslach

Kardinály ℵ0 a c

Veta
Nech X je ©ubovo©ná mnoºina. Potom platí

|P(X )| = 2|X |.

Dôsledok

c = 2ℵ0



Kardinálna aritmetika Vlastnosti s£itovania kardinálov

Vlastnosti s£itovania kardinálov

Mali by sme overova´ aj vlastnosti, ktoré sa zdajú by´ samozrejmé:

Tvrdenie
Pre ©ubovo©né kardinálne £íslo a platí

a + 0 = a.



Kardinálna aritmetika Vlastnosti s£itovania kardinálov

Vlastnosti s£itovania kardinálov

Veta
Nech a, b, c sú kardinálne £ísla, potom platí

a + b = b + a

a + (b + c) = (a + b) + c

Veta
Nech a, b, c sú kardinálne £ísla také, ºe b ≤ c . Potom

a + b ≤ a + c.



Kardinálna aritmetika Vlastnosti s£itovania kardinálov

Vlastnosti s£itovania kardinálov

ℵ0 = n + ℵ0 = ℵ0 + ℵ0

Tvrdenie

Ak a je nekone£né kardinálne £íslo, tak ℵ0 + a = a.



Kardinálna aritmetika Vlastnosti násobenia kardinálov

Vlastnosti násobenia kardinálov

Tvrdenie
Pre ©ubovo©né kardinálne £íslo a platí

0 · a = 0

1 · a = a

2 · a = a + a



Kardinálna aritmetika Vlastnosti násobenia kardinálov

Vlastnosti násobenia kardinálov

Veta
Nech a, b, c sú kardinálne £ísla, potom platí

ab = ba

a(bc) = (ab)c

a(b + c) = ab + ac

Veta
Nech a, b, c sú kardinálne £ísla také, ºe b ≤ c . Potom

ab ≤ ac.



Kardinálna aritmetika Vlastnosti násobenia kardinálov

Vlastnosti násobenia kardinálov

ℵ0 · ℵ0 = ℵ0
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Kardinálna aritmetika Vlastnosti násobenia kardinálov

Vlastnosti násobenia kardinálov

f : N× N→ N
f (m, n) = ∆m+n + m

kde ∆a =
a∑

k=1

k = a(a+1)
2

g : N× N→ N
g(m, n) = 2m(2n + 1)− 1



Kardinálna aritmetika Vlastnosti násobenia kardinálov

Vlastnosti násobenia kardinálov

Dá sa dokáza´ (s pouºitím AC), ºe

a + b = a · b = max{a, b}

pre ©ubovo©né nekone£né kardinály a, b.



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Tvrdenie
Pre ©ubovo©né kardinálne £íslo platí a1 = a.
Pre kardinálne umoc¬ovanie platí 00 = 1 a pre a 6= 0 máme

a0 = 1

0a = 0



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Tvrdenie
Ak a je ©ubovo©né kardinálne £íslo, tak platí

a2 = a · a.



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Veta

Ak a, b, c sú kardinálne £ísla také, ºe a ≤ b, tak ac ≤ bc .

H©adáme injekciu ϕ : AC → BC .

C
g

��
?
��

A
f
// B

ϕ : g 7→ f ◦ g
ϕ(g) = f ◦ g



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Veta
Ak a, b, c sú kardinálne £ísla také, ºe a ≤ b a c 6= 0, tak

ca ≤ cb.

Budeme predpoklada´, ºe A ⊆ B . H©adáme injekciu ϕ : CA → CB .

ϕ(g)(x) =

{
g(x) pre x ∈ A,

c0 pre x /∈ A.

c0 ∈ C je ©ubovo©né



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Veta
Pre ©ubovo©né kardinálne £ísla platí

ab+c = ab · ac .

ϕ : AB∪C → AB × AC

ϕ : f 7→ (f |B , f |C )

ϕ(f ) = (f |B , f |C )

ψ : AB × AC → AB∪C

ψ(g , h)(x) =

{
g(x) ak x ∈ B,

h(x) ak x ∈ C .



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Veta

Pre ©ubovo©né kardinálne £ísla platí (ab)c = abc .

ϕ : (AB)C → AB×C

ϕ(f ) : B × C → A

ϕ(f )(b, c) = f (c)(b)

ψ : AB×C → (AB)C

(ψ(g))(c) : B → A

(ψ(g))(c)(b) = g(b, c)



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Figure: Obrázok ilustrujúci postup v dôkaze rovnosti (ab)c = abc .



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Veta
Pre ©ubovo©né kardinálne £ísla a, b, c platí

(ab)c = ac · bc .



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

C

f
�� ""||

A A× B
pAoo

pB
// B

ϕ : (A× B)C → AC × BC

ϕ(f ) = (pA ◦ f , pB ◦ f )

ψ : AC × BC → (A× B)C

ψ(g , h)(c) = (g(c), h(c))

(∀x ∈ A× B)(pA(x), pB(x)) = x



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

ϕ : (A× B)C → AC × BC

ψ : AC × BC → (A× B)C

ϕ(f ) = (g , h) ⇔ f (c) = (g(c), h(c))

ψ(g , h)(c) = (g(c), h(c))



Kardinálna aritmetika Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Vlastnosti kardinálneho umoc¬ovania

Veta
Pre ©ubovo©né kardinálne £ísla platí

ab ≤ 2ab.

AB ⊆ P(B × A)

Dôsledok
Pre ©ubovo©né kardinálne £íslo a platí

a ≤ 2a.



Cantorova veta a diagonálna metóda

Cantorova veta

Veta (Cantor)

Pre kaºdú mnoºinu X platí |X | < |P(X )|.
Pre kaºdé kardinálne £íslo a platí a < 2a.

Nech by existovala bijekcia f : X → P(X ).

A := {x ∈ X ; x /∈ f (x)}

Nech A = f (y). Moºnos´ y ∈ A aj y /∈ A vedie k sporu.



Cantorova veta a diagonálna metóda

Diagonálna metóda

f (0) = (a
(0)
0
, a

(0)
1
, a

(0)
2
, . . . )

f (1) = (a
(1)
0
, a

(1)
1
, a

(1)
2
, . . . )

f (2) = (a
(2)
0
, a

(2)
1
, a

(2)
2
, . . . )

...

De�nujeme postupnos´ b = (bn)∞n=0
ako

bn = 1− a
(n)
n .



Spo£ítate©né a nespo£ítate©né mnoºiny

Spo£ítate©né mnoºiny

De�nícia

Ak pre mnoºinu A platí |A| ≤ ℵ0, tak hovoríme, ºe A je
spo£ítate©ná. Spo£ítate©ná mnoºina môºe by´ bu¤ kone£ná

spo£ítate©ná mnoºina, ak |A| < ℵ0, alebo nekone£ná spo£ítate©ná,

ak |A| = ℵ0.
Ak pre mnoºinu A platí |A| > ℵ0, tak A je nespo£ítate©ná.



Spo£ítate©né a nespo£ítate©né mnoºiny

Spo£ítate©né mnoºiny

Spo£ítate©né zjednotenie spo£ítate©ných mnoºín je spo£ítate©ná
mnoºina:

Veta
Nech I je spo£ítate©ná mnoºina a Ai je spo£ítate©ná mnoºina pre

kaºdé i ∈ I . Potom aj mnoºina
⋃
i∈I

Ai je spo£ítate©ná.



Spo£ítate©né a nespo£ítate©né mnoºiny

Spo£ítate©né mnoºiny

Tvrdenie
Mnoºina Q v²etkých racionálnych £ísel je nekone£ná spo£ítate©ná,

t.j.

|Q| = ℵ0.

Tvrdenie
Ak A je nejaká mnoºina disjunktných netriviálnych intervalov na R,

tak mnoºina A je spo£ítate©ná.



Mohutnos´ niektorých mnoºín Reálne £ísla

Reálne £ísla

|(0, 1)| = |〈0, 1)| = |〈0, 1〉| = |R|

f (x) = tg

(
x

π
+

1
2

)



Mohutnos´ niektorých mnoºín Reálne £ísla

Reálne £ísla

Dyadický (binárny) zápis:

r =
a0
2

+
a1
22

+ · · · =
∞∑
n=0

an
2n+1

Jednozna£ný, ak zakáºeme kone£né rozvoje alebo rozvoje kon£iace
samými jednotkami.

Tvrdenie

|(0, 1)| = |〈0, 1〉| = |R| = 2ℵ0 = c



Mohutnos´ niektorých mnoºín Spojité reálne funkcie

Spojité reálne funkcie

Tvrdenie

Kardinalita mnoºiny v²etkých spojitých zobrazení z R do R je c.



Mohutnos´ niektorých mnoºín E²te raz diagonálna metóda

Mnoºina R je nespo£ítate©ná

f (0) = 0.a(0)
0

a
(0)
1

a
(0)
2
. . .

f (1) = 0.a(1)
0

a
(1)
1

a
(1)
2
. . .

f (2) = 0.a(2)
0

a
(2)
1

a
(2)
2
. . .

...

b = 0.b0b1b2 . . .

bk =

{
a
(k)
k + 1 ak a

(k)
k < 9,

8 ak a
(k)
k = 9.



Aplikácie kardinálnych £ísel Existencia transcendentných £ísel

Existencia transcendentných £ísel

De�nícia

Komplexné £íslo a sa nazýva algebraické, ak existuje polynóm
f (x) ∈ Z[x ] s celo£íselnými koe�cientami taký, ºe f (a) = 0, t.j. a je
kore¬om tohoto polynómu. Komplexné £íslo, ktoré nie je
algebraické, sa nazýva transcendentné.

Tvrdenie

Mnoºina A v²etkých algebraických £ísel je spo£ítate©ná.

Dôsledok
Kardinalita mnoºiny C \ A je c. Z toho dostávame, ºe existuje

aspo¬ jedno transcendentné £íslo.

Podobne R \ A má kardinalitu c, teda existuje aspo¬ jedno reálne

transcendentné £íslo.



Aplikácie kardinálnych £ísel Vypo£ítate©né funkcie

Vypo£ítate©né funkcie

De�nícia

Funkcia f : N→ N sa nazýva vypo£ítate©ná, ak existuje algoritmus

ktorý pre vstup n vráti f (n).

Existujú funkcie, ktoré nie sú vypo£ítate©né.



Preh©ad

Preh©ad rovností a nerovností

a ≤ b ∧ b ≤ a⇒ a = b

|P(X )| = 2|X |

a + b = b + a

a + (b + c) = (a + b) + c

b ≤ c ⇒ a + b ≤ a + c

ab = ba

a(bc) = (ab)c

a(b + c) = ab + ac

b ≤ c ⇒ ab ≤ ac



Preh©ad

Preh©ad rovností a nerovností

a2 = a · a
a ≤ b ⇒ ac ≤ bc

a ≤ b ∧ c 6= 0⇒ ca ≤ cb

ab+c = ab · ac

(ab)c = abc

(ab)c = ac · bc

ab ≤ 2ab

a < 2a



Preh©ad

Preh©ad rovností a nerovností

ℵ0 + ℵ0 = ℵ0
a ≥ ℵ0 ⇒ ℵ0 + a = a

ℵ0 · ℵ0 = ℵ0
ℵℵ0
0

= 2ℵ0 = c
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