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Axiomaticka tedria mnozin ) L. ,
Formuly teérie mnozin

Priklady odvodzovacich pravidiel

Hilbertov program

Ciele: Pomocou axiomatického pristupu
» odstranit zname paradoxy;
» dokazat bezospornost teérie mnoZin;

» v ramci tejto tedrie sformalizovat celd matematiku.

Axiomaticka teéria mnozin



Axiomaticka teéria mnozin A =3
Formuly teérie mnozin

Priklady odvodzovacich pravidiel

Definicia formuly

» Ak x, y si mnozinové premenné, tak (x =y) a (x € y) st
formuly tedrie mnozin. (Tieto dva typy formil nazyvame
atomické formuly.)

> Ak ¢, 1 st formuly teérie mnozin, tak aj zapisy —p, @ A 1,
YV, p =1 a @< ) si formuly tedrie mnozin.

» Ak x je mnozinova premenna a ¢ je formula teérie mnozin, tak
((3x)p) a ((Vx)¢p) si tiez formuly tedrie mnozin.

Za formuly tedrie mnozin povazujeme len atomické formuly a
formuly, ktoré z nich vieme ziskat pouzitim koneéného poctu
uvedenych pravidiel.
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Axiomaticka teéria mnozin A =3
Formuly teérie mnozin

Priklady odvodzovacich pravidiel

Jazyk tedrie mnozin

Priklady formal:

(xey)AN(Vz)(zey=z€X)
(Vx)(x ey =x € z)
x=y)Aly=2)=(x=2)
Axiomaticky pristup:
» formuly (=0 ¢om hovorime)

» pravidld odvodzovania (=logika)

> axiémy (=Co predpokladame)
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i icka tedéria mnozin < q
Axiomatick Formuly tedrie mnozin

Priklady odvodzovacich pravidiel

Modus ponens

Ak plati P a P = Q, tak plati Q.

P.P=QFQ
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Axiomaticka tedria mnozin ) L. ,
Formuly tedrie mnozin

Priklady odvodzovacich pravidiel

Existencia

P(x) je lubovol'na vyrokova formula, a, x st premenné, a sa
nevyskytuje v P(x)

P(a) = (3x)P(x)
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Extenzionalita a existencia
Niektoré axiomy sytému ZFC Zjednotenie a dvojica
Axiéma potencnej mnoziny

Axiémy systému ZFC

Axiéma | (Axiéma extenzionality)

(V)(W)l(x =y) = (V2)(z € x = z € y)]

Dve mnoziny sa rovnaji prave vtedy, ked obsahuji rovnaké prvky.

Axiéma IV (Axiéma existencie)

(3)(x = x)

Existuje aspof jedna mnoZina.

Axiomaticka teéria mnozin



Extenzionalita a
Niektoré axiomy sytému ZFC Zjednotenie a dvoj
Axiéma potencnej mnoziny

Axiémy systému ZFC

Axiéma Il (Axiéma zjednotenia mnozin)

(VA)(BU)(Vz)(z € U < (a € A)(z € a))

Pre Tubovolnd mnozinu A existuje takd mnozina U, ktora obsahuje
prave tie prvky, ktoré patria do niektorej z mnozin patriacich do A.

Axiéma Il (Axiéma dvojice)

(Va)(vb)(3C)(Vz)[z € C = (z=a) V (z = b)]

Ak a, b si mnoziny, tak existuje mnozina ktora obsahuje prave
prvky a, b a ziadne iné. Tato mnozinu oznacime {a, b}.
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Extenzionalita a exi

Niektoré axiomy sytému ZFC Zjednotenie a dvoji
Axiéma potencnej mnoziny

Axiémy systému ZFC

Definicia
Ak A, B si mnozZiny, tak hovorime, Ze A je podmnoZinou B, ak
kazdy prvok mnoziny A je prvkom mnoziny B. Tento fakt oznacime

ACB.
ACBY (v2)(ze A=z e B)
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Extenzionalita a
Zjednotenie a dvi
Axiéma potencnej mnoziny

Niektoré axiomy sytému ZFC

Axiémy systému ZFC

Axiéma VI (Axiéma potencnej mnoziny)

(VA)(3P)(Vz)(ze Pz C A)

Pre kazd( mnoZinu A existuje mnoZina P pozostavajica prave
z podmnozin mnoziny A.

Definicia
Mnozinu vietkych podmnoZin mnoZiny A nazyvame potencna

mnozina mnoziny A a oznaCujeme P(A).

P(A)={B;B C A}
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Hypotéza kontinua
Relativna konzistentnost

Relativna konzistentnost

Mame sformalizovany pojem dékazu.
Dokaz je vlastne postupnost znakov vyhovujica nejakym pravidlam.

> Mozeme sa snazit overit bezospornost axiomatického systému.
> Mozeme dékazy kontrolovat (generovat) pocitacom.

» Mézeme zmysluplne hovorit o tom, ¢i je nejaké tvrdenie
dokazatelné.
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Hypotéza kontinua
Relativna konzistentnost

Priklad modelu — grupy

Tedria grap: formuly vyjadrené pomocou logickych spojok,
kvantifkatorov, binarnej operacie.
Axiémy:
» (Va,b,c € G)ax(bxc)=(axb)xc
» (Jec G)(Vac G)exa=axe
» (Vac G)(3be Glaxb=bxa=ce
Model: ubovolna grupa.
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Hypotéza kontinua
Relativna konzistentnost

Priklad modelu — grupy

Z uvedenych axiém sa neda dokazat:
(Va,b€ G)a*x b= bxa.

Model, kde to neplati: Lubovolna nekomutativna grupa.
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Hypotéza kontinua
Relativna konzistentnost

Priklad modelu — geometria

Axiémy: Euklidove axiémy, axiémy incidencie, ...
Modely: Euklidovska rovina, Kleinov model (Lobacevského
geometria)
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Hypotéza kontinua
Relativna konzistentnost

Hypotéza kontinua

Vieme:

IN| < [P(N)| = [R]
Ng < 2N = ¢

Hypotéza kontinua (CH): Nexistuje kardinal a taky, ze Ny < a < c.
CH sa neda z axiém ZFC dokazat ani vyvratit.
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Hypotéza kontinua
Relativna konzistentnost

Zovseobecnena hypotéza kontinua:

Ny = najmensi nespocitatel ny kardinal

2% =1y

Zovseobecnena hypotéza kontinua (GCH):

2N,, = Nn—l—l
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