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Axiéma VIII (Axiéma vyberu)

(VOIVAES)ALNMAN(NVAeS)VBeS)(A#B=ANB=0)=
= (3V)(VA € S)(Ix)(VNA={x})]
Pre kazdy systém neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin

existuje vyberovd mnoZzina, t.j. takd mnozina, ktord ma s kazdou
z mnozin tohoto systému jednoprvkovy prienik.



Aplikacie axiémy vyberu Surjekcie a injekcie

Surjekcie a injekcie

Tvrdenie
Ak f: A — B je surjekcia, tak existuje g: B — A také, Ze
fog=idg.
» Toto tvrdenie je (v ZF) ekvivalentné s axiémou vyberu.
» Analogické tvrdenie pre injekcie: Ak B# D a g: B— Aje
injekcia, tak existuje 7: A — B také, ze f o g = idp.

Désledok
Nech B # (). Existuje surjekcia A — B < existuje injekcia B — A.



Aplikacie axiémy vyberu Surjekcie a injekcie

Surjekcie a injekcie

Désledok
Nech B # (). Existuje surjekcia A — B & existuje injekcia B — A.

Dostavame takto popis vztahu |A| < |B| pre kardinality pomocou
surjektivnych zobrazeni. (Definovali sme ho pomocou injektivnych

zobrazeni.)



Aplikacie axiémy vyberu Surjekcie a injekcie

Surjekcie a injekcie

Désledok
Nech B # (). Existuje surjekcia A — B & existuje injekcia B — A.

Pri dokaze sa nam hodi pouzit aj to, ze:
> Ak gof je surjekcia, tak g je surjekcia.
> Ak gof jeinjekcia, tak f je injekcia.



Aplikacie axiémy vyberu Cauchyho a Heineho definicia spojitosti

Cauchyho a Heineho definicia spojitosti

Definicia (Cauchyho definicia spojitosti)
Funkcia 7: R — R je spojitd v bode a € R, ak

(Ve > 0)(35 > 0)(Vx e R)|x — a| < § = |f(x) — f(a)] < e.

Definicia (Heineho definicia spojitosti)

Funkcia f: R — R je sekvencialne spojita v bode a € R, ak plati
nan;oX" =a= nlrgo f(xn) = f(a).

Tvrdenie

Nech f: R — R je [ubovolna funkcia a a € R. Funkcia f je spojitd
v bode a prave vtedy, ked je sekvencidlne spojitd v bode a.



Aplikacie axiémy vyberu Cauchyho a Heineho definicia spojitosti

Cauchyho a Heineho definicia spojitosti

» Ak by sme sa zaoberali spojitostou funkcie f: R — R na celom
R, tak ekvivalencia Cauchyho a Heineho definicie plati uz v ZF.

> 7 platnosti ekvivalencie tychto dvoch definicii spojitosti pre
realne funkcie v bode uz vyplyva platnost axiomy vyberu pre
spocitatelné systémy podmnozin R.



Aplikacie axiémy vyberu Existencia nemeratel'nej mnoziny

Definicia miery

Definicia
Mnozina S C P(X) sa nazyva o-algebra na mnozine X, ak plati
. Xes;
i. Ac S = X\ AeS; (mnozina S je uzavretd vzhladom na
vytvaranie doplnkov)
i. ApeSpreneN = J,cyAn €S; (mnozina S je uzavreta
vzhladom na spocitatelné zjednotenia).



Aplikacie axiémy vyberu Existencia nemeratel'nej mnoziny

Definicia miery

Definicia
Ak S je nejaka o-algebra na X, tak funkcia m: S — (0,00) z S ak

() - S a

neN neN
pre kazdy spocitatelny systém {A,; n € N} disjunktnych mnozin
zS.
Prvky o-algebry S sa zvykna nazyvat meratelné mnoziny.
Struéne: ze miera je funkcia zo o-algebry do R, ktora je nezaporna
a o-aditivna.
Miera je monoténna:

ACBAABeS= mA) <m(B)



Aplikacie axiémy vyberu Existencia nemeratel'nej mnoziny

Definicia miery

Miera je monoténna:
ACBAABeS= m(A) <m(B)
Definicia
Miera m: S — (0,00) na mnozine R sa nazyva invariantnd na

posun alebo translacne invariantna, ak pre kazdi mnozinu A€ S a
x € R aj mnoZina

x+A={x+aacA}

patri do S a plati
m(x + A) = m(A).

Inak povedané, miera mnoziny sa nezmeni ak ju posunieme.



Aplikacie axiémy vyberu Existencia nemeratel'nej mnoziny

Lebesguova miera

Lebesguova miera:
> je translagne invariantna;
» miera intervalu je jeho dlzka;

» miera koneCnej mnoziny je nulova.



Aplikacie axiémy vyberu Existencia nemeratel'nej mnoziny

Vitaliho konstrukcia

Tvrdenie

Neexistuje translacne invariantnd miera m: P(R) — (0, 00) takd,
ze m((a, b)) = b — a pre [ubovolné a < b, a,b € R.

Rozklad (R, +) podla Q ma triedy

a+Q={a+q,9€Q}

pre a € R.
V = vyberova mnozina pre {(a+ Q)N (0,1); a € R}

qeQn(—1,1)



Aplikacie axiémy vyberu Existencia nemeratel'nej mnoziny

Vitaliho konstrukcia

Oznacme B := U q+V.
qeQN(—1,1)
mB)= > m@+V)= > m(V).
qeQn(—1,1) qeQn(—1,1)

Teda m(B) € {0, 00}

1=m((0,1)) < m(B) < m({(-1,2)) =3
Spor



Aplikacie axiémy vyberu Existencia nemeratel'nej mnoziny

Vitaliho konstrukcia

Désledok

Existuje lebesguovsky nemeratelnd podmnozina R.



Aplikacie axiémy vyberu Banach-Tarskiho paradox

Banach-Tarskiho paradox

Veta (Banach-Tarski)

Pre lubovolné dve ohranicené mnoziny A, B C R", n > 3 existuji
rozklady A= A1 U---UAg a B= By U---U By na koneény pocet
mnozin také, ze A; a B; si kongruentné (t.j. jednu z druhej mozno
ziskat posunutim a otocenim).



Aplikacie axiémy vyberu Dalsie aplikacie axiémy vyberu

Aplikacie axiémy vyberu

Axiéma vyberu alebo jej ekvivalentné podoby (Zornova lema,
princip dobrého usporiadania) sa daji pouzit na dokaz:
» Porovnatelnost kardinalnych &isel
» a+ b=a-b=max{a, b} pre kardinaly a, b > N
» Existencia bazy v lubovolnych (aj nekonecnorozmernych)
vektorovych priestoroch.

> ...



Hamelova baza Hamelova baza

Hamelova baza

Definicia

Nech V je vektorovy priestor nad polom F.

Podmnozinu A C V nazyvame linedrne nezavislou podmnozinou, ak
pre lubovolné ne€N, ¢1,...,c, € Faay,...,d, € Aplati

ady+ -+ cpa, =0 = a=--=c¢,=0.

Hovorime, ze podmnozina A C V generuje priestor V, ak kazdy
vektor z A sa je linearna kombinacia (koneéného poctu) vektorov
z A. Oznacujeme [A] = V.

(Vae V) (3neN) (3a,...,cpn € F) a(3ay,...,dn € A)

a=ca1+ -+ cpdp.



Hamelova baza Hamelova baza

Hamelova baza

Definicia
Podmnozina A sa nazyva Hamelova baza priestoru V, ak je linearne
nezévisla a [A] = V.

Veta
Nech V je vektorovy priestor nad polom F a A je linedrne nezavisla
podmnozina V. Potom existuje Hamelova biza B takd, ze A C B.



Hamelova baza Hamelova baza

Hamelova baza

Tvrdenie
Nech V je vektorovy priestor nad pofom F. Nech B » sii Hamelove
bazy priestoru V. Potom |Bi| = |Ba|.

Vdaka tomu vieme definovat dimenziu aj pre nekoneénorozmerné
priestory ako kardinalitu Hamelovej bazy.
Priklad

Coo = reélne postupnosti, ktoré maju iba koneéne vela nenulovych
Clenov

dim(Coo) = No



Hamelova baza Hamelova baza

Hamelova baza

Veta

Nech B je Hamelova baza vektorového priestoru V a f: B — W je
zobrazenie, pricom W je vektorovy priestor. Potom existuje prave
Jjedno linearne zobrazenie g: V — W také, Ze g|g = f.

Veta
Vektorové priestory VV a W sii izomorfné prave vtedy, ked majii
rovnaki Hamelovu dimenziu.



Hamelova baza Cauchyho funkcionalna rovnica

Cauchyho funkcionalna rovnica

(Vx,y € R)f(x +y) = f(x) + f(y), (1)

Lema
Ak f je riesenie funkcionélnej rovnice (1), tak

(Vr € Q)(Vx € R)f(rx) = rf(x) (2)
Tvrdenie
Ak f je spojité riesenie funkcionalnej rovnice (1), tak f(x) = ax pre
nejaké a € R.



Hamelova baza Cauchyho funkcionalna rovnica

Cauchyho funkcionalna rovnica

Tvrdenie

Ak f je riesenie funkcionélnej rovnice (1) a f je spojité v nejakom
bode xy € R, tak f je spojité na celom R, a teda f m3 tvar

f(x) = ax pre nejaké a € R.

Tvrdenie
Ak funkcia f: R — R vyhovuje rovnici (1) a je ohranicend na
nejakom netrividlnom intervale |, tak f(x) = ax pre nejaké a € R.

Tvrdenie
Ak f je monoténne riesenie funkcionalnej rovnice (1), tak
f(x) = ax pre nejaké a € R.



Hamelova baza Cauchyho funkcionalna rovnica

Cauchyho funkcionalna rovnica

S vyuzitim Hamelove] bazy vieme dokazat i existenciu rieseni, ktoré
nie si linedrne.

Veta (AC)

Existujii nelinedrne riesenia rovnice (1) (t.j. rieSenia, ktoré nie si
tvaru f(x) = ax).



Hamelova baza Cauchyho funkcionalna rovnica

Cauchyho funkcionalna rovnica

Nespojité riesenie (1) ma husty graf.

Tvrdenie
Ak f: R — R je nespojité riesenie (1), tak graf tejto funkcie

G(f) ={(x,f(x)); x € R}

Jje husta podmnozina R?.
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