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Cantor-Bernsteinova veta

(XI<TYIAIY[<IX] = [X]=]YI].

Ak existuje injekcia f: X — Y a existuje injekcia g: Y — X, tak
existuje aj bijekcia h: X — Y.
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Injekcie dvoma smermi
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Injekcie dvoma smermi

» Mame injekcie dvoma smermi f: X - Y ag: Y — X.
» Na najdenie bijekcie h: X — Y vieme pouzivat iba f a g.

» Chceme vybrat niektoré modré a niektoré ervené Sipky tak,
aby spolu tvorili bijekciu.
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Injekcie dvoma smermi
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Konecny priklad

» Mame viacero moznosti na vyber bijekcie h.

» Konecné priklady st menej zaujimavé: Ak | X| = |Y], tak

[ubovolnd injekcia X — Y je siasne aj bijekcia
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Konecny priklad
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Konecny priklad
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Zopar prikladov
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Konecny priklad
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Nekonecny priklad

» Pozrime sa na nejaké jednoduché priklady ak X, Y si
nekonetné.

» Skasme X =Y =Na f(x) =g(x) =x+ 1.

» Mali by sme postupne prist na to, Ze v tomto pripade mame
jedint moznost ako z modrych a ervenych sipok skombinovat

bijekciu.
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Nekonecny priklad

Figure: Injekcie f(x) =g(x)=x+1lpre X=Y =N
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V bode 0 musime vybrat modra Sipku
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Teraz uz mame jedini moznost aj v bode 2
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Vo vsetkych parnych ¢islach musia byt modré Sipky
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Bijekcia h je jednoznacne urcena
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Iny nekonecny priklad

» Nie vzdy to je tak, Ze h je urcené jednoznacne — to sme videli
uz pri prvom priklade.

» V konetnom pripade mohla nejednoznaénost vzniknat iba
v podobe cyklov.

» V nekoneCnom pripade je eSte aj iny problém, ktory moze viest
k nejednoznacnosti.

» Skisme najst vietky moznosti pre X =Y =7 a
f(x) =g(x)=x+1.

» Dve moznosti sti tu ocividné: h=f a h= g !

» Ak si zvolime €o vyberieme v niektorych bodoch, je potom uz
h jednoznaéne urcené?
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Iny nekonecny priklad

Figure: Injekcie f(x) = g(x) =x+1pre X =Z
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Dostali sme 4 moznosti
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Dostali sme 4 moznosti
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Dostali sme 4 moznosti
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Dostali sme 4 moznosti
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Zhrnutie prikladov

V dbékaze budeme vlastne robit podobné veci, ako sme videli
v tychto prikladoch:

» Pre niektoré prvky sme mali jedind moznost vyberu.
» Boli to napriklad prvky na ktoré sa ni¢ nezobrazi.

> Ale aj prvky ak sme sa do takéhoto prvku vedeli dostat tak, Ze
sa ,vraciam” po Sipkach.

» Inde sme si mohli vybrat. (Napriklad vSade Cervené Sipky.)
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Retazec predchodcov

Majme injekcie f: X — Y a g: Y — X (modré a Cervené Sipky).
Retazec predchodcov = vraciame sa z daného bodu mnoziny X po
Sipkach.

> xp € X

> yo € Y také, ze g(yo) = xo (ak také yp existuje, inak
skoncime)

> x; € X také, ze f(x1) = yo (ak existuje)
» Postupujeme dalej indukciou, t.j. v indukénom kroku vyberdme
prvky také, ze g(yn) = xn a f(Xn+1) = Yn-

> Ak prvok s uvedenymi vlastnostami neexistuje, retazec
ukon&ime.
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Modré prvky

Pre kazdy prvok z X sme dostali nejaky retazec (xo, yo, x1, ... ).
> Mobze byt nekoneény alebo konecny.
» Ak je konecny, mohol skoncit v mnozine X alebo v mnozine Y.

» Nazvime prvok x € X modry, ak je jeho retazec predchodcov
konecny a konéi v X.

» Toto st presne prvky z X, kde musime vybrat modré Sipky.
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Bijekcia h: X — Y

h(x) f(x), ak x je modré,
y také, ze g(y) = x; inak.

» h je zobrazenie.
» h je surjekcia.
» h je injekcia.

Iny dékaz Cantor-Bernsteinovej vety



Rézne d6kazy Cantor-Bernsteinovej vety Porovnanie dékazov, ktoré sme videli

Porovnanie s predoslym dékazom

X Y

Figure: llustracia k dokazu Cantor-Bernsteinovej vety
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Porovnanie s predoslym dékazom

» Predosly doékaz: Nasli sme vhodné C C X, na mnozine C sme
pouZzili £, mimo mnoziny C sme pouzili g.

» To isté sme spravili aj teraz, mnozina C si v tomto dékaze
»modré body“.

» Rozdiel bol v spésobe, akym sme mnozinu C nasli.
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Induktivny dékaz

F(A) = X\ g[Y \ fA]]
Ao = 0, An+1 = F(An) a

C = U A, = U A,
n=1 n=0

Iny dékaz Cantor-Bernsteinovej vety



Rézne d6kazy Cantor-Bernsteinovej vety Induktivny dékaz

Induktivny dékaz

F(C)=F (U An) = X\g[IY\FI{J Adll = X\g[Y\ | flAll =
n=0 n=0 n=0
X\ g[( V(Y \FIAD] = X\ [ glY \ flA]] =
n=1 n=0

U(X\g[y\f[An]]): U F(An): UA”: C.
n=0 n=1

n=0 =
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Vety o pevnom bode

Veta (Knaster-Tarski)
Nech L je aplny zvdz a f: L — L je monoténne zobrazenie t.j. plati

(Vx,y € L)f(x) < f(y).
Potom existuje ¢ € L také, ze plati
f(c)=c

t.j. existuje pevny bod zobrazenia f.
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Vety o pevnom bode

Veta (Kleene)

Nech L je dplny zviz, jeho najmensi prvok oznaéme 0. Nech
f: L — L je monoténne zobrazenie, ktoré navyse zachovava
supréma, t.j. pre [ubovolné {x;;i € I} C L plati

f <supx,-> = sup f(x;).

iel icl

Nech ¢ = sup x,, kde postupnost (x,) je uréena induktivne ako
neN

Xo — 0a
f(Xn+1) = Xn-
Potom plati
c = f(c),
t.j. ¢ je pevny bod zobrazenia f.
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Vety o pevnom bode

Veta (Kleene)

Navyse, toto je najmensi pevny bod zobrazenia f. T.j. ak ¢ je tiez
pevny bod, tak plati ¢ < c’.
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Uplny zviz

» O (aplnych) zvdzoch ste sa neudili.

» Museli by sme najprv stravit dost dlhy ¢as ivodom o Ciastocne
usporiadanych mnozinach.

» Dva priklady zvazov: (P(X), Q), (/,<)

Aj ak ste sa neucili o ¢iasto€nych usporiadaniach, tak asi vidno ze
»C" a , <" maji niektoré podobné vlastnosti

ACA
(ACB)A(BCC)= (AC B)
(ACB)A(BCA)= (A= B)
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Rézne d6kazy Cantor-Bernsteinovej vety Cantor-Bernsteinova veta a zvizy

Vety o pevnom bode

Tvrdenie
Nech F: P(X) — P(X) je funkcia taka, ze plati

ACB =  F(A)CF(B)

pre lubovolné A,B C X.
Potom existuje mnozina C takd, Ze

F(C)=C.

Tvrdenie
Nech | = (0,1) a f: | — | je neklesajiica funkcia. Potom existuje
bod c € | taky, ze f(c) = c.
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Rézne d6kazy Cantor-Bernsteinovej vety Cantor-Bernsteinova veta a zvizy

Vety o pevnom bode

Tvrdenie
Nech F: P(X) — P(X) je funkcia taka, ze plati
ACB = F(A) C F(B)
F(UJA)=UJFn)

iel icl

Ak definujeme Ay = () a Ant1 = F(A,), tak pre mnoZinu

plati F(C) = C.
Navyse, ak D C X je ind mnozina s vlastnostou F(D) = D, tak
C C D. (Inak povedané, C je najmensi pevny bod funkcie F.)
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Rézne d6kazy Cantor-Bernsteinovej vety Cantor-Bernsteinova veta a zvizy

Vety o pevnom bode

Tvrdenie
Nech | = (0,1) f: | — | je zobrazenie ktoré je neklesajice a
spojité. Definujme postupnost a,, rekurentne ako ag =0 a

dp+1 = f(a,,).

Potom pre ¢ = sup a, plati
neN

f(c)=rc.

Navyse, c je najmensi pevny bod funkcie f. T.j. ak pre nejaké d € |
plati f(d) = d, tak ¢ < d.
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