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Iný dôkaz Cantor-Bernsteinovej vety

Cantor-Bernsteinova veta

|X | ≤ |Y | ∧ |Y | ≤ |X | ⇒ |X | = |Y |.
Ak existuje injekcia f : X → Y a existuje injekcia g : Y → X , tak
existuje aj bijekcia h : X → Y .
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Injekcie dvoma smermi

I Máme injekcie dvoma smermi f : X → Y a g : Y → X .

I Na nájdenie bijekcie h : X → Y vieme pouºíva´ iba f a g .

I Chceme vybra´ niektoré modré a niektoré £ervené ²ípky tak,
aby spolu tvorili bijekciu.
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Kone£ný príklad

I Máme viacero moºností na výber bijekcie h.

I Kone£né príklady sú menej zaujímavé: Ak |X | = |Y |, tak
©ubovo©ná injekcia X → Y je sú£asne aj bijekcia
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Nekone£ný príklad

I Pozrime sa na nejaké jednoduché príklady ak X , Y sú
nekone£né.

I Skúsme X = Y = N a f (x) = g(x) = x + 1.

I Mali by sme postupne prís´ na to, ºe v tomto prípade máme
jedinú moºnos´ ako z modrých a £ervených ²ípok skombinova´
bijekciu.
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Nekone£ný príklad
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Figure: Injekcie f (x) = g(x) = x + 1 pre X = Y = N
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V bode 0 musíme vybra´ modrú ²ípku
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Teraz uº máme jedinú moºnos´ aj v bode 2
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Vo v²etkých párnych £íslach musia by´ modré ²ípky
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Bijekcia h je jednozna£ne ur£ená
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Iný nekone£ný príklad

I Nie vºdy to je tak, ºe h je ur£ené jednozna£ne � to sme videli
uº pri prvom príklade.

I V kone£nom prípade mohla nejednozna£nos´ vzniknú´ iba
v podobe cyklov.

I V nekone£nom prípade je e²te aj iný problém, ktorý môºe vies´
k nejednozna£nosti.

I Skúsme nájs´ v²etky moºnosti pre X = Y = Z a
f (x) = g(x) = x + 1.

I Dve moºnosti sú tu o£ividné: h = f a h = g−1.

I Ak si zvolíme £o vyberieme v niektorých bodoch, je potom uº
h jednozna£ne ur£ené?
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Iný nekone£ný príklad
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Figure: Injekcie f (x) = g(x) = x + 1 pre X = Z
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Dostali sme 4 moºnosti
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Dostali sme 4 moºnosti
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Dostali sme 4 moºnosti
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Dostali sme 4 moºnosti
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Zhrnutie príkladov

V dôkaze budeme vlastne robi´ podobné veci, ako sme videli
v týchto príkladoch:

I Pre niektoré prvky sme mali jedinú moºnos´ výberu.

I Boli to napríklad prvky na ktoré sa ni£ nezobrazí.

I Ale aj prvky ak sme sa do takéhoto prvku vedeli dosta´ tak, ºe
sa �vraciam� po ²ípkach.

I Inde sme si mohli vybra´. (Napríklad v²ade £ervené ²ípky.)
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Re´azec predchodcov

Majme injekcie f : X → Y a g : Y → X (modré a £ervené ²ípky).
Re´azec predchodcov = vraciame sa z daného bodu mnoºiny X po
²ípkach.

I x0 ∈ X

I y0 ∈ Y také, ºe g(y0) = x0 (ak také y0 existuje, inak
skon£íme)

I x1 ∈ X také, ºe f (x1) = y0 (ak existuje)

I Postupujeme ¤alej indukciou, t.j. v induk£nom kroku vyberáme
prvky také, ºe g(yn) = xn a f (xn+1) = yn-

I Ak prvok s uvedenými vlastnos´ami neexistuje, re´azec
ukon£íme.
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Modré prvky

Pre kaºdý prvok z X sme dostali nejaký re´azec (x0, y0, x1, . . . ).

I Môºe by´ nekone£ný alebo kone£ný.

I Ak je kone£ný, mohol skon£i´ v mnoºine X alebo v mnoºine Y .

I Nazvime prvok x ∈ X modrý, ak je jeho re´azec predchodcov
kone£ný a kon£í v X .

I Toto sú presne prvky z X , kde musíme vybra´ modré ²ípky.
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Bijekcia h : X → Y

h(x) =

{
f (x), ak x je modré,

y také, ºe g(y) = x ; inak.
(1)

I h je zobrazenie.

I h je surjekcia.

I h je injekcia.
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Porovnanie s predo²lým dôkazom

Figure: Ilustrácia k dôkazu Cantor-Bernsteinovej vety
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Porovnanie s predo²lým dôkazom

I Predo²lý dôkaz: Na²li sme vhodné C ⊆ X , na mnoºine C sme
pouºili f , mimo mnoºiny C sme pouºili g .

I To isté sme spravili aj teraz, mnoºina C sú v tomto dôkaze
�modré body� .

I Rozdiel bol v spôsobe, akým sme mnoºinu C na²li.
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Induktívny dôkaz

F (A) = X \ g [Y \ f [A]]
A0 = ∅, An+1 = F (An) a

C :=
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=0

An
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Induktívny dôkaz

F (C ) = F

( ∞⋃
n=0

An

)
= X\g [Y \f [

∞⋃
n=0

An]] = X\g [Y \
∞⋃
n=0

f [An]] =

X \ g [
∞⋂
n=1

(Y \ f [An])] = X \
∞⋂
n=0

g [Y \ f [An]] =

∞⋃
n=0

(X \ g [Y \ f [An]]) =
∞⋃
n=0

F (An) =
∞⋃
n=1

An = C .
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Rôzne dôkazy Cantor-Bernsteinovej vety Cantor-Bernsteinova veta a zväzy

Vety o pevnom bode

Veta (Knaster-Tarski)

Nech L je úplný zväz a f : L→ L je monotónne zobrazenie t.j. platí

(∀x , y ∈ L)f (x) ≤ f (y).

Potom existuje c ∈ L také, ºe platí

f (c) = c

t.j. existuje pevný bod zobrazenia f .
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Rôzne dôkazy Cantor-Bernsteinovej vety Cantor-Bernsteinova veta a zväzy

Vety o pevnom bode

Veta (Kleene)

Nech L je úplný zväz, jeho najmen²í prvok ozna£me 0. Nech
f : L→ L je monotónne zobrazenie, ktoré navy²e zachováva
supréma, t.j. pre ©ubovo©né {xi ; i ∈ I} ⊆ L platí

f

(
sup
i∈I

xi

)
= sup

i∈I
f (xi ).

Nech c = sup
n∈N

xn, kde postupnos´ (xn) je ur£ená induktívne ako

x0 = 0 a
f (xn+1) = xn.

Potom platí
c = f (c),

t.j. c je pevný bod zobrazenia f .
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Vety o pevnom bode

Veta (Kleene)

Navy²e, toto je najmen²í pevný bod zobrazenia f . T.j. ak c ′ je tieº
pevný bod, tak platí c ≤ c ′.
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Rôzne dôkazy Cantor-Bernsteinovej vety Cantor-Bernsteinova veta a zväzy

Úplný zväz

I O (úplných) zväzoch ste sa neu£ili.

I Museli by sme najprv strávi´ dos´ dlhý £as úvodom o £iasto£ne
usporiadaných mnoºinách.

I Dva príklady zväzov: (P(X ),⊆), (I ,≤)
Aj ak ste sa neu£ili o £iasto£ných usporiadaniach, tak asi vidno ºe
�⊆� a �≤� majú niektoré podobné vlastnosti

A ⊆ A

(A ⊆ B) ∧ (B ⊆ C )⇒ (A ⊆ B)

(A ⊆ B) ∧ (B ⊆ A)⇒ (A = B)
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Rôzne dôkazy Cantor-Bernsteinovej vety Cantor-Bernsteinova veta a zväzy

Vety o pevnom bode

Tvrdenie
Nech F : P(X )→ P(X ) je funkcia taká, ºe platí

A ⊆ B ⇒ F (A) ⊆ F (B)

pre ©ubovo©né A,B ⊆ X .
Potom existuje mnoºina C taká, ºe

F (C ) = C .

Tvrdenie
Nech I = 〈0, 1〉 a f : I → I je neklesajúca funkcia. Potom existuje
bod c ∈ I taký, ºe f (c) = c .
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Vety o pevnom bode

Tvrdenie
Nech F : P(X )→ P(X ) je funkcia taká, ºe platí

A ⊆ B ⇒ F (A) ⊆ F (B)

F (
⋃
i∈I

Ai ) =
⋃
i∈I

F (Ai )

Ak de�nujeme A0 = ∅ a An+1 = F (An), tak pre mnoºinu

C =
n⋃

i=0

An

platí F (C ) = C .
Navy²e, ak D ⊆ X je iná mnoºina s vlastnos´ou F (D) = D, tak
C ⊆ D. (Inak povedané, C je najmen²í pevný bod funkcie F .)
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Vety o pevnom bode

Tvrdenie
Nech I = 〈0, 1〉 f : I → I je zobrazenie ktoré je neklesajúce a
spojité. De�nujme postupnos´ an rekurentne ako a0 = 0 a

an+1 = f (an).

Potom pre c = sup
n∈N

an platí

f (c) = c .

Navy²e, c je najmen²í pevný bod funkcie f . T.j. ak pre nejaké d ∈ I
platí f (d) = d , tak c ≤ d .
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