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Komplexné cisla Komplexné cisla

Komplexné Cisla

X2 =—1

» Zadefinujeme mnozinu C a na nej operacie +, -.

» Bude to rozsirenie realnych Cisel. (T.j. R C C a pre realne Cisla
funguja operacie rovnako.)

» Bude sa s nimi dat rozumne pocitat; C je pole.

» V C bude mat rovnica x> = —1 rieenie. (V R riesenie nema.)

» Komplexné &isla maja aj vela dalsich zaujimavych vlastnosti.
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Komplexné cisla Komplexné cisla

Komplexné Cisla

Ideme k redlnym &islam pridat nové Cislo také, ze

i?=—1.

C={a+bi;a,becR}
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Komplexné Cisla Algebraicky tvar

Komplexné Cisla

» z = a-+ bi je algebraicky zapis komplexného Cisla

» Cislo a sa nazyva redlna cast komplexného &isla a bi sa nazyva
imaginarna cast komplexného Cisla.

» Oznacujeme jeho redlnu €ast Rez = a a imaginarnu Cast
Imz = bi.

» Dve komplexné Cisla sa rovnaji, ak sa zhoduje reédlna aj
imaginarna Cast.

ar + bii = ax + bi & a=aab =b
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Komplexné Cisla Algebraicky tvar

Rovnost komplexnych cisel

» Dve komplexné Cisla sa rovnaji, ak sa zhoduje reédlna aj
imaginarna Cast.

ar+ bii = a» + boi & aai=aab=b
» Mame bijekciu C — R:
a—+ bi— (a,b)

> Komplexné &isla by sme teda mohli definovat aj ako
usporiadané dvojice redlnych Cisel.
» Mbzeme ich reprezentovat ako body (alebo vektory) v rovine.
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Sacet a stcin komplexnych Cisel

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

(a+ bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi?
= ac + (bc + ad)i — bd
= (ac — bd) + (bc + ad)i

Komplexné cisla



Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Sacet a stcin komplexnych Cisel

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

Scitovanie = sicet usporiadanych dvojic = stéet vektorov v R?

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (bc + ad)i
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Sacet a stcin komplexnych Cisel

Priklad

(2+3i)+(2—i)=4+2i
(2+43)(2—)=4—-2i+6i+3=T7+4i
(V2 4+ V2i)) (V2 +V2i) =2 +2i+2i —2 =4
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Komplexné Cisla obsahuja reélne Cisla

» Komplexné Cislo a + bi stotoziiujeme s redlnym Eislom a.
» Teda R={a+0i;acR} CC.
» Operacie funguja rovnako:
(a+0i)+(b+0i)=(a+ b)+0i
(a+0i)(b+0i) =ab+0i
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Sacet a stcin komplexnych Cisel

AL — =—i i
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Komplexné Cisla tvoria pole

» Chceme si rozmysliet, ze s komplexnymi Cislami sa da
~zmysluplne” pocitat.

» Struéne sa to da povedat tak, ze (C,+,-) je pole.

» Ak niekto nepoznam pojem pola, tak sa to da povedat tak, ze:
Séitovanie a nasobenie komplexnych Eisel ma vela vlastnosti
podobnych ako pre realne Eisla.
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Scitovanie aj nasobenie st komutativne

zt+zn=2+2z2
(a+ bi)+ (c+di)=(c+di)+ (a+ bi)
(a+c)+(b+d)i=(c+a)+(d+ b)i

z1- =22
(a+ bi) - (c+ di) = (c+ di)cot(a+ bi)
(ac — bd) + (ad + bc)i = (ca — db) + (cb + da)i
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Scitovanie aj nasobenie st asociativne

(a+bi)+[(c+di)+(e+fi)|=(a+ (c+e))+ (b+(d+F))i
[(a+ bi)+(c+d)]+(e+fiy=((a+c)+e)+((b+d)+f)i
z1 +(22—|—Z3) = (Z1+22)+Z3

(a+ bi)[(c +di)(e+ fi)] = (a+ bi)[(ce — df) + (cf + de)i] =
= (ace — adf — bcf — bde) + (acf + ade + bce — bdf )i
[(a+ bi)(c+di)](e+ fi) =[(ac — bd) + (bc + ad)i](e + fi) =
= (ace — bde — bcf — adf) + (acf — bdf + bce + ade)i

4l (2223) = (2122)23
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Distributivnost

z1(z + 2z3) = z123 + 2023

z1(z2 4+ z3) = (a+ bi)[(c + €) + (d + F)i]
=a(c+e)—b(d+f)+a(d+f)i+ b(c+e)i
= ac + ae — bd — bf + adi + afi + bci + bei
= (ac — bd + bci + adi) + (ae — bf + afi + bei)
= (a+ bi)(c+di)+ (a+ bi)(e+ fi)

= 7173 + 2023
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Neutralne prvky

(0+0i)+(c+di)=c+di
(140i)-(c+di)=c+di

Neutralne prvky 0 =0+ 0i a1 =1+ 0/ s rovnaké ako v R.
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Inverzny prvok pre scitovanie

—(a+ bi)=—a— bi
(a+bi)+(—a—bi)=0+0/i=0
» Scitovanie je jednoduché.
> Je to to isté, ako obvyklé s€itovanie usporiadanych dvojic (po
stradniciach).

> Je to to isté, ako obvyklé sCitovanie vektorov v rovine.
> Ak sa pozerame iba na sCitovanie, tak mame izomorfné grupy:

(C,+) = (R, +).
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Inverzny prvok pre nasobenie

Pre ¢+ di #2040/, t.j. ¢ # 0 alebo d # 0.

1 1 c—di c—di

c+di c+d c—di  2+d?

a+bi a+bi c—di (a+bi)(c—di)
ct+di c+di c—di (c+di)(c—di)
(ac + bd) + (bc — ad)i ac+bd bc—ad.

2t d? T2re T ere!
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Inverzny prvok pre nasobenie

1 c—d

c+di 2+ d?
a+bi  (ac+ bd)+ (bc — ad)i

c+di c2+d?

c—di _ (c+di)(c—di) c*+d?

= = =1
2 +d? c2+d? c2+d?

(c+di)-
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Komplexné Cisla Operacie s komplexnymi Cislami

Delenie komplexnych Cisel

Priklad

1+2i  (L+2)2+i) 5 .
= = — =

2—i  (2-0)@2+i) 5
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Komplexné cisla Absolatna hodnota a komplexne zdruzené cisla

Komplexne zdruzené Cislo

Definicia

Komplexne zdruzenym Eislom k &islu z = a + bi nazyvame Cislo
Z=a— bi.

Cislo |z| = v/a% 4 b? nazyvame absolitna hodnota komplexného
Cisla z.

nt+n=zn+2
Z12Zp =212
z-7=|z?
z=7Z & z je realne

z=-Z & z je rydzoimaginarne
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Komplexné Cisla ako body v rovine

a+ bi

G

Figure: Znazornenie komplexného Cisla v rovine
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Goniometricky tvar

» Komplexnému €islo z = a + bi zodpoveda bod resp. vektor
(a, b).
» Vzdialenost od pociatku:

r=+va%+ b2

» Uhol s redlnou osou: cosp = 2 asingp =
» Dostaneme potom:

b
e

a+ bi = r(cos + isiny).
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Goniometricky tvar

Definicia
Zapis komplexného Cisla v tvare

z = r(cos p + isinp)

nazyvame goniometricky zapis komplexného &isla. Cislo

r =+/a® + b? nazyvame absolitna hodnota alebo tiez modul
komplexného &isla z a oznacujeme ho |z|. Cislo ¢ takeé, ze
a=rcosy a b= rsiny nazyvame argument komplexného &isla z.
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Goniometricky tvar

Priklad
Prez=1—+3imimer=|z|=/1+3=2
1
cosp = 5
sin V3
inp=——
2
Dostaneme -
p= —3 + 2km.
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Goniometricky tvar

Priklad

Z goniometrického tvaru algebraicky:

ﬁ(cosz+isinz>:\f2(\f+\fi) =141
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Moivrova veta

Pri vynasobeni dvoch komplexnych Cisel sa vynasobia ich absolutne
hodnoty a ich argumenty sa scitaji.

Veta (Moivrova veta)
Nech z; = ri(cosa + isina) a zo = r(cos B + isin ). Potom pre
ich sicin plati

712y = nr(cos(a + B) + isin(a + B)). (1)
Specilne z toho vyplyva, ze pre absoliitne hodnoty plati

|z122| = |21] - |22 (2)
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Moivrova veta

|2122’2 = Z12p - 212>

=2171 - D>

21 |z
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Goniometricky tvar, Moivrova veta
Moivrova veta

2122 = (ac — bd)? + (ad + bc)?
= (a?c® — 2abcd + b*d?) + (a*d? + 2abcd + b*c?)
= (ac)® + (bd)? + (ad)? + (bc)?

21?2 = (8% + b*)( + d?)
= (ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)?
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Moivrova veta

(cosa + isina)(cos B+ isin ) =
= (cosacos § — sinasin ) + i(cos asin § + sin a cos () =
= cos(a + B) + isin(a + 3)

Pre z1 = ri(cosa + isina) a zp = rp(cos B + isin 3) mame

2120 = rry(cos(a+ B) + isin(a + 3)).
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Mocniny

Désledok
AkneNaz=r(cosa+isina), tak

z" = r" (cos(na) + isin(na))
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Mocniny

n
(cos a+isina)" = cos(na)+isin(na) = (n> i"J cos asin" «
; J
Jj=0

n _ i n _ )
cos nx = cos” x — <2> cos" 2 xsin® x + (4) cos" 4 xsin*x — ...

. _ . n _ . n _ .
sinnx = ncos” ! xsinx — (3> cos” 3xsm3x+< >cos” Sxsin®x — ..
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Goniometricky tvar, Moivrova veta

Mocniny

cos2x = cos? x — sin® x

sin2x = 2 cos x sin x

cos 3x = cos> x — 3 cos xsin® x

sin3x = 3 cos? x sin x — sin3 x

cos4x = cos* x — 6 cos?

3

xsin? x + sin* x

3

sin4dx = 4 cos® xsin x — 4 cos xsin” x

cos5x = cos® x — 10 cos® sin® x + 5 cos x sin® x

sin5x = 5 cos* xsin x — 10 cos? x sin3 x + sin® x

6 4

cos 6x = cos® x — 15 cos* sin® x + 15 cos® x sin 6

X —sin° x

sin6x = 6 cos® x sin x — 20 cos> x sin> x + 6 cos x sin® x
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Kvadratické rovnice

,Odmocniny” zo zaporného Cisla

Vieme riedit x2 = r ajprer e R, r <0.

x> =—2a°

x> +a°2=0

(x —ia)(x+ia) =0
x = *ia
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s redlnymi koeficientmi

2a 43
n b\? b —dac
alx+—1] =
2a 43

2
(2a)? <x + 2’;) = b® — dac

z2=D = b*—4ac

Komplexné cisla



Kvadratické rovnice

Riesenie rovnic v komplexnych cCislach

Kvadratické rovnice s redlnymi koeficientmi

Pre D > 0 (realny pripad):
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s redlnymi koeficientmi

b 2
2a <X—|—> = b? — 4ac
2a

Pre D < 0 potrebujeme riesit z> = —(v/—D)?, teda
2172 = :Ei\/ -D

—b+iv—-D

X1,2 =
’ 2a
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s redlnymi koeficientmi

Pre D < 0:

2
(2a)? (x + 22) = b*> — 4ac

o

2a <X+ 2a> = :l:\/ —Di
b ++—Di

X+£: 2a
—b+ x=v/—-Di
2a
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s redlnymi koeficientmi

Priklad
Riesme rovnicu x2 + 4x +5 = 0.
Dostaneme D =16 —20 = —4 a

—4 42
X1,2 =

, 5 =2l

(—24+N)+(-2—-i)=—-4
(=2+)(-2—-1i)=5
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s komplexnymi koeficientami

» Co ak st a, b, c € C (nie nutne realne)?
> Stale potrebujeme riesit z2 = D pre D = b? — 4ac.
» Teraz je D nejaké komplexné &islo.
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Binomické rovnice

Binomické rovnice

Chceme riesit

predané z€ Cane N,
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Binomické rovnice

Binomické rovnice

n

z

X
r" (cos(nar) + isin(nar)) = |z|(cos ¢ + isin )

pre k=0,...,n—1.
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Binomické rovnice

Binomické rovnice

Priklad
x* =

x* = ﬁ(cosz + isin E)
4 4
r*(cosdg + isindy) = ﬁ(cos% + isin %)

=2 = r= \8f2

™

4o = — + 2k SR
p = 4 + 2k = Y= 16 + 5

Riesenia: x = V/2 (cos(f& + k) + isin(#% + k3)) pre
k=0,1,2,3.
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Binomické rovnice

Kvadratické rovnice

Y —b+ VD
 2a

Tu VD chapeme tak, ze zan mozno dosadit ktoriikol'vek z druhych
odmocnin &isla D. (T.j. ktorékolvek riesenie rovnice x2 = D.)
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Riesenie rovnic v komplexnych cCislach Binomické rovnice

Kvadratické rovnice

Priklad

x> —(1+ix—-2-i=0
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Zopar dalSich veci

Exponencidlny tvar komplexného cisla
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Zopar dalSich veci

Kvaterniény
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Zopar dalSich veci

Komplexné Cisla sa nedaji usporiadat
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