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Komplexné £ísla Komplexné £ísla

Komplexné £ísla

x2 = −1

▶ Zade�nujeme mnoºinu C a na nej operácie +, ·.
▶ Bude to roz²írenie reálnych £ísel. (T.j. R ⊆ C a pre reálne £ísla

fungujú operácie rovnako.)
▶ Bude sa s nimi da´ rozumne po£íta´; C je pole.
▶ V C bude ma´ rovnica x2 = −1 rie²enie. (V R rie²enie nemá.)
▶ Komplexné £ísla majú aj ve©a ¤al²ích zaujímavých vlastností.
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Komplexné £ísla Komplexné £ísla

Komplexné £ísla

Ideme k reálnym £íslam prida´ nové £íslo také, ºe

i2 = −1.

C = {a+ bi ; a, b ∈ R}
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Komplexné £ísla Algebraický tvar

Komplexné £ísla

▶ z = a+ bi je algebraický zápis komplexného £ísla
▶ �íslo a sa nazýva reálna £as´ komplexného £ísla a bi sa nazýva

imaginárna £as´ komplexného £ísla.
▶ Ozna£ujeme jeho reálnu £as´ Re z = a a imaginárnu £as´

Im z = bi .
▶ Dve komplexné £ísla sa rovnajú, ak sa zhoduje reálna aj

imaginárna £as´.

a1 + b1i = a2 + b2i ⇔ a1 = a2 a b1 = b2
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Komplexné £ísla Algebraický tvar

Rovnos´ komplexných £ísel

▶ Dve komplexné £ísla sa rovnajú, ak sa zhoduje reálna aj
imaginárna £as´.

a1 + b1i = a2 + b2i ⇔ a1 = a2 a b1 = b2

▶ Máme bijekciu C → R:

a+ bi 7→ (a, b)

▶ Komplexné £ísla by sme teda mohli de�nova´ aj ako
usporiadané dvojice reálnych £ísel.

▶ Môºeme ich reprezentova´ ako body (alebo vektory) v rovine.
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Sú£et a sú£in komplexných £ísel

(a+ bi) + (c + di) = (a+ c) + (b + d)i

(a+ bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi2

= ac + (bc + ad)i − bd

= (ac − bd) + (bc + ad)i
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Sú£et a sú£in komplexných £ísel

(a+ bi) + (c + di) = (a+ c) + (b + d)i

S£itovanie = sú£et usporiadaných dvojíc = sú£et vektorov v R2

(a+ bi)(c + di) = (ac − bd) + (bc + ad)i
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Sú£et a sú£in komplexných £ísel

Príklad
(2+ 3i) + (2− i) = 4+ 2i
(2+ 3i)(2− i) = 4− 2i + 6i + 3 = 7+ 4i
(
√
2+

√
2i)(

√
2+

√
2i) = 2+ 2i + 2i − 2 = 4i
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Komplexné £ísla obsahujú reálne £ísla

▶ Komplexné £íslo a+ bi stotoº¬ujeme s reálnym £íslom a.
▶ Teda R = {a+ 0i ; a ∈ R} ⊆ C.
▶ Operácie fungujú rovnako:

(a+ 0i) + (b + 0i) = (a+ b) + 0i

(a+ 0i)(b + 0i) = ab + 0i
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Sú£et a sú£in komplexných £ísel

i1 = i i2 = −1 i3 = −i i4 = 1

i4k+1 = i i4k+2 = −1 i4k+3 = −i i4k = 1
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Komplexné £ísla tvoria pole

▶ Chceme si rozmyslie´, ºe s komplexnými £íslami sa dá
�zmysluplne� po£íta´.

▶ Stru£ne sa to dá poveda´ tak, ºe (C,+, ·) je pole.
▶ Ak niekto nepoznám pojem po©a, tak sa to dá poveda´ tak, ºe:

S£itovanie a násobenie komplexných £ísel má ve©a vlastností
podobných ako pre reálne £ísla.
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

S£itovanie aj násobenie sú komutatívne

z1 + z2 = z2 + z1

(a+ bi) + (c + di) = (c + di) + (a+ bi)

(a+ c) + (b + d)i = (c + a) + (d + b)i

z1 · z2 = z2 · z1
(a+ bi) · (c + di) = (c + di) cot(a+ bi)

(ac − bd) + (ad + bc)i = (ca− db) + (cb + da)i

Komplexné £ísla



Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

S£itovanie aj násobenie sú asociatívne

(a+ bi) + [(c + di) + (e + fi)] = (a+ (c + e)) + (b + (d + f ))i

[(a+ bi) + (c + di)] + (e + fi) = ((a+ c) + e) + ((b + d) + f )i

z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3

(a+ bi)[(c + di)(e + fi)] = (a+ bi)[(ce − df ) + (cf + de)i ] =

= (ace − adf − bcf − bde) + (acf + ade + bce − bdf )i

[(a+ bi)(c + di)](e + fi) = [(ac − bd) + (bc + ad)i ](e + fi) =

= (ace − bde − bcf − adf ) + (acf − bdf + bce + ade)i

z1(z2z3) = (z1z2)z3
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Distributívnos´

z1(z2 + z3) = z1z3 + z2z3

z1(z2 + z3) = (a+ bi)[(c + e) + (d + f )i ]

= a(c + e)− b(d + f ) + a(d + f )i + b(c + e)i

= ac + ae − bd − bf + adi + afi + bci + bei

= (ac − bd + bci + adi) + (ae − bf + afi + bei)

= (a+ bi)(c + di) + (a+ bi)(e + fi)

= z1z3 + z2z3
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Neutrálne prvky

(0+ 0i) + (c + di) = c + di

(1+ 0i) · (c + di) = c + di

Neutrálne prvky 0 = 0+ 0i a 1 = 1+ 0i sú rovnaké ako v R.
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Inverzný prvok pre s£itovanie

−(a+ bi) = −a− bi

(a+ bi) + (−a− bi) = 0+ 0i = 0

▶ S£itovanie je jednoduché.
▶ Je to to isté, ako obvyklé s£itovanie usporiadaných dvojíc (po

súradniciach).
▶ Je to to isté, ako obvyklé s£itovanie vektorov v rovine.
▶ Ak sa pozeráme iba na s£itovanie, tak máme izomorfné grupy:

(C,+) ∼= (R,+).
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Inverzný prvok pre násobenie

Pre c + di ̸= 0+ 0i , t.j. c ̸= 0 alebo d ̸= 0.

1
c + di

=
1

c + di
· c − di

c − di
=

c − di

c2 + d2

a+ bi

c + di
=

a+ bi

c + di
· c − di

c − di
=

(a+ bi)(c − di)

(c + di)(c − di)
=

=
(ac + bd) + (bc − ad)i

c2 + d2
=

ac + bd

c2 + d2
+

bc − ad

c2 + d2
i

Komplexné £ísla



Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Inverzný prvok pre násobenie

1
c + di

=
c − di

c2 + d2

a+ bi

c + di
=

(ac + bd) + (bc − ad)i

c2 + d2

(c + di) · c − di

c2 + d2
=

(c + di)(c − di)

c2 + d2
=

c2 + d2

c2 + d2
= 1
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Komplexné £ísla Operácie s komplexnými £íslami

Delenie komplexných £ísel

Príklad

1+ 2i
2− i

=
(1+ 2i)(2+ i)

(2− i)(2+ i)
=

5i
5

= i
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Komplexné £ísla Absolútna hodnota a komplexne zdruºené £ísla

Komplexne zdruºené £íslo

De�nícia
Komplexne zdruºeným £íslom k £íslu z = a+ bi nazývame £íslo
z = a− bi .
�íslo |z | =

√
a2 + b2 nazývame absolútna hodnota komplexného

£ísla z .

z1 + z2 = z1 + z2

z1 · z2 = z1 · z2
z · z = |z |2

z = z ⇔ z je reálne

z = −z ⇔ z je rýdzoimaginárne
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Komplexné £ísla ako body v rovine

Figure: Znázornenie komplexného £ísla v rovine
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Goniometrický tvar

▶ Komplexnému £íslo z = a+ bi zodpovedá bod resp. vektor
(a, b).

▶ Vzdialenos´ od po£iatku:

r =
√
a2 + b2

▶ Uhol s reálnou osou: cosφ = a
r a sinφ = b

r .
▶ Dostaneme potom:

a+ bi = r(cosφ+ i sinφ).
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Goniometrický tvar

De�nícia
Zápis komplexného £ísla v tvare

z = r(cosφ+ i sinφ)

nazývame goniometrický zápis komplexného £ísla. �íslo
r =

√
a2 + b2 nazývame absolútna hodnota alebo tieº modul

komplexného £ísla z a ozna£ujeme ho |z |. �íslo φ také, ºe
a = r cosφ a b = r sinφ nazývame argument komplexného £ísla z .
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Goniometrický tvar

Príklad
Pre z = 1−

√
3i máme r = |z | =

√
1+ 3 = 2.

cosφ =
1
2

sinφ = −
√
3
2

Dostaneme
φ = −π

3
+ 2kπ.

Komplexné £ísla



Goniometrický tvar, Moivrova veta

Goniometrický tvar

Príklad
Z goniometrického tvaru algebraický:

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
=

√
2

(√
2
2

+

√
2
2

i

)
= 1+ i .

Komplexné £ísla



Goniometrický tvar, Moivrova veta

Moivrova veta

Pri vynásobení dvoch komplexných £ísel sa vynásobia ich absolútne
hodnoty a ich argumenty sa s£ítajú.

Veta (Moivrova veta)

Nech z1 = r1(cosα+ i sinα) a z2 = r2(cosβ + i sinβ). Potom pre
ich sú£in platí

z1z2 = r1r2(cos(α+ β) + i sin(α+ β)). (1)

�peciálne z toho vyplýva, ºe pre absolútne hodnoty platí

|z1z2| = |z1| · |z2|. (2)
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Moivrova veta

|z1z2|2 = z1z2 · z1z2
= z1z1 · z2z2
= |z1|2 · |z2|2
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Moivrova veta

|z1z2|2 = (ac − bd)2 + (ad + bc)2

= (a2c2 − 2abcd + b2d2) + (a2d2 + 2abcd + b2c2)

= (ac)2 + (bd)2 + (ad)2 + (bc)2

|z1|2 · |z2|2 = (a2 + b2)(c2 + d2)

= (ac)2 + (ad)2 + (bc)2 + (bd)2
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Moivrova veta

(cosα+ i sinα)(cosβ + i sinβ) =

= (cosα cosβ − sinα sinβ) + i(cosα sinβ + sinα cosβ) =

= cos(α+ β) + i sin(α+ β)

Pre z1 = r1(cosα+ i sinα) a z2 = r2(cosβ + i sinβ) máme

z1z2 = r1r2(cos(α+ β) + i sin(α+ β)).
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Mocniny

Dôsledok
Ak n ∈ N a z = r(cosα+ i sinα), tak

zn = rn (cos(nα) + i sin(nα))
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Mocniny

(cosα+i sinα)n = cos(nα)+i sin(nα) =
n∑

j=0

(
n

j

)
in−j cosj α sinn−j α

cos nx = cosn x −
(
n

2

)
cosn−2 x sin2 x +

(
n

4

)
cosn−4 x sin4 x − . . .

sin nx = n cosn−1 x sin x −
(
n

3

)
cosn−3 x sin3 x +

(
n

5

)
cosn−5 x sin5 x − . . .
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Goniometrický tvar, Moivrova veta

Mocniny

cos 2x = cos2 x − sin2 x

sin 2x = 2 cos x sin x

cos 3x = cos3 x − 3 cos x sin2 x

sin 3x = 3 cos2 x sin x − sin3 x

cos 4x = cos4 x − 6 cos2 x sin2 x + sin4 x

sin 4x = 4 cos3 x sin x − 4 cos x sin3 x

cos 5x = cos5 x − 10 cos3 sin2 x + 5 cos x sin4 x

sin 5x = 5 cos4 x sin x − 10 cos2 x sin3 x + sin5 x

cos 6x = cos6 x − 15 cos4 sin2 x + 15 cos2 x sin4 x − sin6 x

sin 6x = 6 cos5 x sin x − 20 cos3 x sin3 x + 6 cos x sin5 x
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Kvadratické rovnice

�Odmocniny� zo záporného £ísla

Vieme rie²i´ x2 = r aj pre r ∈ R, r < 0.

x2 = −a2

x2 + a2 = 0

(x − ia)(x + ia) = 0

x = ±ia
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s reálnymi koe�cientmi

ax2 + bx + c = 0

a

(
x +

b

2a

)2

+ c − b2

4a
= 0

a

(
x +

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a(
x +

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2

(2a)2
(
x +

b

2a

)2

= b2 − 4ac

z2 = D = b2 − 4ac
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s reálnymi koe�cientmi

Pre D ≥ 0 (reálny prípad):

(2a)2
(
x +

b

2a

)2

= b2 − 4ac

2a
(
x +

b

2a

)
= ±

√
D

x +
b

2a
=

±
√
D

2a

x =
−b +±

√
D

2a
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s reálnymi koe�cientmi

2a
(
x +

b

2a

)2

= b2 − 4ac

Pre D < 0 potrebujeme rie²i´ z2 = −(
√
−D)2, teda

z1,2 = ±i
√
−D

x1,2 =
−b ± i

√
−D

2a
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s reálnymi koe�cientmi

Pre D < 0:

(2a)2
(
x +

b

2a

)2

= b2 − 4ac

2a
(
x +

b

2a

)
= ±

√
−Di

x +
b

2a
=

±
√
−Di

2a

x =
−b +±

√
−Di

2a
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s reálnymi koe�cientmi

Príklad
Rie²me rovnicu x2 + 4x + 5 = 0.
Dostaneme D = 16− 20 = −4 a

x1,2 =
−4± 2i

2
= −2± i .

(−2+ i) + (−2− i) = −4

(−2+ i)(−2− i) = 5
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice s komplexnými koe�cientami

▶ �o ak sú a, b, c ∈ C (nie nutne reálne)?
▶ Stále potrebujeme rie²i´ z2 = D pre D = b2 − 4ac .
▶ Teraz je D nejaké komplexné £íslo.
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Binomické rovnice

Binomické rovnice

Chceme rie²i´
xn = z

pre dané z ∈ C a n ∈ N.
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Binomické rovnice

Binomické rovnice

xn = z

rn (cos(nα) + i sin(nα)) = |z |(cosφ+ i sinφ)

r = n
√
|z |

α =
φ

n
+

2k
n
π

pre k = 0, . . . , n − 1.
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Binomické rovnice

Binomické rovnice

Príklad

x4 =1

x4 =
√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4
)

r4(cos 4φ+ i sin 4φ) =
√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4
)

r4 =
√
2 ⇒ r =

8
√
2

4φ =
π

4
+ 2kπ ⇒ φ =

π

16
+ k

π

2

Rie²enia: x = 8
√
2
(
cos( π

16
+ k π

2
) + i sin( π

16
+ k π

2
)
)
pre

k = 0, 1, 2, 3.
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Binomické rovnice

Kvadratické rovnice

x =
−b +

√
D

2a

Tu
√
D chápeme tak, ºe za¬ moºno dosadi´ ktorúko©vek z druhých

odmocnín £ísla D. (T.j. ktoréko©vek rie²enie rovnice x2 = D.)
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Rie²enie rovníc v komplexných £íslach Binomické rovnice

Kvadratické rovnice

Príklad

x2 − (1+ i)x − 2− i = 0
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Zopár ¤al²ích vecí

Exponenciálny tvar komplexného £ísla
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Zopár ¤al²ích vecí

Kvaternióny
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Zopár ¤al²ích vecí

Komplexné £ísla sa nedajú usporiada´

Komplexné £ísla
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