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Okruhy a idealy



Definicia okruhu

Definicia
Nech R je mnozina, 4+ a - st binarne operacie na tejto mnozine.
Potom (R, +, ) volame okruh, ak plati:

(i) (R,+) je komutativna grupa.

(ii) Operacia - je asociativna, t.j. plati:
(VX,y,ZE R)(XY)Z:X(yZ)
(iii) Platia distributivne zakony:

(Vx,y,ze€R)x-(y+z)=x-y+x-z
(Vx,y,z€R)(y+2z) - x=y-x+2z-x
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Definicia okruhu

(i) (R,+) je komutativna grupa.

(ii) Operacia - je asociativna, t.j. plati:
(\V/X,_)/,ZE R)(Xy)Z:X(yZ)
(iii) Platia distributivne zakony:

(Vx,y,z€R)x-(y+z)=x-y+x-z
(Vx,y,z€ R)(y+2z) - x=y-x+2z-x
Oznacenie pri operacii +:

» neutrdlny prvok oznacujeme 0;
» inverzny prvok oznacujeme —x.
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Okruhy Definicia okruhu

(Vx,y € R)x+y=y+x
(Vx,y,z€ R)(x+y)+z=x+(y +2)
(F0eR)(VxeER)x+0=0+x=x
(VxeR)(FyeR)x+y=y+x=0
(Vx,y,z€R)(x y)- z=x"(y-2)
(Vx,y,zeR)x-(y+2z)=x-y+x-z
(Vx,y,z€R)(y+2z) x=y-x+z-x
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Definicia okruhu

Definicia
Okruh (R, +,+) sa nazyva komutativny okruh, ak operacia - je
komutativna.

(Vx,y ER)x-y=y-x
Okruh (R, +, ) nazyvame okruh s jednotkou, ak existuje neutralny
prvok na nasobenie, ktory je navyse r6zny od nuly. Ak takyto prvok
existuje, budeme ho oznacovat 1.

(F1e R\{0})(VxeR)l - x=x-1=1
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Okruhy Definicia okruhu

Definicia

Nech (R, +,-) je okruh. Hovorim, ze R je okruh bez delitelov nuly,

akza-b=0vyplyva a=0 alebo b =0.
(Va,beR)(a-b=0=a=0Vb=0)

Okruh (R, +, ) nazyvame obor integrity, ak je to komutativny
okruh s jednotkou bez delitelov nuly.
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Okruhy Priklady okruhov

Priklady okruhov

> 7,Q,R,C s obvyklym s€itovanim a nasobenim
» matice 2 x 2 (resp. n X n)

R:{(i Z);a,b,c,deR}
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Okruhy Priklady okruhov

Priklady okruhov

(P(X),5,0)

AAB = (A\ B)U(B\ A)
ANB={x;(xe A)A(x € B)}
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Okruhy Priklady okruhov

Priklady okruhov

A AAB |B

Figure: Vennov diagram pre symetricki diferenciu AAB
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Okruhy Homomorfizmy okruhov

Homomorfizmus a izomorfizmus

Definicia
Nech Ry st okruhy a f: Ry — R» je zobrazenie. Hovorime, Ze
f: Ry — Ry je homomorfizmus ak pre [ubovolné x; » € Ry plati:

f(Xl +X2):f( )—l—f(XQ)
fx-x2) = f(x) - f(x)

Definicia

Ak f: Ry — R» je homomorfizmus a suCasne to je bijekcia, tak
hovorime, ze f je izomorfizmus.

Okruhy R o nazyvame izomorfné, ak existuje izomorfizmus

Ri — R». OznaCujeme Ry = R».
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Okruhy Podokruh

Podokruh

Definicia
Nech (R, +,-) je okruh a S C R. Hovorime, ze S je podokruh
okruhu R, ak:
(i) S#£0
(ii) Pre Tubovolné x,y € S platiaj x —y € S.
(iii) Pre lubovolné x,y € S plati aj x -y € S.
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Idealy v okruhoch
|dedly

Definicia
Nech R je okruh a I C R. Hovorime, ze | je idedlv R ak | # () a
suCasne plati:
(i) Prelubovolné a,belaja—bel.
(ii) Pre lubovolné a€ | ar € R plati aj ar,rac I.

(Va,bell)a—bel
(Vael)(reR)a-r,r-acl
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Idealy v okruhoch

|dedly

(i) Prelubovolné a,belaja—bel.
(ii) Pre lTubovolné a€ | a r € R plati aj ar,ra e I.
> (/,+) je podgrupa (R,+)
> |deal = podokruh, ale navyse vyzadujeme uzavretost na
nasobenie [ubovolnym prvkom.
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Idealy v okruhoch

|dedly

» {0} a R st idealy v R.
» Ak F je pole, tak jediné idealy sa {0} a F.
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Idealy v okruhoch

Hlavny ideal

Nech R je komutativny okruh s jednotkou a a € R.

I =(a) ={ax;x € R}

axiy — axXp = a(x1 — X2)

(ax)r = a(xr)
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Idealy v okruhoch

Jadro homomorfizmu

Tvrdenie

Nech R, R" st okruhy a f: R — R’ je homomorfizmus okruhov.
Potom mnozina

Kerf = {x € R; f(x) =0}

je ideadl v R. Tito mnoZinu nazyvame jadro homomorfizmu f.

f(a) = f(b) =0
f(a—b) = f(a)— f(b) =0—0=0.

f(ax) = f(a) - f(x) =0 f(x) = 0,
f(xa) = f(x) - f(a) = f(x) - 0 = 0.
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