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Okruh Z

Okruh celých £ísel

Chceme:
▶ Poveda´ nie£o o delite©nosti.
▶ Poveda´ ako vyzerajú ideály v Z.
▶ Podobné veci nás budú zaujíma´ pre okruh F [x ] (okruh

polynómov nad po©om F ).
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Okruh Z Veta o delení so zvy²kom

Veta o delení so zvy²kom

Tvrdenie (Veta o delení so zvy²kom)

Nech a, b ∈ Z a b ̸= 0. Potom existujú celé £ísla q, r také, ºe platí

a = q · b + r , 0 ≤ r < |b|.

Navy²e £ísla q a r sú týmito podmienkami jednozna£ne ur£ené.
�íslo q nazývame podiel a £íslo r zvy²ok £ísla a po delení £íslom b.
Pre zvy²ok budeme pouºíva´ ozna£enie r = a mod b.
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Okruh Z Veta o delení so zvy²kom

Delite©nos´

De�nícia
Ak a, b ∈ Z tak hovoríme, ºe a delí b, ak existuje celé £íslo q také,
ºe b = qa. Ozna£ujeme a | b.
▶ 1 | a, a | 0;
▶ Ak 0 | a, tak a = 0.
▶ a | a;
▶ Ak a | b aj b | a, tak a = ±b
▶ Ak a | b a b | c , tak aj a | c .
▶ Ak a | b aj a | c , tak a | b ± c .
▶ Ak a | b aj a | c , tak platí a | bx + cy pre ©ubovo©né x , y ∈ Z.
▶ Ak a, b ∈ N, tak z a | b vyplýva a ≤ b.
▶ Ak a | b a b ̸= 0, tak |a| ≤ |b|.
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Ideály v okruhu Z Ideály v okruhu Z

Kaºdý ideál v Z je hlavný

Tvrdenie
Nech I ⊆ Z je ideál v okruhu (Z,+, ·). Potom existuje a ∈ Z také,
ºe

I = (a) = {ax ; x ∈ Z}.

Ak navy²e pridáme podmienku a ≥ 0, tak £íslo a je jednozna£ne
ur£ené.

Stru£né zhrnutie dôkazu: Celý dôkaz sa stru£ne dá zhrnú´ tak, ºe:
▶ Zoberieme si najmen²ie kladné a patriace do ideálu I .
▶ Ukáºeme, ºe v²etky ostatné prvky v I sú násobky £ísla a.

Okruhy celých £ísel a delite©nos´



Ideály v okruhu Z Ideály v okruhu Z

Ideály a delite©nos´

Pre a, b ∈ Z sú tieto podmienky ekvivalentné:
▶ a | b
▶ b ∈ (a)
▶ (b) ⊆ (a).
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Ideály v okruhu Z Najvä£²í spolo£ný delite©

Najvä£²í spolo£ný delite©

De�nícia
Nech a, b ∈ Z. Celé £íslo d ≥ 0 nazveme najvä£²í spolo£ný delite©
£ísel a, b ak d ≥ 0 a platí:

(i) d | a, d | b (T.j. d je sú£asne delite© a aj delite© b.)

(ii) Pre kaºdé c ∈ Z také, ºe c | a, c | b platí aj c | d .
Ozna£ujeme: d = gcd(a, b).
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Ideály v okruhu Z Najvä£²í spolo£ný delite©

Najvä£²í spolo£ný delite©

Tvrdenie
Nech a, b ∈ Z. Potom mnoºina

(a, b) = {ax + by ; x , y ∈ Z}

je ideál v Z.
Navy²e ak d ≥ 0 je celé £íslo také, ºe (d) = (a, b), tak d je
najvä£²í spolo£ný delite© (a, b).

Dôsledok (Bézoutova identita)

Ak d = gcd(a, b) tak existujú x , y ∈ Z také, ºe

d = ax + by .
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Ideály v okruhu Z Najvä£²í spolo£ný delite©

Nesúdelite©né £ísla

De�nícia
Celé £ísla a, b nazývame nesúdelite©né, ak gcd(a, b) = 1.

Dôsledok
Ak a, b ∈ Z sú nesúdelite©né celé £ísla, tak existujú x , y ∈ Z také,
ºe

ax + by = 1.
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Prvo£ísla

Prvo£ísla

De�nícia
Prirodzené £íslo p > 1 sa nazýva prvo£íslo ak pre jeho ©ubovo©ný
zápis v tvare p = a · b platí a = 1 alebo b = 1.

Veta (Základná veta aritmetiky)

Pre kaºdé prirodzené £íslo n > 1 existujú prvo£ísla p1, p2, . . . , pk
také, ºe

n = p1 · p2 · · · pk .

Navy²e takýto zápis je ur£ený jednozna£ne aº na poradie.
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Prvo£ísla

Prvo£ísla

Tvrdenie
Nech p je prvo£íslo, a, b sú celé £ísla. Ak p | ab, tak p | a alebo
p | b.

p | ab ⇒ p | a ∨ p | b

gcd(p, a) = 1

px + ay = 1

pbx + aby = b

p | p
p | ab

}
⇒

p | pbx
p | aby

}
⇒ p | pbx + aby = b.
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Prvo£ísla

Nesúdelite©né £ísla

Tvrdenie
Nech p je prvo£íslo, a, b sú celé £ísla. Ak p | ab, tak p | a alebo
p | b.

p | ab ⇒ p | a ∨ p | b

Tvrdenie
Ak pre celé £ísla a, b, c platí a | bc a gcd(a, b) = 1, tak a | c .
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Kongruencie

Kongruencie

De�nícia
Ak a, b, n ∈ Z, tak hovoríme, ºe £ísla a, b sú kongruentné modulo
n, ak platí

n | a− b.

Ozna£ujeme a ≡ b (mod n).

a ≡ b (mod n) ⇔ n | a− b

a ≡ b (mod n) ⇔ a ≡ b (mod − n)

a ≡ b (mod 0) ⇔ a = b

a ≡ b (mod 1) ⇔ a, b ∈ Z
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Kongruencie

Kongruencia je relácia ekvivalencie

Tvrdenie
Nech a, b, c , n ∈ Z. Potom platí:

(i) a ≡ a (mod n)

(ii) Ak a ≡ b (mod n), tak aj b ≡ a (mod n).

(iii) Ak platí a ≡ b (mod n), b ≡ c (mod n), tak aj a ≡ c
(mod n).
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Kongruencie

S£itovanie a násobenie kongruencií

Tvrdenie
Nech a, b, c , d , n ∈ Z. Ak

a ≡ c (mod n)

b ≡ d (mod n)

tak platí aj

a+ b ≡ c + d (mod n)

a · b ≡ c · d (mod n)
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Kongruencie Zvy²kové triedy a okruh Z/(n)

Okruh Z/(n)

Kongruencia modulo n je relácia ekvivalencie.

a = [a] = {x ∈ Z; x ≡ a (mod n)}

Z/(n) = {a; a ∈ Z}

x + y = x + y

x · y = x · y
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Kongruencie Zvy²kové triedy a okruh Z/(n)

S£itovanie a násobenie sú dobre de�nované

Tvrdenie
Nech n ∈ Z, n ̸= ±1. Potom vz´ahy

x + y = x + y

x · y = x · y

ur£ujú dobre de�nované binárne operácie na mnoºine Z/(n).
Mnoºina Z/(n) s týmito operáciami tvorí komutatívny okruh
s jednotkou.
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Kongruencie Zvy²kové triedy a okruh Z/(n)

Pole Z/(p)

Tvrdenie
Ak (p) je prvo£íslo, tak (Z/(p),+, ·) je pole.

ax + py = 1

ax ≡ 1 (mod p)

a · x = 1
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