Okruhy celych cisel a delitelnost

17. oktébra 2024

Okruhy celych cisel a delitel'nost



Okruh Z

Okruh celych cisel

Chceme:
» Povedat nieco o delitel nosti.
» Povedat ako vyzerajl idedly v Z.
» Podobné veci nas budi zaujimat pre okruh F[x] (okruh
polynémov nad polom F).
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Okruh Z Veta o deleni so zvyskom

Veta o deleni so zvyskom

Tvrdenie (Veta o deleni so zvyskom)

Nech a,b € 7 a b # 0. Potom existujii celé ¢isla q, r také, Ze plati
a=q-b+r, 0<r<|bl
Navyse Cisla q a r si tymito podmienkami jednoznacne urcené.

Cislo q nazyvame podiel a éislo r zvysok ¢isla a po deleni Gislom b.
Pre zvysok budeme pouzivat oznacenie r = a mod b.
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Okruh Z Veta o deleni so zvyskom

Delitel nost

Definicia
Ak a, b € Z tak hovorime, ze a deli b, ak existuje celé Cislo g také,
ze b = ga. Oznaujeme a | b.
> 1]a alO0;
» Ak 0| a, tak a=0.
> ala;
» Ak a|bajb|a taka==%b
» Aka|bab|c takajalc.
> Aka|bajalc takal|b=Eec.
> Ak a| b aj a| c, tak plati a | bx + cy pre [ubovolné x,y € Z.
» Ak a,b e N, tak z a| b vyplyva a < b.
> Ak a| ba b#0, tak |a| < |b].
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Idealy v okruhu Z Idealy v okruhu Z

Kazdy ideal v Z je hlavny

Tvrdenie
Nech | C 7 je ideal v okruhu (Z,+,-). Potom existuje a € 7 také,
ze
I =(a) ={ax;x € Z}.

Ak navyse pridime podmienku a > 0, tak ¢&islo a je jednoznacne
urcené.
Stru¢né zhrnutie dékazu: Cely dékaz sa stru¢ne da zhrnat tak, Ze:

» Zoberieme si najmensie kladné a patriace do idealu /.

> Ukazeme, ze vsetky ostatné prvky v [ si nasobky Cisla a.
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Idealy v okruhu Z Idealy v okruhu Z

|dealy a delitelnost

Pre a, b € 7 s tieto podmienky ekvivalentné:
> alb
> be(a)
> (b) C (a).
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Idealy v okruhu Z Najvicsi spolocny delitel

Definicia
Nech a, b € Z. Celé cislo d > 0 nazveme najvacsi spolocny delitel
Cisel a, b ak d > 0 a plati:

(i) d]a, d|b(T]. djesacasne delitel a aj delitel b.)

(ii) Pre kazdé c € Z také, ze c | a, c | b plati aj ¢ | d.
OznaCujeme: d = gcd(a, b).
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Idealy v okruhu Z Najvicsi spolocny delitel

Najvacsi spolocny delitel

Tvrdenie
Nech a, b € Z. Potom mnoZina

(a,b) ={ax + by;x,y € Z}
je idedl v Z.
Navyse ak d > 0 je celé Cislo také, ze (d) = (a, b), tak d je
najvacsi spolocny delitel (a, b).

Dosledok (Bézoutova identita)
Ak d = gcd(a, b) tak existuji x,y € 7 také, ze

d = ax + by.
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Idealy v okruhu Z Najvicsi spolocny delitel

Nestdelitelné ¢&isla

Definicia
Celé ¢isla a, b nazyvame nesidelite/né, ak ged(a, b) = 1.

Désledok

Ak a, b € 7 sii nesidelitelné celé Cisla, tak existuji x,y € 7 také,
ze
ax + by = 1.
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Prvocisla

Prvocisla

Definicia

Prirodzené &islo p > 1 sa nazyva prvocislo ak pre jeho lubovolny
zapis v tvare p = a- b plati a=1 alebo b= 1.

Veta (Zakladna veta aritmetiky)

Pre kazdé prirodzené Cislo n > 1 existuji prvocisla p1, p2, - .., Pk
také, ze
n=p1: p2- Pk

Navyse takyto zapis je urCeny jednoznalne az na poradie.
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Prvocisla

Prvocisla

Tvrdenie
Nech p je prvocislo, a, b si celé ¢isla. Ak p | ab, tak p | a alebo

plb.
plab = plavpl|b

ged(p,a) =1
px+ay =1
pbx 4+ aby = b

plp p | pbx
p|ab p | aby

}:>p]pbx+aby:b.
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Prvocisla

Nestdelitelné ¢&isla

Tvrdenie
Nech p je prvocislo, a, b si celé ¢isla. Ak p | ab, tak p | a alebo
p|b.
plab = plavpl|b
Tvrdenie

Ak pre celé Cisla a, b, ¢ plati a | bc a gcd(a,b) =1, tak a | c.
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Kongruencie

Kongruencie

Definicia
Ak a, b,n € Z, tak hovorime, Ze &isla a, b st kongruentné modulo
n, ak plati
nl|a—b.
Oznalujeme a = b (mod n).
a=b (mod n) & njla—b
a=b (mod n) & a=b (mod —n)

a=b (modD0) & a=»b
a=b (mod1) & a,beZ
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Kongruencie

Kongruencia je relacia ekvivalencie

Tvrdenie
Nech a, b, c,n € Z. Potom plati:

(i) a=a (mod n)

(ii) Ak a= b (mod n), tak aj b= a (mod n).

(iii) Ak platia=b (mod n), b=c (mod n), tak aja=c
(mod n).
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Kongruencie

Scitovanie a nasobenie kongruencii

Tvrdenie
Nech a,b,c,d,n € Z. Ak

a=c (mod n)
b=d (mod n)

tak plati aj

a+b=c+d (mod n)
a-b=c-d (mod n)
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Kongruencie Zvyskové triedy a okruh Z/(n)

Okruh Z/(n)

Kongruencia modulo n je relacia ekvivalencie.

a=[a={x€Z;x=a (modn)}
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Kongruencie Zvyskové triedy a okruh Z/(n)

S&itovanie a nasobenie st dobre definované

Tvrdenie
Nech n € 7Z, n # +1. Potom vztahy

X +

X -

:X—|-y

<l <l

urCujii dobre definované binarne operacie na mnozine 7./(n).
Mnozina Z./(n) s tymito operaciami tvori komutativny okruh
s jednotkou.
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Kongruencie Zvyskové triedy a okruh Z/(n)

Pole Z/(p)

Tvrdenie
Ak (p) je prvoéislo, tak (Z/(p),+, ) je pole.

ax+py =1
ax=1 (mod p)

a-x=1
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