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Okruh polynémv Polynémy ako funkcie

Polynémy ako funkcie

Funkcie f: F — F tvaru
f(X) = apx" + an—lxn_1 + -+ a1x + ap,

kde ag,...,a, € F.
» Ak F je nekonecné pole, takyto pohlad je v poriadku.
» Pri konecnych poliach treba niektoré veci robit inak.
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Okruh polynémv Polynémy ako funkcie

Terminolégia

f(x) = apx" + an X" 14 Faix+ag

» Stupei st f(x) = n, ak a, # 0. Pre nulovy polyném polozime
st f(x) = —o0.

» ao,...,a, volame koeficienty

» Vyraz a,x" volame vedici ¢len polynému f(x) a a, sa nazyva
vedici koeficient.

» Ak a, =1, tak polyném f(x) je normovany alebo monicky.

Polynémy a okruh F[x]



Okruh polynémv Operacie s polynémami

Operéacie s polynémami

» Polynémy vieme scitovat a nasobit.
» Dostaneme tak komutativny okruh s jednotkou.
> Je to aj obor integrity.

st f(x)g(x) = st f(x) + st g(x) (1)
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Okruh polynémv Veta o deleni so zvyskom

Veta o deleni so zvyskom

Tvrdenie (Veta o deleni so zvyskom)

Nech f(x), g(x) € F[x] a g(x) # 0. Potom existuji celé polynémy
q(x), r(x) € F[x] také, ze plati

F(x) = qx) - g(x) + r(x),  str(x) < stg(x).

Navyse polynémy q(x) a r si tymito podmienkami jednoznacne
urcené.

Polyném q(x) budeme volat podiel a polyném r(x) zvysok po
deleni polynému f(x) polynémom g(x). Budeme pouzivat
oznacenie r(x) = f(x) mod g(x).
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Okruh polynémv Delitelnost v okruhu polynémov

Delitelnost v F[x]

Definicia

Nech F je pole a f(x), g(x) € F[x]. Hovorime, ze f(x) deli g(x) a

oznacujeme f(x) | g(x), ak existuje polyném h(x) € F[x] taky, ze
g(x) = f(x)h(x).

V opaénom pripade pouzivame oznacenie f(x) t g(x).

) elx) & rx)=0
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Okruh polynémv Delitelnost v okruhu polynémov

Delitelnost v F[x]

Tvrdenie

Nech F je pole, f(x), g(x), h(x) € F[x]. Potom plati:

(i) 1] F(x), f(x) [0

(ii) Ak 0| f(x), tak f(x) =0.

(i) F(x) | £(x)
(iv) Ak f(x) | g(x) a g(x) | h(x), tak f(x) | h(x) .

v) Ak f(x) | g(x) aj g(x) | f(x), tak existuje c € F, ¢ # 0 také,

Ze f(x) = cg(x); a obratene.

f(x) | g(x)Ng(x) | f(x) < f(x) = c-g(x) pre nejaké c € F\{0}
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Okruh polynémv Delitelnost v okruhu polynémov

Delitelnost v F[x]

F(x) [ g(x), f(x) | h(x) = f(x) | g(x) + h(x)
F(x) [ g(x) = f(x) [ g(x)h(x)

Polynémy a okruh F[x]



Korene polynémov Korene polynémov

Dosadenie a zvySok

f(c) =anc" +---+aic+ ap.

Mdzeme si vsimnit, Zze hodnota f(c) prirodzene savisi s delenim
polynémom tvaru x — c.

Tvrdenie
Nech F je pole, f(x) € F[x] a c € F. Ozname r zvySok po deleni

polynému f(x). Potom plati f(c) = r.

Polynémy a okruh F[x]



Korene polynémov Korene polynémov

Dosadenie a zvySok

Definicia

Nech F je pole a f(x) € F[x]. Prvok c € F je koren polynému
f(x) = apx"+ -+ a1x + ag ak plati

f(c) = anc"+---+aic+ap=0.

Tvrdenie

Nech F je pole, f(x) € F[x] a c € F. Potom c je korefiom
polynému f(x) prave vtedy, ked (x — ¢) | f(x), tj. ked existuje
polyném g(x) taky, ze

f(x) = (x = c)g(x).
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Korene polynémov Korene polynémov

Dosadenie a zvySok

Definicia
Nech F je pole, f(x) € F[x] a c € F. Hovorime, ze c je k-ndsobny
koreri polynému f(x) ak

(x — ) | F(x).

Veta
Nech f(x) € F[x] je nenulovy polyném nad polom F. Potom pocet
koreriov polynému f(x) v F je nanajvys st f(x).
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Korene polynémov Kedy sa polynomicka funkcia rovna nule

Nulové funkcia musi mat nulové koeficienty

Ak F je nekonené pole, tak z
(Vce F)f(c)=0

vyplyva a9 = a1 =---=a, =0.
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Korene polynémov Kedy sa polynomicka funkcia rovna nule

Nefunguje to v konecnych poliach

f,gZZQ%ZQ

f=x>+x
g:
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Korene polynémov Racionalne korene

Nefunguje to v konecnych poliach

Veta

Nech f(x) = apx" + -+ 4+ a1x + ag € Q[x] pricom a, # 0 a vsetky
koeficienty sii celé ¢isla. Ak racionélne &islo £ je korefiom polynému
f(x), pricom gcd(p, q) = 1, tak plati

pla,  qlan

Désledok
Ak f(x) je monicky polyném s celociselnymi koeficientami a « je
nejaky raciondlny koren polyném f(x), tak plati o € Z.
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Korene polynémov Idealy v okruhu polynémov

Delitelnost a ideély
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Korene polynémov Idealy v okruhu polynémov

Iba hlavné idealy

Tvrdenie
Nech F je pole a | C F[x] je idedl v okruhu (F|[x],+,"). Potom
existuje polyném a(x) € F|[x| taky, ze

I'=(a(x)) = {a(x)f (x); f(x) € FIx]}

Ak navyse pridame podmienku, Ze polyném a(x) je monicky alebo
nulovy, tak je polyndm a(x) idealom | jednoznacne urceny.
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Korene polynémov Idealy v okruhu polynémov

Najvacsi spolocny delitel

Definicia
Nech F je pole a f(x), g(x) € F[x]. Hovorime, Ze polyném
d(x) € F[x] je najvacsi spolocny delitel polynémov f(x) a g(x), ak
plati
> d(x) | (), d(x) | g(x)
» Pre [ubovolny polyném c(x) € F[x] taky, ze c(x) | f(x) a
c(x) | g(x) plati aj c(x) | d(x).

c(x) [ f(x) Ae(x) [ g(x) = c(x) | d(x)
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Korene polynémov Idealy v okruhu polynémov

» Takto definovany n.s.d nie je ureny jednoznacne.
» Monicky n.s.d oznacime

d(x) = ged(f(x), g(x))-
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Korene polynémov Idealy v okruhu polynémov

Najvacsi spolocny delitel

Tvrdenie
Nech F je pole a f(x), g(x),d(x) € F[x]. Potom mnozina

I'={u(x)f(x) + v(x)g(x); u(x), v(x) € FIx]}
Je idedl v okruhu F[x].
Polyném d(x) je najvacsi spolo¢ny delitel polynémov f(x) a g(x)
prave vtedy, ked (d(x)) = 1.

(d(x)) = {u(x)f(x) + v(x)g(x); u(x), v(x) € F[x]}
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Korene polynémov Idealy v okruhu polynémov

Bézoutova identita

Désledok
Nech F je pole a f(x), g(x) € F[x]. Ak d(x) = ged(f(x),g(x)),
tak existuji polynémy u(x), v(x) € F[x| také, ze

d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x).
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Korene polynémov Kongruencie

Kongruencie

Definicia
Nech F je pole a a(x), b(x), f(x) € F[x]. Hovorime, Ze polynémy
a(x) a b(x) su kongruentné modulo f(x) ak plati

fF(x) | a(x) = b(x).
Pre tak(to situdciu pouzivame oznacenie a(x) = b(x) (mod f(x)).

a(x) = b(x) (mod f(x)) & f(x) | a(x) — b(x)
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Korene polynémov

Kongruencie

Tvrdenie
Nech f(x), a(x), b(x), c(x) € F[x]. Potom plati:

(i) a(x) = a(x) (mod f(x))
(ii) Ak a(x) = b(x) (mod f(x)), tak aj b(x) = a(x) (mod f(x)).

(iii) Ak a(x) = b(x) (mod f(x)) a b(x) = c(x) (mod f(x)), tak
aj a(x) = c¢(x) (mod f(x)).
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Korene polynémov

Kongruencie

Ak a(x) = c(x) (mod f(x)), b(x) = d(x) (mod f(x)), tak plati

(x) +d(x) (mod f(x))

(x) - d(x) (mod £(x)) @)
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