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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 25. septembra 2024

1.1 Sylaby a literatura

1.1.1 Literataura

Pri priprave tjchto pozndmok som cerpal najmé z knih [BS, D} ISS]. V ¢astiach o histérii teérie
mnozin som ¢erpal hlavne z [BS, (GGl [Z]. Samozrejme, pomohli mi aj rézne internetové zdroje
ako napriklad [WIK], blogy réznych matematikov, s niektorym tlohami, ktoré uvddzam ako
cvicenia, som sa stretol na réznych matematickych diskusnych férach. Mnohé cvi¢enia som
prebral z [[J ISS].

Kniha [SS| je velmi zrozumitelne pisand a je urcens pre studentov ucitelskych odborov.
Kniha [BS| je ndro¢nejsia a obsahuje aj velmi pokro¢ilé ¢asti, ktoré vyrazne presahuji obsah
tohoto kurzu. Prvé dve jej kapitoly zhruba zodpovedaji tomu, ¢o budeme preberat’ﬂ 7 dalsich
textov dostupnych v slovenéine alebo ¢estine spomenime este [B2]. Pokial ste schopni ¢itat
text v anglictine, lahko néjdete velké mnozstvo dalsich vybornych textov o tedrii mnozin.

1.1.2 Sylaby predmetu

Zermelov-Fraenkelov axiomaticky system tedrie mnozin. Kardindlne ¢isla a kardinalna arit-
metika. Spocitatelné a nespocitatelné mnoziny. Mohutnost kontinua a kardinalita mnozin
vyskytujucich sa v Skolskej matematike. Axiéma vyberu, jej ekvivalenty a dosledky.

1.1.3 Stara a nova akreditacia

Explicitne upozornim na to, ze pri prechode na novia akreditaciu sa o nieco zmenili obsah
tohoto predmetu. Dolezitym rozdielom ja aj to, ze teraz uz veci z tohoto predmetu nie st
sucastou statnych skiisok. Tomu som prisposobil aj uéebny text — vynechal c¢asti, ktoré sa
nepreberaju a pri preberanej latke mierne upravil poradie.

Na mojej stranke najdete aj text vytvoreny ked predmet bezal podla starej akreditacie
[SI2]. Je mozné, Zze bude pre niekoho zaujimavy — pre Tudi, ktory absolvuji tento predmet

1Jeden exemplar [BS| sa kedysi nachadzal aj v kniznici na dtriovych domkoch — ak t4 kniznica este funguje,
mozno ju tam zoZeniete. Obe knihy by vSak mali byt u nds pomerne dostupné. Ak by ste vSak mali zdujem
precitat si akiakolvek literatiru, ktori v tomto texte citujem a nepodarilo by sa vdm ju zohnat, pokojne sa
obratte na mna.
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v sticasnej podobe, tam vsak je pomerne vela informécii navyse a je pre nich uzito¢nejsi tento
text. Aby som ich odlisil, pri starSom texte som nechal pévodny nézov ,,2-UMA-115 Teoria
mnozin“ a novy text je nazvany ,Teéria mnozin pre ucitelov®. (Je to asi o nieco jasnejsie

odliSenie, nez ich rozlisit iba ako 2-UMA-115/00 a 2-UMA-115/15.)

1.2 Nieco z historie

No one shall expel us from the Paradise that Cantor has created.
(Nikto nds nevyzenie z raja stvoreného Cantorom.)
David Hilbert

V ramci tejto prednasky sa budeme venovat tedrii mnozin. Na tivod by bolo azda vhodné
povedat aspon strucne nie¢o o tom, ako a preco vznikla. Pokial sa chcete dozvedief viac,
ako velmi pekny (a sdicasne strucény) text o histérii modernej teérie mnozin by som vam
odporudil [BS, s.11-5.25]. (Tiito vodnii kapitolu nazvali autori spominanej knihy ,, Romance
matematické analyzy a teorie mnozin“.)

Za zakladatela tedrie mnozin je vSeobecne povazovany Georg Cantor (hoci niektoré idey
mozno najst napriklad aj v dielach Bernarda Bolzana). Za zdkladnd tézu teérie mnozin
mdzeme prehldsit moZnost uchopit viacero objektov ako jediny objekt (ich mnoiinu)ﬂ Ma-
tematikov na celom svete velmi prekvapil Cantorov dokaz, ze existuje nekonecne vela trans-
cendentnych realnych ¢isel, uverejneny v roku 1874. Origindlna bola najma metéda dokazu
— Cantor dokéazal tento vysledok bez toho, aby nejaké takéto cislo skonstruoval. Tento dokaz
si v rdmci tejto prednasky aj ukdzeme. Sami budete mat moznost vidiet, Ze po vybudovani
potrebného aparatu je uz tento dokaz velmi jednoduchy — na rozdiel od konstruktivneho
dokazu existencie transcendentnych ¢isel pochddzajiceho od Josepha Liouvillea.

Teéria mnozin sa u mnohych matematikov stretla s vyraznym odporom. Dévody boli
rézne, jednym z nich bol aj nekonstruktivny charakter viacerych dokazov — ako napriklad
v pripade existencie transcendentnych cisel. Tento odpor este zosilnel po objaveni viacerych
paradoxov (sporov) v teérii mnozin, o ktorych budeme hovorit o chvilu.

V Cantorovych préacach sa objavilo mnoho doélezitych vysledkov z tedrie mnozin — da sa
povedat, ze vicsina z tych, s ktorymi sa v ramci tejto prednasky stretneme. Stale vsak neslo
o axiomaticku teériu mnozin. Cantorov pristup, pri ktorom bol pojem mnoziny chapany
intuitivne a pomerne volne, sa zvykne nazyvat naivnd teéria mnoZin. Na mnohé tucely je
tento pristup uplne postacujici, v podstate je to presne ten pristup, ktory ste pouzivali na
prednéskach z matematiky, ktoré ste doteraz absolvovali. Zaciatkom 20-teho storocia sa vsak
zistilo, ze naivny pristup k mnozindm moze viest k viacerym paradoxom.

Ako ilustrdciu struéne popiSme Russellov paradoz. (Neskdr sa budeme paradoxami te-
6rie mnozin zaoberat o nieco podrobnejsie.) Povedali sme si, ze zdkladnd idea tedrie mnozin
je chapat viac objektov ako prvky jedného celku — jednej mnoziny. Takto moézeme zaviest
mnozinu vsetkych mnozin, ktori oznac¢ime Set. Z tejto mnoziny moézeme vymedzovat pod-
mnoziny pomocou rdznych vlastnosti prvkov. Uvazujme vlastnost « ¢ x, t.j. mnoZina nie je
prvkom samej seba. Tato vlastnost uréi podmnozinu A = {x € Set;x ¢ z}. M4 aj mnozina
A taktto vlastnost?

Ak ju m4, ¢ize ak A ¢ A, tak podla definicie mnoziny A mé platit A € A, ¢o je spor.

Obréatene, ak tuto vlastnost nemd, tak A € A. Ale do mnoziny A patria len mnoziny
s uvedenou vlastnostou. To znamend, ze A ¢ A a opiat dostdvame spor.

2Takto napisané to znie asi pomerne naivne — ale asi nie je redlne oakévat, ze sa podarf vystihntt podstatu
celej tedrie v jedinej vete. Treba dufat, Ze jej podstatu pochopite po tomto jednosemestrovom kurze.
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Pokial nechceme tedériu mnozin zavrhnit plne, mali by sme sa pokiisit nejako takymto
problémom predist. Mozny pristup, ako riesit tento problém, predstavuje axiomatickd teoria
mnozin, v ktorej sa zavedu axiémy, ktoré obmedzia to aké mnoziny sa daju tvorit a zabra-
nia vzniku Russellovho paradoxu. My sa budeme zaoberaf najmé naivnou teériou mnozin,
axiomatickt teériu mnozin spomenieme len strucne ku koncu prednasky.

1.3 Zakladné oznacenia

Budeme pouzivat standardné oznacenia:

N =1{0,1,2,...} je mnoZina prirodzenych ¢isel (Cize na tejto predniske povazujeme aj nulu
za prirodzené ¢islo)

Z = celé cisla

Q = racionalne cisla

R = realne cisla

C = komplexné cisla



Kapitola 2
Mnoziny a praca s nimi

V tejto kapitole by sme si chceli ukazat zdklady prace s mnozinami a niektoré vlastnosti
operdcii s mnozinami.

Pracujeme v naivnej teérii mnozin, kde mnozinu chapeme jednoducho ako stihrn objektov
urcenych nejakou vlastnostou.

S mnozinami budeme pracovat napriek tomu, ze sme sme si povedali len pomerne vignu
definiciu mnoziny a videli sme, Ze takyto naivny pristup moze viest k problémom (Russellov
paradox v Casti . Na problémy vsak nenarazime, ak budeme pracovat so zakladnymi
¢iselnymi mnozinami, ktoré dobre pozname — ako napriklad N, Z, Q, R, C — a s mnozinami,
ktoré z nich vieme pomocou niektorych operacii vytvorit.

Ako priklady mnozin teda mozeme uviest napriklad:

A=1{1,2,3,4}
B = {x € N;(3a,b € N)a® + V* = z}
C ={2z;2 € N}

V tychto prikladoch je mnozina A definovand tak, Ze si vymenované vsetky jej prvky. MnozZina
B je mnozina tych prirodzenych ¢isel, ktoré sa daji dostat ako sucty dvoch stvorcov. Mnozina
C je mnozina parnych prirodzenych éisel. Dalsie mnoziny z nich mézeme vytvarat pomocou
roznych operacii, o ktorych budeme hovorit v tejto kapitole, t.j. napriklad AN B, C \ B,
A x N a podobne.

2.1 Logika prvého radu

Este predtym, nez sa zacneme zaoberat mnozinami ako takymi, povieme si nieco o logike
prvého radu, ktord sa zaobera vyrokmi vytvorenymi pomocou logickych spojok a kvantifiké-
torov.

Logikou prvého radu sa nebudeme zaoberat detailne, zjednodusene povedané, je to sihrn
pravidiel pre pracu s vyrokmi, ktoré su v stulade s tym, ako obvykle uvazujeme. Ak by ste
sa chceli o prvoradovej logike dozvediet viac, mozete si o nej precitat v knihach a textoch
venovanych éisto tejto problematike, ako napriklad [BIL [, [Sol IS].

2.1.1 Vyrokova logika

Pripomenieme si niektoré pravidla na overovanie pravdivosti vyrokov, ktoré uz poznate z niz-
Sich ro¢nikov. Za vyrok mozeme povazovat akékolvek tvrdenie, ktoré moze byt pravdivé alebo
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nepravdivé.

Definicia 2.1.1. Negdciou vyroku p rozumieme vyrok ,neplati p“. Oznac¢ujeme ju —p.
Pre dva vyroky p a g nazyvame ich konjunkciou vyrok ,p a q“, oznaCujeme p A gq.
Disjunkcia je vyrok ,p alebo ¢“, oznacujeme p V gq.
Pod implikdciou rozumieme vyrok ,ak plati p, tak plati ¢*, oznacujeme p = q.
Ekvivalencia vyrokov p a g je vyrok ,p plati prave vtedy, ked plati ¢, oznacujeme p < q.

Tieto definicie logickych spojok st zhrnuté v nasledujucich pravdivostnych tabul’kéchE]

Plag|pPNg pPlg|pPVy pPlg|pP=¢g Plg|pP=yg
p | —p 111 1 111 1 111 1 111 1
1] 0 110 0 110 1 110 0 110 0
1 011 0 011 1 011 1 0|1 0
010 0 0]0 0 010 1 0[]0 1

Definicia 2.1.2. Tautolégiou nazyvame taky vyrok, zlozeny z vyrokovych premennych a
logickych spojok, ktory je vzdy pravdivy, bez ohladu na pravdivost vyrokovych premennych,
ktoré v nom vystupuju.

Tautolégie mozeme overovat jednoducho tabulkovou metédou, ktord poznate z nizsich
roc¢nikov a pravdepodobne i zo strednej skoly.

Priklad 2.1.3. Overme napriklad tautolégiu p V (—p) (princip vylacéenia tretieho).

p|p|pVp
110 1
1 1

Ako dalsi priklad ukazeme overenie jedného z de Morganovych pravidiel.

Priklad 2.1.4. De Morganove pravidld sa pravidla ako negovat konjunkciu a disjunkciu.

=(pAq) & —pV g
-(pVq) & -p A g

Samozrejme, pretoze teraz vo vyroku vystupuje viacero premennych, budeme potrebovat
viac riadkov tabulky na to, aby sme vycerpali vSetky moznosti.

plq|lpVg | -(pVeg | pA-q | ~(pVg & (-pAq)
T]1] 1 0 0 1
1[0 1 0 0 1
01 1 0 0 1
0/0] 0 1 1 1

Niekedy si mézeme pri overovani platnosti tautolégie pouzit aj jednoduchsi postup. V pred-
chadzajicom priklade sme napriklad mohli na zaklade symetrie overovat o jeden riadok menej.
Intt moznost zjednodusenia ilustruje nasledujtci priklad.

INa oznacovanie pravdivosti a nepravdivosti budeme v tabulke pouZivat symboly 1 a 0. Niekedy sa zvyknt
pouzivat aj T a F, ako skratky pre anglické true a false.
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Priklad 2.1.5. Dokéazeme tautolégiu (p = q) < (—g = —p). (Této tautolégia stuvisi s princi-
pom nepriameho dokazu. Implikdcia =g = —p sa zvykne nazyvat obmena implikicie p = q.)

Aby sme dokazali ekvivalenciu dvoch vyrokov, stac¢i ukazat, ze vyrok na lavej strane je
nepravdivy prave v tych pripadoch, kedy je nepravdivy vyrok na pravej strane.

Implikacia je nepravdiva jedine v pripade, ze lavy vyrok je pravdivy a pravy je nepravdivy
(pripad 1 = 0). Teda vyrok p = ¢ je nepravdivy prave vtedy, ked p = 1 a ¢ = 0. Podobne,
aby bol vyrok —q¢ = —p nepravdivy, musi byt -¢ =1 a —p = 0, ¢o je presne ten isty pripad
p=1aqg=0. Vidime, Ze obe strany ekvivalencie maji vzdy tu istd pravdivostni hodnotu.

(Tento sposob overenia tautoldgie sa az tak velmi nelisi od tabulkovej metédy — vlastne
sme si len rozmysleli, v ktorych riadkoch tabulky sa na oboch stranach uvedenej ekvivalencie
vyskytne 0 — zd4d sa mi byt blizsi ku sposobu, ako prirodzene uvazujeme o vyrokoch.)

Tu je overenie tej istej tautoldgie tabulkou:

plal~q|p|lp=>q|-q=>-p| (=9 (¢=p)
1|1 0] o0 1 1 1
1o 1] o0 0 0 1
0l1] 0| 1 1 1 1
010 1 | 1 1 1 1

V cvicen{ 2.1.7] ndjdete viacero tautologii. Je dobré si uvedomit ako stvisia tautologie
s niektorymi typmi dokazov. Tautolégia z prikladu[2.1.5]je presne princip nepriameho dokazu,
ktory sme uz spominali. Tautolégia z cvicenia [2.1.1pb) sa tiez ¢asto pouziva pri dokazovani —
namiesto vyroku tvaru p < ¢ dokdzeme zvlast jednotlivé implikacie p = ¢ a ¢ = p.

Disjunktivna normaélna forma

Logické spojky moézeme chdpat ako bindrne operdcie na mnozine {0, 1}, ¢ize funkcie z {0,1} x {0,1} do
{0,1}. Existuje teda celkovo 16 moznych logickych spojok. (Inak: 2% = 16 spésobov ako vyplnit tabulku so
4 riadkami.) Okrem spojok A, V, <, =, ktoré sme zvyknuti pouzivat, dostaneme aj niektoré menej obvyklé;
napriklad spojku, ktord bez ohladu na hodnoty p a ¢ méa vzdy hodnotu 1.

Vsetky mozné logické spojky mozeme dostat pomocou =, A a V. Ak napriklad chceme dostat spojku
s tabulkou

P|14q|P*q
1|1 1
110 0
0|1 1
0|0 1

tak to moézeme dosiahnut takto: (p A q) V (-p A q) V (—p A —¢q). Inak povedané, pouzili sme disjunkciu formuil
z ktorych kazda je pravdiva pre jediny riadok v tabulke; a pridali sme tie formuly v ktorych chceme, aby
v tabulke bola jednotka. Rovnaky postup by sme vedeli pouzit aj keby sme mali viac premennych. (Jediny
pripad, kedy to nefunguje, je spojka, ktora je vzdy rovna O — museli by sme pouzit disjunkciu 0 formal. T4
ale vieme dostat napriklad ako p A —p.)

Zapis v takomto tvare sa zvykne nazyvat disjunktivna normdlna forma.

2.1.2 Vyroky s kvantifikatormi

Okrem logickych spojok, dalsim néastrojom pomocou ktorého moézeme vytvarat zlozitejsie
tvrdenia z jednoduchsich, st kvantifikdtory. V nasledujicej definicii P(x) oznacuje vgrokovi
funkciu, ¢im rozumieme to, ze po dosadeni akéhokolvek objektu za x dostaneme vyrok.

Definicia 2.1.6. Vyrok (Vz)P(z) znamend, ze pre kazdy objekt x plati vyrok P(x). Symbol
V nazyvame vseobecny kvantifikdtor.

Vyrok (3x)P(x) znamend, Ze existuje taky objekt x, pre ktory plati vyrok P(z). Symbol
d nazyvame existencny kvantifikdtor.
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V praxi obvykle i tak budeme chciet hovorit nie o vSetkych objektoch, ale objektoch
z nejakej konkrétnej mnoziny A. Budeme preto pouzivat nasledujice zépisyﬂ

(Vz € A)P(z) & (Vz)(z € A= P(2))
(3z € A)P(z) & (32)(z € AN P(2))

Cize (3x € A)P(x) je len skrateny zapis toho, Ze existuje x, ktoré sti¢asne patri do mnoziny
A a splna vyrok P(z).

Na overovanie platnosti tvrdeni s kvantifikdtormi uz nemame k dispozicii jednoduchti me-
todu, podobnii vyplneniu tabulky pravdivostnych hodnot. Je mozné zaviest niekolko pravidiel
(axiém), z ktorych sa daji ostatné tvrdenia odvodzovat. Napriklad pomerne prirodzené sa
zdaju byt tieto pravidla:

Ak plati vyrok (Va)P(z), tak plati aj vyrok P(a) pre dany konkrétny objekt a. (Symbol P(a)
oznacuje vyrok, ktory dostaneme dosadenim a namiesto x. Presnejsie povedané, namiesto kaz-
dého voIného vyskytu x — o volnych a viazanych premennych vo vyrokoch s kvantifikatormi
budeme hovorit o chvilu.)

Ak plati (Jz)P(x) a siacasne plati P(a) = @ (kde a oznacuje nejaky konkrétny objekt a @
je nejaky vyrok), tak plati aj Q.

V tejto prednaske nebudeme vymenovavat vSetky pouzivané pravidla a ukazovat si dokazy
tvrdeni pomocou tychto pravidiel — ak by vas tato problematika zaujala, opat sa mozete ob-
ratit na prednéasky a texty venované Specidlne logike. Pokial budeme chciet overit pravdivost
nejakého vyroku s kvantifikatormi, budeme sa drzat zdravého rozumu — budeme postupovat
tak, ako by sme o tychto vyrokoch uvazovali v obvyklom jazyku a v kazdodennych situdciach.
(Je pravda, ze v kazdodennych situdciach neuvazujeme o mnozinéch, pokojne si véak mézeme
pomoct tym, Ze pod vyrokom (Vi) P(z) si namiesto ,kazdd mnoZina mé vlastnost P(z)“ na
chvilu predstavime napriklad vyrok ,kazda gulocka v tomto vrecku je modra“, podobne pod
(3x)P(z) si mozeme predstavit vyrok ,niektord guldcka v tomto vrecku je modrd“.)

Priklad 2.1.7 (Negicia vyrokov s kvantifikdtormi). Zdévodnime platnost vyroku
=[(Vz)P(x)] & (Fz)-P(x).

Lava strana uvedenej ekvivalencie znamend, ze nie vSetky objekty, s ktorymi pracujeme
maju vlastnost P(x). To je ale presne to isté, Ze medzi nimi existuje aspori jeden objekt, ktory
tiito vlastnost nemé, a teda spliia —P(x). (Ak nie je pravda, zZe vSetky gulocky v nasom vrecku
st modré, musi byt medzi nimi aspon jedna inej farby.)

Podobnym sp6sobom si mézeme ozrejmit, ze plati ekvivalencia
=[(3x)P(z)] & (Vz)-P(x).

(Tato ekvivalenciu moézeme odvodit z predchadzajicej aj jednoducho znegovanim oboch stréan
v predchédzajicej ekvivalencii — pozri tlohu ))

Obidve tieto ekvivalencie ¢asto pouzivame, ak potrebujeme znegovat vyrok obsahujuici
kvantifikator. Strucne sa daju zhrnut tak, ze zmenime kvantifikdtor a vyrok pod nim znegu-
jeme.

Priklad 2.1.8. Poktsme sa znegovat vyrok
R(z) := (Va)[P(z) = (3y)Q(z, y)].

2Tu pouzivame symbol €, pricom = € A oznacuje, Ze x je prvkom mnoZiny A. Vyznamom tohoto symbolu
sa budeme zaoberat neskor, zatial si jednoducho mézete predstavit, ze nase univerzum je v tomto pripade A.

10



KAPITOLA 2. MNOZINY A PRACA S NIMI 11

Postupne dostaneme
~R(z) <(32)-[P(z) = (Fy)Q(z,y)] <
(F2)[P(x) A ~(Fy)Q(z, )] =
(Fz)[P(z) A (Vy)-Q(z,y)]
Okrem pravidiel na negovanie vyrokov s kvantifikdtormi sme pouzili negiciu implikacie —

pozri priklad [2.1.1f).

Priklad 2.1.9. Skasme nejaky praktickejsi priklad. Najprv sa pokisme pomocou kvantifi-
kétorov zapisaf, Ze postupnost redlnych ¢&isel (x,)5%, konverguje. To znamend, Ze existuje
redlne cislo, ktoré je limitou tejto postupnosti:

(3L € R)(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)[n > ng = |z, — L| < €.

dz
dz

Podla pravidiel, ktoré sme uviedli, je negacia tohoto vyroku
(VL € R)(3e > 0)(Vnp € N)(In € N)[n > ng A |, — L| > €].

V matematickej analyze ste mozno niekedy pouzili overenie tohoto vyroku na dékaz toho, ze
postupnost nekonverguje.

V skutoé¢nosti sme tak trochu podvidzali — namiesto (3L € R)(Ve) ... by sme mali podla
nasej dohody pisat (3L)[L € R A {(Ve)...}]. (Podobne ako sme to urobili v poslednej Casti
tvrdenia, ktord sme mohli zapisat v tvare (Vn > ng)|z, —L| < e.) MdzZete si skusit rozmysliet,
ze aj keby sme uvedené vyroky podrobnejsie rozpisali takymto spdsobom, ako negaciu by sme
dostali to isté. Cize pravidla na negovanie vyrokov s kvantifikitormi funguji aj ak premenné
vyberame len z urcitej mnoziny.

Po odbocke venovanej negdciam vyrokov s kvantifikatormi sa este na chvilu vratme k ove-
rovaniu pravdivosti takychto vyrokov. V priklade [2.1.7] sme pre dany vyrok overili, ze je
pravdivy. Ukazme si aspon jeden priklad, kde zdévodnime, ze nejaky vyrok obsahujtci kvan-
tifikdtory je nepravdivy. (V cviceniach k tejto podkapitole najdete dalsie vyroky, o ktorych
mate rozhodnit, ¢i st pravdivé alebo nie a svoje tvrdenie zd6vodnit.)

Priklad 2.1.10. Chceme overit, ¢i vyrok
[(Vz)P(z) = (Vo)Q(z)] = [(Vo)(P(z) = Q(x))]

je pravdivy alebo nie. Po chvili uvazovania prideme na to, Ze tento vyrok asi neplati. Radi
by sme to zddvodnili tak, Ze ndjdeme konkrétny priklad vyrokov, P(z) a Q(x) pre ktoré to
neplati.

Sktsme uvazovat napriklad vyroky o realnych c¢islach:

P(z) = (x> 2)
Q(z) := (z > 3).
(Pokial chceme zdoraznit, Ze ide o redlne ¢isla, mdZzeme pisat P(z) := (z € R) A (z > 2) a

Q(x) = (x € R) A (z > 3). Uz sme vSak uviedli, Ze sa zaoberdme redlnymi ¢islami, takze aj
ked to explicitne nenapiseme, vsetky vyskyty kvantifikdtorov chapeme tak, Ze sa vztahuji na
redlne ¢isla.)

Pozrime sa najprv na lava stranu implikécie, ktorej neplatnost chceme ukazat, t.j. na
vyrok (Vz)P(z) = (Vx)Q(z). Tento vyrok plati, lebo lava strana implikacie, t.j. (Vz)(z > 2),
je nepravdiva. (Tvrdenie x > 2 neplati pre vSetky redlne ¢isla.)

Teraz sa pozrime na vyrok (Vz)(P(z) = Q(z)), t.j. (Va)(z > 2 = x > 3). Tento vyrok je
nepravdivy. Implikdcia (z > 2 = x > 3) neplati napriklad pre z = %

Cize vyrok, o ktorého pravdivosti chceme rozhodniit, je ekvivalentny s implikaciou 1 = 0,
a teda je nepravdivy.

11



12 Logika prvého radu

Viazany a volny vyskyt premennej O viazanom vyskyte premennej vo vyroku hovo-
rime v pripade, ze sa vyskytuje v kvantifikdtore, vyskyt bez kvantifikdtora nazyvame volny.
Ukéazme si to na jednoduchych prikladoch:

(Vz € R)z%2 > 0 — v tomto vyroku je z viazana premenna,

2% > 0 - tu je = volnou premennou,

r=2A(Vx € R)z? > 0 - v tomto vyroku sa premennd = vyskytuje dvakrat, prvy vyskyt je
volny a druhy viazany. Znamena to, ze prvé x ,nie je to isté“ x ako druhé. Preto je vyhodnej-
Sie (zrozumitelnejsie) tento vyrok nahradit ekvivalentnym vyrokom z = 2 A (Vy € R)y? > 0.

Cvicenia
Uloha 2.1.1. Dokéite, 7e nasledujice vyroky st tautolégie:
a) (-pVq) = (p=q)
) (peq) & [(p= 9 A(g=Dp)
¢) 2(pAg) < (mpV—q)
d) (prg)=r)e (= (qg=r))
) (p&q) = (p e g)
f) ~(p=4q) = (PA-q)
(p= —q) = —p
) ((p=—p)=p)=((p= —p) = ~p)
)
)

@

g
h
i

i)

Uloha 2.1.2. Dokazte, ze nasledujtce vyroky su tautologie:
(pVa) < (qVp)

(pAq) < (gAp);

pv(q\/r) (pvVag)Vr
pA(GAT) S (PAG) AT

(pVp) < p;

f) (p Ap) & p;

g) [pVigar))elpVve AlpVr);
h) [pA(gvn))elpAgV(pAT);
i) [pV(pAq) <:>p,
NIpAPVel e

Uloha 2.1.3. Zistite, ¢ uvedené vyroky si tautolgie. Svoje tvrdenie zdévodnite (ak ide
o tautolégiu, tak to dokdzte; ak nie, uvedte kontrapriklad).
a) p &~

b) =p & (p = —p);

c) (pAaq) = p;

d) p= —p;

) (pVa) = p;

) (p=a)= (= (gA1));

g) (p=(gAr)) = (p=q);

h) =pA(pVaq) =g
)Ip=(rV-ql=I[p=4q={@=r)
Ne=anr(g=r]=p@=q

)
pe@en)ebe@en]i)p=(@=r)sp=(q=r)
)

c)
d
)

[©)

—

= @

—e

Uloha 2.1.4. Ukézte, ze operacie -, A, V, =, <> mdzeme definovat pomocou:
a) negdcie a konjunkcie,
b) negécie a disjunkcie,
¢) negécie a implikacie,

12



KAPITOLA 2. MNOZINY A PRACA S NIMI 13

d) logickej spojky NAND definovanej ako PNAND @Q < —(P A Q),
e) logickej spojky NOR definovanej ako PNOR Q < —(P V Q).

Uloha 2.1.5*. Nech je logicka spojka (=bindrna boolovské operacia). Dokazte, Ze pomocou
* mozeme dostat vsetkych 16 moznych logickych spojok prave vtedy, ked * je niektora zo
spojok NAND a NOR.

Uloha 2.1.6. Rozhodnite, ¢i st uvedené vyroky pravdivé. Svoje tvrdenie zddvodnite.
a) [(Vz)P(z) = (Vz)Q(z)] = (Vz)(P(z) = Q(z))
Jz)P(z) A (F2)Q(z)]
(F2)Q(z)]
(V2)Q(2)]
)V (V2)Q(z)
( (2)) = (32)Q(z)]
g) [(Vz)(Vy)(R(z,y) = ~R(y,2))] = (Vz)-R(z, z)

—~

Uloha 2.1.7. Pre vyrokovii funkciu P(z,y) uvazujme vyroky Pi(z,y) = (Vz)(Vy)P(z,y
Py = (Va)(Jy)P(z,y), Ps = (3x)(Vy)P(z,y), Py = (Fz)(Fy)P(x,y), Ps = (Vy)(Vz)P(z,y
Py = (Yy)(3x)P(z,y), Pr = (y)(Vz)P(z,y), Ps = (Fy)(Fz)P(x,y).

a) Ukdzte, ze pre tieto vyroky plati: P, < Ps, Py < Ps a

);
)

7

P3s—— Fs
Py Py
Pr—=— P,
b) Ukéazte na priklade, ze implikdcie v predchddzajicom diagrame nemozno nahradit ekvi-
valenciami.
¢) Ukézte na priklade, ze nemusia platit implikdcie Ps = Py a P; = Ps.

Toto cvicenie sa da stru¢ne zhrnuf tak, ze vSetky vztahy medzi vyrokmi Ps,..., P; su tie,
ktoré st naznacené v uvedenom diagrame.

Uloha 2.1.8. Nech p je vjrok a Q(x) je vyrokova funkcia. Overte, ¢i platia ekvivalencie:
a) p A (Fr)Q(z) < (3x)(p A Q());

Uloha 2.1.9. Znegujte nasledujiice vyroky. St tieto vyroky (alebo ich negécie) pravdivé, ak
vyrokové premenné berieme z N, Z, Q, R, C (s obvyklym s¢itovanim, ndsobenim, usporiada-
nim)?

a) (Vo,y)(2* = y> =z = y);

b) (Va)(Fy)(z* = y);

Vz)(3y)(a® = y);

Va,y)(32)(z +y = 2);

N~ o~
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14 Operacie s mnozinami

2.2 Operacie s mnozinami

V tejto Casti sa budeme venovat niektorym operacidm s mnozinami a ukdZeme si tvrdenia,
ktoré o nich platia. Tieto vysledky maju velmi jednoduché a nazorné dokazy, preto sa od
vas ocakava, ze takéto tvrdenia budete schopni samostatne dokazovat a ba dokonca aj na ne
prist, ked ich budete potrebovat pouzit.

Asi najdolezitejsia vlastnost, ktortt budeme pouzivat, je to, Ze dve mnoziny sa rovnaji
prave vtedy, ak maju rovnaké prvky. Inak povedané, mnozina je jednoznacne urcend svojimi
prvkami.

Definicia 2.2.1. Hovorime, Ze mnoziny A a B sa rovnaji ak x € A plati prave vtedy, ked
T € B.
A:Bg(Vz)(zeA(:)zeB)
Dalo by sa povedat, ze definicia rovnosti mnozin bude nahradzat to, zZe pojem mnoziny
vlastne nemame tplne presne definovany.
Zacnime tym, ze zadefinujeme vztah ,byt podmnozinou®, ktory sa zvykne nazyvat aj
inkliziou.

Definicia 2.2.2. Ak A, B si mnoziny, tak hovorime, ze A je podmnozinou B, ak kazdy
prvok mnoziny A je prvkom mnoziny B. Tento fakt oznacime A C B.

Ang(Vz)(zeAézeB)

Casto budeme potrebovat aj oznacenie pre mnozinu, ktord obsahuje vSetky podmnoziny
danej mnoziny.

Definicia 2.2.3. Mnozinu vSetkych podmnozin mnoziny A nazyvame potencénd mnozina
mnoziny A a oznacujeme P(A).

P(A) ={B;B C A}
Nasledujtice tvrdenie zhina zakladné vlastnosti inkluzie.

Tvrdenie 2.2.4. Nech A, B, C si lubovolné mnoziny. Potom plati:
(i) Pre kaZdi mnoZinu plati A C A.
(i) A = B prdve vtedy, ked AC BAB C A.
(iii) Ak platt AC B aBCC, tak ACC.

Dokaz. Uvedené tvrdenie je ekvivalentné s platnostou implikdcie x € A = z € A pre
lubovolné x. Pravdivost tejto implikicie vyplyva z tautolégie r = r ak v nej za vyrok r
dosadime z € A.

(ii) Vyplyva priamo z definicie podmnoziny (s pouzitim definicie a tautoldgie z tlohy

(i)
Tvrdenie [2.2.4)(ii)) niekedy budeme pouzivat na dékaz rovnosti mnozin — mézeme dokazo-
vat to, ze mnoziny A a B sa rovnajui tak, Ze zvIast dokézeme inklizie A C B a B C A.

Staci pouzit tautolégiu (p = ¢) A(g=r) = (p=1). O

Definicia 2.2.5. Ak A je podmnozina B a sucasne A # B, tak hovorime, Ze A je vlastnd
podmnoZina mnoziny B. Oznacenie A C B.

ACB& (ACB)A(A#B)

14



KAPITOLA 2. MNOZINY A PRACA S NIMI 15

Poznamka 2.2.6. V tomto texte pouzivam C na oznacenie podmnoziny a C na oznacenie
vlastnej podmnoziny. Toto oznacenie som zvolil z toho dévodu, ze som sa chcel vyhnut
moznym nedorozumeniam. Dost ¢asto sa na oznacenie inklizie pouziva C, najdu sa vsak
aj texty (hoci zriedkavejsie), v ktorych C je symbolom pre podmnoZinu, zatialéo C oznacuje
vlastni podmnozinu.

Teraz budeme pokracovat tym, Ze zadefinujeme viaceré operacie s mnozinami a pozrieme
sa na ich zakladné vlastnosti.
Zacnime so zjednotenim a prienikom dvojice mnozin.

Definicia 2.2.7. Nech A, B st lubovolné mnoziny.

Potom mnoziny do ktorej patria prave prvky patriace do mnoziny A alebo do mnoziny B
oznacujeme AU B a nazyvame zjednotenie mnozin A a B.

Mnozinu ktord obsahuje prave prvky patriace sucasne do A aj do B, nazyvame prienik
mnozin A a B a oznadujeme ju AN B.

Struc¢ne moézeme definiciu prieniku a zjednotenia dvoch mnozin zapisat ako:

AUB={z;z € AVz € B}
ANB={x € Az € B}

Tieto operacie st zndzornené na obrazku pomocou Vennovych diagramov. (Vennovym
diagramom sa eSte budeme podrobnejsie venovat v casti )

AUB

Obr. 2.1: Zjednotenie a prienik dvoch mnozin

Na tomto mieste si mozeme pripomentit, ze pre konecné mnoziny ste sa na diskrétnej
matematike naucili vypocitat pocet prvkov zjednotenia dvoch mnozin:

|AUB| =|A|+ |B| - |AN B].

(Podobné vztahy pre viac ako dve mnoziny viete takisto odvodit pouZitim principu zapojenia
a vypojenia.)

Na priklade tychto dvoch operécii si ukazeme, ako moézeme dokazovat rézne mnozinové
identity. (Kedze vsak ide o jednoduché dékazy, ktoré sa daji lahko previest na overovanie
tautoldgii, vacsinu z nich ponechdme ako cvicenie.)

Tvrdenie 2.2.8. Nech A, B, C su mnoziny. Potom plati:
(i) Au(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (asociativnost operdcit U a N);
(il) AUB=BUA, AnB = BN A (komutativnost operdcii U a N);

)
)
(iii) ) UA=A, DN A=10;
(iv) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (distributivnost);

15



16 Operacie s mnozinami

(v) AnNA=A, AUA = A (idempotentnost operdcii U a N)
(vi) AN(AUB)=A, AU(ANB) = A (zdkony absorpcie).

Dokaz. Dve mnoziny sa rovnaja prave vtedy, ked obsahujti rovnaké prvky. Teda ndm staci
ukéazat, ze plati
xre AU(BUCQ) = x € (AUB)UC.

Priamo na zéklade definicie zjednotenia mézeme vyrok x € AU (B U C') prepisat ako (z €
A)V [(x € B)V (z € C)]. Podobne vyrok na pravej strane ekvivalencie je ekvivalentny
s vyrokom [(x € A) V (z € B)| V (z € C). Ak si teda oznacime p := (x € A), ¢ := (x € B) a
r:= (z € C), tak vlastne mame dokazat

pVigVvr) & (pVaq)Vr,

o je presne tautolégia z tlohy [2.1.2h).
Velmi podobnym sposobom sa da druhé cast tohoto tvrdenia previest na tautoldgiu
2.1.2p). O

V predchadzajicom dékaze sme videli jeden mozny sp6sob dékazu mnozinovych identit —
zalozeny na tom, ze dokazovanu identitu prevedieme na tautoldgiu, ktort potom overujeme.
Inou moznostou je dokaz spocivajuci v algebraickej manipulécii — pokial mame uz dokézany
dostatocne vela identit, m6zeme ich pouzit na dokaz novych identit; takyto postup si ukazeme
napriklad v priklade[2:2.13] V zdvere tejto podkapitoly sa budeme este venovat metéde dokazu
mnozinovych identit pomocou Vennovych diagramov.

Niekedy budeme potrebovat urobit prienik nie len jednej mmnoziny, ale celého systému
mnozin.

Definicia 2.2.9. Ak S je nejaky systém mnozin, tak mnozinu
S ={z:(35 € S)z € 5}

nazyvame zjednotenim systému mmnozin S.

Budeme pouzivat aj prienik systému mnoZzin — pre neprdzdny systém S = {A;;i € I}
zavedieme oznacenia:

ﬂS: ﬂ A:={z;(VA e S)z € A}
AeS
ﬂAi = {Z; (VZ € I)Z S Al}

icl

Dévod, preco pri prieniku systému mnozin vyzadujeme I # @ je ten, Ze pre prazdnu
mnozinu by sme takto dostali mnozinu vSetkych mnozin resp. vsetkych objektov — ako sme
uz videli pri Russellovom paradoxe, takyto objekt vedie k moznym problémom.

Na dokaz roznych identit platnych pre prienik a zjednotenie systému mnozin mézeme
pouzit podobny pristup ako pre prienik a zjednotenie dvoch mnozin, ibaze namiesto tautolégii
v tomto pripade dostaneme vyroky s kvantifikatormi, ktorych platnost bude treba overit.

Nasledujtice tvrdenie hovori, ze distributivnost plati aj pre prienik a zjednotenie systému
mnozin:

Tvrdenie 2.2.10. Nech S a B st lubovolné mnoZiny. Potom plati:
(1) BNUjes A =Uses(BNA);
(ii) BUNpes A=Nacs(BUA).
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Dokaz. Opét ukdzeme iba prvu cast tvrdenia, druht identitu ponechdvame ako cvicenie.

Pokusme sa (podla definicie) prepisat, ¢o to znamend, ze prvok = patri do mnoziny uvede-
nej na lavej strane dokazovanej rovnosti. Pouzitim definicie prieniku dvoch mnozin a prieniku
systému mnozin dostaneme, ze

reBn|JAe (@eB)AGBAES)ze A
AeS

Pre mnozinu na pravej strane rovnosti dostavame

ze |J(BNA) & (BAeS)(xecBAzEA).
A€eS

Ak oznaéime p := (z € B) a Q(A) := z € A, tak vlastne mame overit ekvivalenciu
pA(FA€S)Q(A) & (A S)p A Q(A).
To je presne ekvivalencia z tlohy ) O
Dokazeme aj niektoré vzfahy medzi mnozinovymi operaciami a relaciou inkluazie.

Tvrdenie 2.2.11. Nech A a B si mnoziny. Nasledujice podmienky siu ekvivalentné:

(i) AC B;
(i) A= AN B;
(iii) B= AUB.

Dékaz. = (ii): Podmienka A C B znamend platnost implikicie (z € A) = (z € B) pre
lubovolné x.

Ak z € A, tak na zdklade tejto implikécie plati aj x € B, ¢ize plati (x € A) A (x € B),
t.j. z € AN B. Tym je dokdzané inklizia A C AN B.

Obratene, z x € AN DB, t.j. (x € A)A(z € B) vyplyva z € A. (Tu dokonca nepotrebujeme
podmienku A C B. Pouzivame vlastne tautolégiu p = (pAq).) Teda plati aj inklizia ANB C
A.

Spojenim tychto dvoch inklizi{ dostavame rovnost A = AN B.

Dékaz implikécie (i) = je velmi podobny ako dokaz predchadzajicej ¢asti, poneché-
vame ho ako cvicenie.

= : Predpokladajme, ze plati A = AN B. Ak x € A, tak potom =z € AN B, ¢o
znamend, ze (x € A) A (z € B). Teda x patri aj do mnoziny B. Tym je ukdzana inklizia
ACB.

Dokaz implikacie = (i) opét prenechame citatelovi. O

Tvrdenie 2.2.12. Nech A, B, C si mnoziny. Potom plati:

(i) vcA;
(i) ANBC AC AUB;
(iii) Ak AC B, tak ANCCBNC a AUCCBUC.

Dékaz. (f): MnoZina () neobsahuje Ziadny prvok, teda kazdy prvok z @) patrf aj do A.
([i): Plati 2 € ANB < [(z € A)A(z € B)] = x € A. Tym je dokdzand inklizia ANB C A.
Podobne z x € A vyplyva (x € A)V (x € B) & 2 € AU B, a teda plati A C AU B.
: Predpokladdme, ze A C B, ¢ize plati implikicia (z € A) = (z € B). Potom plat{ aj
[(x € A)A(z € O)] = [(z € B)A(x € C)] (na zdklade tautolégie (p = q) = [(pAr) = (gAT)]);
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18 Operéacie s mnozinami

¢o je len inak zapisana implikicia x € AN C = = € BN C. Dokaz druhej casti sa dd urobit
uplne analogicky.

Skusme este urobit dokaz druhej casti pomocou tvrdenia (Touto metédou by sa
samozrejme dala dokazovat aj prva cast tvrdenia.) Vieme teda, Ze plati B = AU B a radi by
sme pomocou toho dokézali (AUC)U(BUC) = BUC. Z tvrdenia[2.2.8| vieme, Ze operécia U je
asociativna (vyrazy obsahujuce len tito operaciu moézeme Iubovolne prezitvorkovat), komu-
tativna (mnoziny mézeme vymienat) a idempotentnd. Pomocou tychto vlastnost{ skutocne
dostaneme

(AuC)u(BuC)=[AUu(CuC)]luB=(AuC)UB=(AuB)UC =BUC.
O
Ako priklad pouzitia predchddzajtcich tvrdeni uvedieme iny dokaz tvrdenia [2.2.8((vi]).

—~
~—

Priklad 2.2.13. AN(AUB) 2 (AnA)U(AnB) 2 AU(ANB)

rovnostiach sme pouzili:

(1) distributivnost — tvrdenie i
(2) idempotentnost — tvrdenie [2.2.8
(3) fakt, ze AN B C A — tvrdenie [2.2.12{fii) — a tvrdenie pre mnoziny AN B a A.

3
© A, pricom v jednotlivych

Dalsie operécie, ktoré budeme niekedy pouzivat, st rozdiel a symetrické diferencia (sy-
metricky rozdiel) dvoch mnozin.

Definicia 2.2.14. Rozdiel mnoZin A a B je mnoZina
AN B:={zx € A;x ¢ B}.
Symetrickd diferencia mnozin A a B je mnozina

AAB = (AN B)U(B\ A)
A B A AAB |B

Obr. 2.2: Vennove diagramy pre A\ B a AAB

Symetricky rozdiel je teda mnozina tych prvkov, ktoré patria prave do jednej z mnozin
A, B. Zodpoveda logickej spojke XOR.

Tvrdenie 2.2.15. Nech A, B, C st mnoziny. Potom plati:
(i) AN(BNC)=(ANB)U(ANC), AN(BUC)=(A~B)N(ANC);
ii) AN(BUC)=(ANB)\C;

(iii) AN(BNC)=(ANB)UANC);

(iv) (AUB)NC=(ANC)U(B\C), ANB)NC=(ANCO)N(B\C);
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(v) ANB=A~(ANB);

(vi) (ANB)NC=(ANC)~B=AN(C\ B);

(vii) (ANB)UC =(AUC) N (BN C);

(viii) AUB= (AN B)U(B~A)U (AN B);

(ix) ACB< AN B=1.

(x) Ak pre kazdé i € I je B; mnoZina, tak plati AN(;,c; Bi = U;e 1 (ANB;) a ANU,;c; Bi =
Nicr (AN Bi).

(xi) Ak BCC, tak ANC C AN B.

(xii) Ak BCC, tak BNACC\ A.

Casti (i) a @ sa zvyknd nazyvat de Morganove zdkony.

Tvrdenie 2.2.16. Nech A, B, C st mnoziny. Potom plati:

AAB = BAA;

EV) AN B=AA(ANB).

Dokaz. Standardnym spésobom prevedieme uvedené tvrdenie na dokaz tautolégie (p XOR q) XOR 7 <
pXOR(¢ XOR r), pricom logické spojka XOR je urfend tabulkou

p | q | pPXORgq
11 0
110 1
01 1
0[]0 0

Pri dokazovani nasej tautolégie potom dostadvame nasledujicu tabulku:

plqg|r| pXORq | a:=(PXORq)XORr | ¢XOR7 | b:=pXOR(¢XOR7) | a<=b
111 0 1 0 1 1
11110 0 0 1 0 1
1101 1 0 1 0 1
11010 1 1 0 1 1
0111 1 0 0 0 1
0O[110 1 1 1 1 1
001 0 1 1 1 1
01010 0 0 0 0 1
O

Vennove diagramy

Pri dékazoch mnozinovych identit mézeme pouzit aj Vennove diagramy. Pri nich zndzornime
mnoziny ako rovinné ttvary, pricom dbame na to, aby mnoziny boli v tzv. generickej polohe,
t.j. aby sa tam vyskytli ,vSetky mozné“ oblasti. (Napriklad oblast predstavujica prvky
patriace do A aj B a nepatriace do C, ak kreslime Vennov diagram pre 3 mnozZiny.)

Na obrazku su zndzornené 2 resp. 3 mnoziny v generickej polohe. (MozZete sa pokusit
vymysliet, ako by ste kreslili Vennove diagramy pre viac mnozin.)

Pri dokaze postupujeme tak, ze vo Vennovom diagrame nakreslime postupne, ako vyzeraji
mnoziny na lavej a pravej strane rovnosti a tieto obrazky porovname.
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Obr. 2.3: Generickd poloha

Priklad 2.2.17. Ako priklad si ukdzeme dokaz asociativnosti pre operdciu A (tvrdenie
). Dokaz toho istého tvrdenia overenim prislusnej tautologie tabulkovou metédou
sme uz videli.

Na obrazku vidime, ako mdzeme postupovat. Najprv (ako pomdcku) sme si nakreslili
oblast zodpovedajicu mnozine AAB a potom, pomocou nej, sme dostali mnozinu (AAB)AC
vystupujtcu na lavej strane rovnosti.

Analogicky postupujeme pre mnozinu AA(BAC) na pravej strane rovnosti. Vidime, ze
sme dostali presne rovnaké obrazky, ¢ize rovnost (AAB)AC = AA(BAC) plati.

Mobzete sa pytat, do akej miery je dékaz pomocou Vennovych diagramov korektny. (Od
prvého roénika na vysokej skole ste uz urcite velakrat poculi, Ze ,obrézok nie je dokaz®.)
Odpoved je, ze tento dokaz je tiplne rovnocenny s overenim prislusnej tautoldgie tabulkovou
metodou. Robime tam totiz presne to isté, ¢o pri tabulkovej metdde, len namiesto symbolov
0 a 1 pouzivame farebné zvyraznenie niektorej oblasti — pozri obrazok 2.5 Mozete si teda
vybrat ktortukolvek z tychto dvoch metéd a pouzivat ti, ktord vam vacsmi vyhovuje a pri
ktorej mate mensiu obavu z toho, Ze by ste spravili chybu.

Cvicenia

Uloha 2.2.1. Dokézte tvrdenia [2.2.8 [2.2.11] [2.2.12] [2.2.10] [2.2.15] [2.2.16} resp. tie casti
uvedenych tvrdeni, ktoré sme nedokézali v predchddzajicom texte. (Vyskisajte si aspon na
niektorom priklade tabulkovi metédu aj Vennove diagramy; v pripade tvrdeni tykajicich sa
inkluzie si mozete vyskusat dokaz priamo z definicie ako aj pouzitie tvrdenia )

Uloha 2.2.2. Pokiste sa vymysliet nejaké moiné nakreslenia Vennovho diagramu pre 4
(pripadne aj viac) mnozin.

Uloha 2.2.3. Zistite, ¢ st uvedené tvrdenia pravdivé (pre Iubovolny vyrok P(z)). V pripade
nepravdivych tvrdeni rozhodnite, ¢i aspon jedna z implikéacii je pravdiva. Svoje tvrdenie
zddvodnite!

a) [(3z € A)P(x) V (3z € B)P(x)] < (3x € AU B)P(z)

b) [(Vx € A)P(z) V (Vz € B)P(z)] & (Vz € AU B)P(x)
¢) [(Vx € A)P(z) A (Vx € B)P(x)] & (Vo € AU B)P(x)
e) [z € A)P(z) A (3x € B)P(x)] < (3z € AN B)P(x)
f) [(Vx € A)P(z) V (Vx € B)P(2)] & (Vo € AN B)P(x)
g) [(Vz € A)P(x) A (Vx € B)P(x)] & (Vx € AN B)P(x).
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@@
C C

AAB (AAB)AC
@ @
c c

BAC AN(BAC)

Obr. 2.4: Asociativnost operacie A

Uloha 2.2.4. Rozhodnite, & st nasledujiice tvrdenia pravdivé pre lubovolné mnoziny A, B,
C. Tvrdenie dokazte alebo najdite kontrapriklad.
a) AN(BNC)=(ANB)\C

Uloha 2.2.5. Dokéite platnost daného tvrdenia pre Iubovolné mnoziny A, B, C, alebo
néjdite kontrapriklad:

a) A C BNC prave vtedy, ked AC Ba ACC;

b) A C BUC prave vtedy, ked A C B alebo A C C;

c) AU B C C préve vtedy, ked A C C a B C C;

d) AN B C C prave vtedy, ked A C C alebo B C C.

Uloha 2.2.6. Nech S C §'. Dokéite, ze | JS C |JS'. Ak navyse predpokladédme S # 0, tak
NS2>2NsS'.

2.3 Usporiadané dvojice a karteziansky sucin

V dalsom budeme potrebovat pojem kartezianskeho stc¢inu mnozin, ktory je definovany po-
mocou usporiadanych dvojic.

Ak zoberieme dva prvky z a y, tak mnozinu obsahujicu prave tieto dva prvky mézeme
zapisat viacerymi spésobmi: {x,y} = {y, 2} = {z,z, y}. Inak povedané, pri mnozindch neza-
lezi na poradi v akom uvedieme prvky mnoziny. (A takisto ani na tom, ¢i ich spomenieme
viackrat.)
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22 Usporiadané dvojice a karteziansky sicin

000

N
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Obr. 2.5: Vztah medzi Vennovym diagramom a tabulkou

Teraz sa nam bude hodit pojem usporiadanej dvojice — t.j. tiez budeme pracovat s dvoma
prvkami, ale bude nam zalezat i na poradi.

Definicia 2.3.1. Usporiadant dvojicu pozostavajicu z prvkov a, b budeme oznacovat (a,b).
Dve usporiadané dvojice budeme povazovat za rovnaké, ak sa zhoduju ich prvé aj druhé
sturadnice, t.j.,

(a,b) = (c,d) & a=cAhb=d.

Opiét sa da povedat, ze sme vlastne neuviedli poriadnu definiciu usporiadanej dvojice —
jediné, ¢o vsak je pre nas podstatné je to, ze vieme povedat, kedy sa dve usporiadané dvojice
rovnajd. (Podobne sme to urobili pre rovnost mnoZin v definfcii M)

Je zrejmé, ze uvedena definicia sa da velmi lahko rozsirit pre koneény pocet mnozin.

Pomocou pojmu usporiadanej dvojice mozeme zadefinovat kartezidnsky stcin dvoch mno-
Zin.

Definicia 2.3.2. Kartezidnsky sii¢in mnozin A a B je mnozina, ktorej prvkami si prave také
usporiadané dvojice, kde prvy prvok patri do mnoziny A a druhy prvok patri do mnoziny B.
Tato mnozinu oznacujeme

A X B:={(a,b);a € Abe B}.

Uvedieme niektoré zakladné vlastnosti kartezianskeho suc¢inu. Opét, ako obvykle, dokazy
viacerych z nich ponechdme ako cvicenie.

Tvrdenie 2.3.3. Nech A, B, C, D st mnoziny. Potom plati
(i) AxO0=0xA=0;

(i) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC);

(iii) Ax (BNC)=(AxB)N(Ax(C);

(iv) Ax (BNC)=(AxB)~ (Ax ().

(v) Ak navyse predpokladdme, Ze A, B, C, D st neprdzdne, tak Ax B = C x D plati prdve

vtedy, ked A=C a B=D.

Dokaz. Ukazeme druht a piatu cast tvrdenia — ostatné zostani ako cvicenie pre citatela.
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(ii): Prvok « patri do mnoziny A x (B U C) prave vtedy, ked « = (a,d) pre nejaké a € A
ade BUC. To znamend, ze d € B alebo d € C. Teda dostéavame, ze z € A x (BUC) préve
vtedy, ked z = (a,d) pre nejaké a € A a d € B alebo z = (a,d) pre nejaké a € A a d e C.
Poslednd cast je ale len iny zapis toho, ze x € (A x B) U (A x C).

(v): Predpokladajme, ze A # . Teda existuje nejaky prvok a € A. Potom pre kazdy
prvok b € B plati (a,b) € A x B =C x D. Z toho, 7e (a,b) € C x D uz vyplyva, ze b € D.
Dokézali sme teda inklaziu B C D.

Inkltizia D C B sa dokdZe podobne, s vyuzitim toho, Ze C' # (). Tym je dokdzané B = D.

Rovnost A = C' mozno zdovodnit analogicky. O

Cvicenia
Uloha 2.3.1. Dok4Zte ostatné casti tvrdenia m

Uloha 2.3.2. Dokézte (priamo, nie s pouzitim tvrdenia [2.3.3):
a) Pre AB#(plati Ax B=Bx A= A=B;
b) AxB=0< A=0v B=0.

Uloha 2.3.3. Dokéite, 7e pre A # () plati A x B C A x C < B C C. Plati toto tvrdenie
bez predpokladu A # ()7

Uloha 2.3.4. Dokéazte, alebo najdite kontrapriklad:
a) (Ax B)U(C xD)C(AuC) x (BUD);

b) (Ax B)U(C x D) 2 (AUC) x (BUD);
c) (AxB)U(C x D)= (AUC) x (BUD);
d) (AxB)N(C xD)C(ANC) x (BN D),
e) (AxB)N(Cx D)2 (ANC) x (BND);
f) ( AxB)N(CxD)=(ANC) x (BND).

Uloha 2.3.5. Dokaite, ze mnoziny A, B st disjunktné prave vtedy, ked (Ax B)N(BxA) = (.

Uloha 2.3.6. Dokézte, Ze pre lubovolné mnoziny A, B, C plati Ax (BAC) = (Ax B)A(Ax
).

Uloha 2.3.7. Ukézte, ze ak Ax CCBxDaAxC#0, tak AC BaC C D. Ukdzte na
priklade, Ze bez predpokladu A x C # () uz toto tvrdenie neplati.

2.4 Funkcie

Velmi dolezitt tlohu v niektorych tvahach v dalsich cCastiach tejto prednasky buda hrat
funkcie (alebo tiez zobrazenia, obidva ndzvy budeme pouzivat ako ekvivalentné). Vela veci,
ktoré spomenieme v tejto Casti, uz poznate z prvého ro¢nika. Nové by mali byt nanajvys
pojmy vzor a obrazu mnoziny.

Definicia 2.4.1. Zobrazenie (funkcia) z mnoziny A do B je podmnozina f C A x B kar-
tezidnskeho sucinu mnozin A a B takd, ze pre kazdé a € A existuje prave jedno b € B
s vlastnostou (a,b) € f.

(Va € A)(3b € B)(a,b) € f

Zobrazenie f z A do B budeme oznacovat f: A — B. Mnozinu A nazyvame definicny obor
a B obor hodnot zobrazenia f.
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Poznamka 2.4.2. Namiesto zapisu (a,b) € f budeme pouzivat zépis f(a) = b, tak ako ste

boli zvyknuti aj doteraz. Definicia zobrazenia zarucuje, ze tento zapis je zmysluplny, zZe ide

o rovnost nejakych dvoch objektov, kedze f(a) predstavuje prave jeden prvok z mnoZiny B.
Niekedy budeme pouzivat aj zapis f: a — b.

Priklad 2.4.3. Jednoduchym prikladom zobrazenia je zobrazenie ids: A — A definovana
tak, ze pre kazdé a € A plati
ida(a) = a.

Toto zobrazenie zvykneme nazyvat identické zobrazenie.

Definicia 2.4.4. Ak f: A — B je zobrazenie a C C A, tak zobrazenie f|c: C — B,
definované predpisom

fle(z) = f(z)

pre vSetky x € C, nazyvame zuzZenie zobrazenia f na mnozinu C.

Mnozinovo moézeme definiciu zGZenia zobrazenia zapisat ako
fle =fn(CxB).
Pripomenme tiez definiciu skladania zobrazeni.

Definicia 2.4.5. Ak f: A — B ag: B — C st zobrazenia, tak zlozené zobrazenie gof: A —
C definujeme ako zobrazenie urcené predpisom:

go f(a) =g(f(a)) pre kazdé a € A.

Definicia 2.4.6. Nech f: X — Y je zobrazenie. Hovorime, Ze f je injektivne (prosté) zobra-
zenie (alebo tiez injekcia), ak pre vSetky x,y € X také, ze x # y, plati f(z) # f(y).

Hovorime, Ze f je surjekcia (surjektivne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kazdé y € Y
existuje také, x € X, ze f(z) = y.

Hovorime, ze f je bijekcia (bijektivne zobrazenie), ak f je stiCasne injekcia aj surjekcia.

Definiciu injekcie mézeme ekvivalentne prepisat ako f(z) = f(y) = « = y. Teda zobraze-
nie je injektivne prave vtedy, ked sa na ziadny prvok oboru hodnét nezobrazi viac ako jeden
prvok definicného oboru. Zobrazenie je surjektivne, ak kazdy prvok oboru hodnét mé nejaky
vzor — prvok, ktory sa nan zobrazi.

Niektoré zakladné vlastnosti injekcii, surjekcii a bijekcii st zhrnuté v cviceniach za touto

podkapitolou. (Mnohé z nich by ste mali ovlddat z prvého roénika, prinajmensom celkom
urcite tie, ktoré si uvedené v tilohe )

Definicia 2.4.7. Nech f: A — B je zobrazenie. Ak existuje zobrazenie g: B — A také, ze
go f=ida
fog=ridp

tak hovorime, 7e g je inverzné zobrazenie k zobrazeniu f a oznac¢ujeme ho f~1.

Definicia inverzného zobrazenia vlastne hovori, Ze:

(Va € A)g(f(a))
(Vb € B)f(g(b))

a
b
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Mbobzeme si tiez uvedomit, ze pre inverzné zobrazenie plati

i =a & fla)=b

Teda vlastne je to predpis, ktory ,obracia* poévodné zobrazenie ,naopak®.

7 prvého rocnika viete, ze podmienkami z definicie je inverzné zobrazenie urcené jedno-
znacne. Okrem toho bude pre nas dodlezité aj nasledujice tvrdenie, ktoré hovori, za akych
predpokladov sa k f da urobit inverzné zobrazenie:

Tvrdenie 2.4.8. Nech f: A — B je zobrazenie. Potom inverzné zobrazenie f~': B — A
existuje prave vtedy, ked f je bijekcia.

Definicia 2.4.9. Nech f: X — Y je zobrazenie, AC X, BCY.
Potom mnozinu

flA] = {f(a);a € A}

nazyvame obraz mnoZiny A v zobrazeni f a mmnozinu
f7![B]l ={a € X; f(a) € B}

nazyvame vzor mnoziny B v zobrazeni f.

V pripade, 7ze B = {b} je jednoprvkovd mnozina, niekedy namiesto zapisu f~*[{b}] po-
wzijeme zapis f~1(b). (Z kontextu by malo byt zrejmé, ¢i hovorime o inverznej funkcii k f,
alebo zapis f~1(b) znamend vzor jednoprvkovej mnoziny.)

To znamena, Ze vzor a obraz mnoziny su charakterizované tymito podmienkami:

y € f[A] & (Ja € A)y = f(a)
wze [TBl& f(x)eB

Uvedieme zakladné vlastnosti vzoru a obrazu mnozin, niektoré z nich dokdzeme, vacsinu
ale ponechame ako cvicenie.

Tvrdenie 2.4.10. Nech f: X =Y, g: Y — Z si zobrazenia, ABC X,C,DCY, ECZ,
A; C X aB; CY pre kazdé i € I. Potom plati
i) go fIA] = glf[A]l;

(i) (gof)'E]= g '[E];

(iii) A C fLf[A]] a ak f je injektivne, tak A= f=1[f[A]];

(iv) fIf7YC) € C a ak f je surjektivne, tak f[f~1[C]] = C;

(v) fIJANB] C fl[A]N f[B] a ak f je injektivne, tak f[AN B] = f[A] N f[B];
(vi) f[ﬂz-ej A] € ﬂie] [lAs] a ak f je injektivne, tak f[ﬂiez Al = ﬂiel flAi];
(vii) f[AUB] = f[A]U f[B];

(Viii) f[UiGI Ai} = Uz I f[Ai]’

(ix) f7HCN D] = fHCIN fH[D];

(x) f_l[ﬂief BZ] =1 Ler f_l[Bi]z'

(xi) fHCUD] = fHClU fH[D];

(xii) 7 Ujes Bil = Uie, £ Bil;

(xiii) A C B = f[A] C f|B] a ak f je injekcia, tak plati aj opacnd implikdcia;

(xiv) C C D = fYC] C fYD] a ak f je surjekcia, tak plati aj opacnd implikdcia;
(xv) f[A]CC & AC fL0O].
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Doékaz. Ak x € f[AN B], znamen4 to, ze x = f(c) pre nejaké ¢ € AN B. Potom ale c € A
a stcasne aj ¢ € B. Z toho vyplyva, Ze = f(c) sicasne patri do f[A] aj f[B], ¢ize patri aj
do prieniku f[A] N f[B], ¢im je dokdzana inkluzia f[AN B] C f[A] N f[B].

Predpokladajme navyse, ze f je injekcia a pokisme sa za tohoto predpokladu dokazat aj
opacnu inklaziu. Ak x € f[A] N f[B], tak x = f(a) pre nejaké a € A a sicasne x = f(b) pre
nejaké b € B. Z rovnosti x = f(a) = f(b) dostaneme, na ziklade injektivnosti f, Ze plati
a = b. Teda prvok a patri do AN B a x = f(a) je prvkom mnoziny f[A N B]. Tym sme
dokédzali inkltziu f[A] N f[B] C f[A N B]. Spolu s prvou ¢astou dokazu méme uz dokdzané
obe inklizie medzi tymito mnozinami, a teda plati rovnost.

() Nech z € f=[N;c; A, ¢ize f(z) € N;er Ai- To je ekvivalentné s podmienkou, Ze
(Vi € I)f(x) € A;. Tuto podmienku mozeme dalej ekvivalentne prepisat ako (Vi € I)x €
fHA] a tiez @ € N;o; [ [Ai]. Teda podmienky x € f~H(N,c; A a @ € ;e fHA] su
skutocne ekvivalentné.

flA]CC & (Vae A)f(a) e C & (Vae A)ace f7HC] & AC fHO. O

2.4.1 Karteziansky sicin funkcii

Dalsi pojem, ktory bude pre nds neskor uzitoény, je karteziansky sucin funkcii. Podobne ako
pri kartezidnskom sucine mnozin, budeme ho definovat zvlast pre sic¢in dvoch mnozin a zvlast
pre sucin systému mnozin.

Definicia 2.4.11. Nech f: A — C, g: B — D st zobrazenia. Potom ich kartezidnsky sicin
je zobrazenie f X g: A X B — C x D ur¢ené predpisom

fxgla,b) = (f(a),g(b)).

Zobrazenie f X g je vlastne zobrazenie, ktoré sa na prvej stiradnici sprava rovnako ako f
a na druhej stiradnici ako g.

Tvrdenie 2.4.12. Nech f: A — C, g: B — D st zobrazenia.
(i) Ak f aj g s injekcie, tak f X g je injekcia.
(ii) Ak f aj g su surjekcie, tak f x g je surjekcia.

(iii) Ak f aj g su bijekcie, tak f x g je bijekcia.

Doékaz. (i) Nech f a g sa injekcie. Ak plati f x g(a,b) = f x g(a’,b'), znamend to, Ze
(f(a),g(d)) = (f(d),g(), cize f(a) = f(a'), g(b) = g(b'). Z injektivnosti zobrazeni f,
g potom méme a =d’, b=""a (a,b) = (d/, V).

(ii) Nech f, g st surjekcie a (¢, d) € C'x D. Potom existuju a € Aab € B tak, ze f(a) = ¢,
g(b) = d. Z toho mame, Ze f x g(a,b) = (¢,d). Ukdzali sme, Ze pre lubovolné (c,d) existuje
vzor, a teda zobrazenie f X g je surjektivne.

(iii) Vyplyva z Casti (i) a (ii). O

Cvicenia

Uloha 2.4.1. Dokazte, ze:

a) Zlozenie dvoch injekeif je injekcia.
b) ZloZenie dvoch surjekcif je surjekcia.
¢) ZloZenie dvoch bijekcii je bijekcia.

Uloha 2.4.2. Nech f: X Y, g,h: Y — Z sii zobrazenia. Dokaite, Ze:

a) Ak f je surjekcia, tak plati go f =ho f = g = h.

b) Ak Z # ) a plat{ (pre Tubovolné g,h: Y — Z) implikdcia go f = ho f = g = h, tak f je
surjekcia.
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Uloha 2.4.3. Nech g,h: X =Y, f: Y — Z st zobrazenia. Dokézte, ze:

a) Ak f je injekcia a plati fog= foh, tak g = h.

b) Ak X # 0 a pre Iubovolné g,h: X — Y plati implikidcia fog= foh = g = h, tak f je
injekcia.

Uloha 2.4.4. Ak f: X - Y ag: Y — X st zobrazenia také, ze go f = idx, tak ¢ je surjekcia
a f je injekcia. Ukéazte na priklade, ze g nemusi byt injekcia a f nemusi byt surjekcia.

Uloha 2.4.5. Dokéazte tvrdenie [2.4.10, Pre Gasti tvrdenia, ktoré obsahuju inkliziu a nie
rovnost, najdite priklady ukazujtice, Ze nerovnost méze byt ostra (rovnost nemusi vzdy platit).

Uloha 2.4.6. Nech f: X — Y je zobrazenie a A, B C X. Pokuste sa dokazat f[A N B] C
flA] N f[B] pouzitim faktu, Ze pre lubovolné C C D C X plati f[C] C f[D]. (Inak povedané,
skiste dokazat prvi cast tvrdenia [2.4.10 pouzitim prvej Casti tvrdenia [2.4.10 )

Uloha 2.4.7. Nech f: X — Y je zobrazenie. Dokdzte, 7e f je injekcia prave vtedy, ked pre
Iubovolné dve podmnoziny A, B C X plati f[AN B] = f[A] N f[B].

Uloha 2.4.8. Nech f: X — Y je zobrazenie. Dokézte, Ze f je injekcia < pre Iubovolné dve
podmnoziny A, B C X plati f[B ~\ A] = f[B] ~ f[4].

Uloha 2.4.9. Predpokladajme, Ze f: X — Y je zobrazenie. Zapiite pomocou kvantifikitorov
vyroky . f je injekcia“ a ,f je surjekcia“ a znegujte tieto vyroky.

Uloha 2.4.10. Nech X, Y st kone¢né mnoziny, ktoré maja rovnaky pocet prvkov. Dokazte,
ze potom plati:

a) Ak f: X — Y je injektivne zobrazenie, tak je aj bijektivne.

b) Ak f: X — Y je surjektivne zobrazenie, tak ja aj bijektivne.

(Hint: Méze vdm pomoct holubnikovy princip.)
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Kapitola 3

Kardinalne déisla

V tejto kapitole zavedieme pojem kardinality, ¢o je azda najuzitocnejsi a najdolezitejsi pojem
teérie mnozin. Zjednodusene povedané, ide o rozsirenie pojmu poc¢tu prvkov mnoziny na
nekonec¢né mnoziny.

3.1 Porovnavanie mohutnosti mnozin

Lahko vidime, ze dve konecné mnoziny maji rovnaky pocet prvkov prave vtedy, ked medzi
nimi existuje bijekcia (vieme néjst jednojednoznaéné priradenie medzi ich prvkami). Toto
pozorovanie motivuje spésob, ktorym by sme chceli zaviest pojem analogicky k poctu prvkov
aj pre nekoneéné mnoziny.

Definicia 3.1.1. Hovorime, Ze mnoziny X a Y maja rovnaka kardinalitu (mohutnost), ak
existuje bijekcia f: X — Y. Oznacujeme |X| = |Y|.

Poznamka 3.1.2. Je uzitocné si v8imnit, ze ak | X| = |Y| a |Y| = |Z], tak aj |X]| = |Z|.
(Vyplyva to z toho, Ze zlozenim dvoch bijekeii dostaneme opét bijekciu.)

DalSie ocividné vlastnosti si, ze | X | = | X| plati pre kazdi mnozinu X (lebo idy: X — X
je bijekcia) a ak | X| = Y[, tak |Y| = | X| (staci vyuzit inverzné zobrazenie).

Hoci uvedend definicia nie je zlozita, predsa len si zasluzi isty komentar.

Poznamka 3.1.3. Znak = zvykneme pisat medzi nejaké dva objekty v pripade, ze st totozné.
V definicii 3.1.1] sme vSak symbol rovnosti pouzili v trochu inom vyzname. Jedna moznost,
ako sa na to pozeraf, je skutocne vsetky vyskyty zdpisov tvaru |X| = |Y| chépat ako iny
zapis pre to, ze existuje bijekcia medzi X a Y. Pozorovanie z poznamky do istej miery
opravnuje pouzitie symbolu =, lebo ukazuje, ze vztah ,mat rovnakd mohutnost“ ma skutocne
podobné vlastnosti ako rovnost.

Ovela lepsie by bolo, keby sme skutocne boli schopni definovat nejaké objekty, ktoré
by zodpovedali symbolu | X|. (Inak povedané, chceli by sme Iubovolnej mnozine X priradit
konkrétnu mnozinu, ktord ozna¢ime |X|.) To sa skutoéne da urobit v ramci axiomatickej
tedrie ZFC. Na tejto prednaske to robit nebudeme, uspokojime sa s takymto (jednoduchsim)
pohladom na kardinalne ¢isla.

Nasim najbliz$im cielom je presvedcif sa, ze mnohé veci, ktoré vieme robit s prirodzenymi
¢islami, funguju aj pre kardinélne ¢isla. Ako prvi vec sa kardinalne ¢isla nauc¢ime porovnavat.
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Definicia 3.1.4. Hovorime, ze kardinalita mnoziny X je mensia alebo rovnd ako kardinalita
mnoziny Y, oznacujeme | X| < |Y|, ak existuje injekcia z X do Y.

Ak plati | X| < |Y| ale X a Y nemaji rovnaku kardinalitu, tak hovorime, Ze X mé mensiu
kardinalitu ako mnozina Y, ozna¢ujeme | X| < Y.

(X < Y] & |X] < [Y]A[X] #[Y]

Lahko sa overi, ze nerovnost medzi kardindlnymi ¢islami je dobre definovand, t.j. ak
|X|=|X'| a|Y]=]Y"], tak plati | X| < |Y] < | X'| < |V

Prirodzend otazka je, ¢i aj pre nerovnost kardindlnych ¢isel plati reflexivnost, tranzitivnost
a antisymetria. Na prvé dve casti tejto otdazky vieme odpovedat okamzite, tretia bude o Cosi
narocnejsia, odpoved na nu je vSak tiez pozitivna.

Tvrdenie 3.1.5. Nech X, Y, Z su lubovolné mnoziny. Potom plati:
() |X| < [X];
(i) [X] < [¥] A Y| < 2] = |X| < |2
(i) [X|=[Y| = |X| <[]
Dékaz. (i) idx: X — X je injekcia.
(ii) ZlozZenie dvoch injekeif je injekcia.
(iii) Kazd4 bijekcia je injekcia. O
Teraz dokazeme velmi doélezitit Cantor-Bernsteinovu vetu, ktora ukazuje platnost antisy-

metrie pre porovnavanie kardinalit.

Veta 3.1.6 (Cantor-Bernstein). Nech X, Y si mnoziny. Ak plati
tak | X| =Y.

X[ <[Y]aly]<|X],

|X| < [YIAY] <X = |X| = Y]
Inak: Ak existuje injekcia f: X =Y a injekcia g: Y — X, tak existuje bijekcia h: X — Y.

Tiato vetu budeme velmi casto vyuzivat, ak budeme chciet dokazat, ze dve mnoziny majui
rovnakt kardinalitu. Mnohokrat je totiz jednoduchsie skonstruovat injekcie oboma smermi,
nez priamo néjst bijekciu medzi danymi mnozinami.

Uvedieme dva dokazy tejto vety, zakladnd myslienka je v oboch velmi podobna. Budeme
sa snazit ukdzat existenciu takej podmnoziny C' C X pre ktort je f|c bijekcia medzi C' a
fIC] a gly < sjcy je bijekcia medzi X N C a Y\ f[C], pozri obrzizok Z tychto dvoch bijekcii
uz potom vieme poskladat bijekciu medzi X a Y.

Dékaz. Nech f: X - Y, g: Y — X si injekcie. Definujme zobrazenie F': P(X) — P(X)
predpisom
F(A) = X\ g[Y ~ fIA]].

Dalej indukciou definujeme mnoziny A,,, n € N nasledovne:
Ay =0,
An+1 =F (An)
a polozme C :=J;_; An = U, An.

Potom plati

F(C)=F (U An> = X~g[Y~FIU Anll = Xngly s [ FlAW] = X gl (YN F1A)] =

n=0 n=0 n=1
=X~ (ol ~ flAl = U gy S flaa) = U Fla) = J A =0 3)
n=0 n=0 n=0 n=1
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X Y
Obr. 3.1: Tustracia k dékazu Cantor-Bernsteinovej vety

V predchiadzajicich tpravich sme pouzili viackrat tvrdenie a fakt, Ze zobrazenia f a
g st injektivne a tiez de Morganove zdkony z tvrdenia [2.2.15]
Ukdzali sme teda, Ze pre mnozinu C plati F(C) = C, ¢o je ekvivalentné s rovnostami
C=X~glY ~flc]],
XN C =gy~ flC]].

Definujme teraz zobrazenie h: X — Y nasledovne:

h(x){f(x), ak z € C, (3.2)

Y, kde y € Y je prvok s vlastnostou g(y) =z ak = ¢ C.

Tento predpis skutoc¢ne definuje zobrazenie: Kazdy prvok x mnoziny X bud patri do C alebo
do X ~\ C, ¢ize sa pouzije prave jedna z uvedenych dvoch vetiev. Ak x € X \ C, tak existuje
y € Y s vlastnostou g(y) = x, lebo X \ C' = g[Y ~ f[C]]. Stiasne z injektivnosti g existuje
jediné také y.

Ukéazeme dalej, ze toto zobrazenie je bijektivne. Overme najprv injektivnost. Nech plati
h(z1) = h(z2). RozliSme tri moznosti, ktoré moézu nastat:
a) Oba prvky st z mnoziny C, t.j. 1,22 € C. Potom ak h(x1) = h(xz), tak f(x1) = f(z2) a
z injektivnosti f dostaneme x; = x5.
b) Jeden z tychto prvkov je z C' a druhy patri do X \C. Nech napriklad z; € C axzo € X\ C.
Ak h(z1) = h(z2), tak mame g(f(z1)) = x2. Potom x5 € g[f[C]] a sticasne 22 € X N\ C =
glY \ f[C]], z oho dostaneme x; € g[f[C]]Ng[Y ~ fIC]] = g[fICIN(Y ~\ fIC])] = g[0] = 0,
¢o je samozrejme spor. (Tu sme vyuzili injektivnost zobrazenia g, pozri tvrdenie @ (v).)
¢) Oba prvky si v X \ C, t.j. z1,22 € X \ C. Potom z h(z1) = h(z2) = y vyplyva
g(y) = v1 = 22

Este zostava overit surjektivnost. Ak y € Y, tak mo6zu nastat dva pripady. Bud y € f[C]
a potom y = f(c¢) pre nejaké ¢ € C, ¢o znamend, ze y = h(c). Ak y € Y ~\ f[C], tak
g(y) € X N C = g[Y \ f[C]], ¢o podla definicie zobrazenia h znamend, ze y = h(g(y)). O

Uvedeny dokaz mé nevyhodu, Ze vyuziva matematicki indukciu a prirodzené ¢isla. Ak
by sme pracovali v rdmci axiomatickej teérie mnozin, musela by tomuto dokazu predchadzat
konstrukcia prirodzenych ¢isel iba na zdklade axiém. (Aj ked tak ako pracujeme my — v na-
ivnej tedrie ¢isel — by nds zrejme aj takyto dokaz uspokojil.) Mézeme si vSak ukdzat aj iny
dokaz, ktory prirodzené ¢isla ani matematicki indukeciu nevyuziva.
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Dokaz. Opéat budeme predpokladat, ze f: X — Y a g: Y — X s injekcie a zadefinujeme
zobrazenie F': P(X) — P(X) presne rovnako, ako v predchddzajicom dokaze, t.].

F(A) = X~ g[Y ~ fIA]].

Budeme sa snazit ukdzat, Ze existuje mnozina C's vlastnostou F'(C) = C, konstrukcia bijekcie
h pomocou tejto mnoziny uz je rovnakd ako v predchddzajicom dokaze.

Najprv ukdZeme, Ze zobrazenie F' je monoténne (vzhladom na ¢iastoéné usporiadanie C).
Tym méame na mysli, ze pre A, B C X plati implikacia

ACB =  F(A)CF(®B).

Ak A C B, tak pouzitim tvrdeni

(xi) a[2.4.10] postupne dostaneme

fIA] C f[B]
Y\ f[A] 2Y \ f[B]
glY ~ flA]] 2 g[Y ~ f[B]]
X N glY N fIA]] € X N g[Y ~ f[B]]
F(A) C F(B)

Polozme S := {B C X;BC F(B)} a C:=JS =U{B C X;B C F(B)}.

Ak B € S, tak B C C, a teda F(B) C F(C).

Teda pre kazdé B € S plati B C F(B) C F(C), z ¢oho vyplyva C = |J B C F(C).

BeS

Zistili sme teda, ze C C F(C). Z monoténnosti potom vyplyva F(C) C F(F(C)), ¢o
znamend, ze F(C) € S. Teda F(C) je jedna z mnozin, ktoré zjednocujeme, ¢o znamend, ze
F(C) C C.

Zistili sme, Ze platia obe inkluzie, ¢ize C = F(C). O
Poznamka 3.1.7. Pre citatela, ktory sa zaoberal teériou zvizov, moze byt zaujimavé vsimnut si, ze sme v do-
kaze vlastne zostrojili zobrazenie F': P(X) — P(X), ktoré je monoténne. Na dokaz Cantor-Bernsteinovej vety
nam stacilo najst pevny bod tohoto zobrazenia. Jeho existencia vyplyva z Knaster-Tarského vety o pevnom
bode, kedze (P(X),C) je uplny zvédz. Takymto sposobom je dokdzand Cantor-Bernsteinova veta napriklad
v [El Theorem 3.1.9], |[KLSZ Priklad 2.3.6]. (V podstate nas dékaz bol do znacnej miery podobny spo-
sobu, akym sa dokazuje Knaster-Tarského veta, resp. prvy z uvedenych dokazov sa va¢smi ponasal na dokaz

Kleeneho vety o pevnom bode.)
Nieco viac o tychto vysledkoch da doéitat v casti [6.2}

Doteraz dokazané vysledky o nerovnostiach medzi kardindlmi mézeme preformulovat aj
nasledovnym sposobom:

Veta 3.1.8. Nech a, b, ¢ si kardindlne c¢isla. Potom plati:
(i) a<a;

(i) a<bAb<a=a=Db;

(iii) a=b= a <b;

(iv) a<bAb<c=a<ec

Poznamka 3.1.9. V tomto kontexte je dalSou prirodzenou otazkou to, ¢i st lubovolné dve
kardinalne ¢isla porovnatelné. Ekvivalentne to moézeme sformulovat aj ako otdzku, ¢i pre
lubovolné dve mnoziny A, B vzdy existuje injekcia A — B alebo injekcia B — A.

Je to skuto¢ne pravda, dokaz vyuziva axiému vyberuﬂ My tento fakt dokazovat nebu-
deme. Ale to, Ze naozaj plati, azda stoji za zmienku.

LAk stihneme, axiému vyberu si sformulujeme a nie¢o malo o nej aj povieme koncom semestra. Pri déka-
zoch, ktoré ju pouzivaji, na to upozornime — hoci sme zatial ani nepovedali, ¢o vlastne tdto axiéma hovori.
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Cvicenia
Uloha 3.1.1. Pokiste sa urobit dokaz vety (Cantor-Bernstein) tak, ze polozite C' =
({BC X;B 2 F(B)}.

Uloha 3.1.2. Rozhodnite o platnosti nasledujiceho tvrdenia. (Svoju odpoved zd6vodnite,
t.j. dokdzte toto tvrdenie alebo néjdite kontrapriklad.)

Pre Tubovolné mnoziny A, B plati |A| < | B| prave vtedy, ked existuje bijekcia medzi mnoZinou
A nejakou vlastnou podmnozinou mnoziny B.

Uloha 3.1.3. Nech A, B st lubovolné mnoziny. Dokazte (s pouzitim axiémy vyberu), Ze

IFIAIl < |A].

3.2 Kardinalna aritmetika
Zakladné operacie s kardinalnymi ¢islami, ktoré zavedieme, su stucet, sicin a umocrnovanie
kardinalnych ¢isel.

Definicia 3.2.1. Nech a, b st kardindlne ¢isla a nech A, B stt mnoZiny také, ze |A| = q,
|B| = b. Potom:
(i) Predpokladajme navyse, Ze mnoziny A a B st disjunktné. Potom sicet kardindlnych
¢isel a a b je kardinalne ¢islo mnoziny A U B, t.j.

a+b=]AUB

(ii) Sucin kardindlnych ¢isel a a b je kardindlne ¢islo mnoziny A x B, t.j.

a-b=1]AxB|.

(iii) Kardindlne ¢islo a umocnené na kardindlne ¢éislo b je kardinalita mnoziny vsetkych
zobrazeni z B do A. Tto mnozinu budeme oznacovat AZ. T.j. a® = |AP], kde

AB = {f: f je zobrazenie z B do A}.

V prvej Casti definicie navyse pozadujeme, aby mnoziny A a B boli disjunktné. Ak sme
uz nadli mnoziny A, B spliajice |A| = a a |B| = b, tak namiesto nich mozeme zobrat
napriklad mnoziny A x {#} a B x {{0}}. Tieto mnoziny maji takd istd kardinalitu a urcite
st disjunktnéf]

Takisto ma zmysel pytat sa, ¢i si tieto operacie dobre definované. Inymi slovami, ¢i
nezdvisia od volby mnozin A, B s uvedenymi vlastnostami. Presved¢ime sa, Ze je to v poriadku
pri sicine a umocnovani kardindlov, ostatné operécie ponechavame na rozmyslenie citatelovi.

Lema 3.2.2. Scitovanie kardindlov je dobre definované.
Doékaz. Cvicenie. O
Lema 3.2.3. Ndsobenie kardindlov je dobre definované.

Dékaz. Mame teda vlastne ukazat, ze ak |A| = |A’| a |B| = |B’|, tak aj |A x B| = |A’ x B’|.
Uvedené predpoklady znamenaju, ze existuju bijekcie f: A — A’ a g: B — B’. Potom podla
tvrdenia [2.4.12] je zobrazenie f x g: A x A’ — B x B’ tiez bijekcia. O

2Staci si uvedomit, Ze bez ohladu na to aké st a € A, b € B, uréite plati (a,0) # (b, 1).
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Lema 3.2.4. Umocriovanie kardindlov je dobre definované.
Dékaz. Teraz chceme ukézat, Ze existuju bijekcie f: A — C a g: B — D, tak existuje aj
bijekcia medzi mnozinami AZ a CP.

To znamend, ze ku kazdému zobrazeniu h: B — A chceme priradit zobrazenie z D do C.

B g

D
||
c

A

|

y

Ked si uvedomime, Ze g je bijekcia, a teda existuje g~': D — B, tak moéZeme definovat
p: AB — CP predpisom
p(h)=fohog™

Checeli by sme ukézat, ze ¢ je bijekcia. Jedna z moznosti, ako to overit, je najst inverzné
zobrazenie k ¢.
Vieme néjst zobrazenie ¢: CP — AP podobnym spdsobom ako sme nagli (.

%D

B
L
A

—C
f

Y(k) = flokog.

Overme, Ze 1 je naozaj inverzné zobrazenie k .
Pre Tubovolné h € A® mame

U(ph) =fro(fohog)og=(fT"of)oho(g og)=h.
Podobne dostaneme, ze
p(W(k))=fo(flokoglog™ = (fof)oko(gog™) =k
Zistili sme, ze ¢ mé inverzné zobrazenie, co znamena, ze @ je bijekcia. O

Spdsob, akym sme zaviedli operédcie na kardinalnych ¢islach je pomerne prirodzeny — pri-
najmensom pre kone¢né mnoziny funguje tak, ako obvyklé s¢itovanie, nasobenie a umocnova-
nie. Lahko si uvedomite, ze ak mame m-prvkova a n-prvkovi mnozinu, ktoré su disjunktné,
tak ich zjednotenie ma m + n prvkov. Takisto kartezidnsky sicin m-prvkovej a n-prvkovej
mnoziny mé m.n prvkov a zobrazeni z n-prvkovej mnoziny do m-prvkovej je m™ (pre kazdy
z n prvkov mam préve m moznosti vyberu jeho obrazu).

Tu si méZeme stcasne uvedomit, ze plati 00 = 1, kedze §° = {(}. Prazdna mnozina 0 je
totiZ jedind podmnoZina () x ) = (), teda jedind reldcia na mnozine (). Lahko vidno, Ze tdto
relacia spliia definiciu zobrazenia.

O chvilu si ukéZeme niektoré vlastnosti kardindlnej aritmetiky (mnohé z nich si do istej
miery podobné na aritmetiku prirodzenych ¢isel, ale v niektorych veciach je zasa pocitanie
s kardindlmi vyrazne odlisné). Este predtym vsak skisme zadefinovat niektoré konkrétne
kardindalne ¢isla.
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Definicia 3.2.5. Lubovolné prirodzené ¢islo n budeme stotoznovat s kardindlnym c¢islom
n-prvkovej mnoziny. Teda napriklad |§| = 0, [{0}| =1 a |{0, {0}}] = 2.

Kardinalne ¢islo mnoziny prirodzenych ¢isel budeme oznacovat Rg. Kardindlne ¢isla men-
Sie nez Ny volame konecné. Kardinalne ¢islo a volame nekonecné, ak a > Ng.

Kardindlne ¢islo mnoziny P(N) budeme oznacovat c. (Toto kardindlne ¢&islo sa niekedy
nazyva kardinalita kontinua.)

Poznamka 3.2.6. Zatial este nemame dokézané, Ze pre kazdé kardinalne ¢islo plati bud
a < Ny alebo a > Ny, teda Ze musi byt bud kone¢né alebo nekonecné. Ako sme uz spomenuli
v poznamke na to aby Iubovolné dve kardindlne ¢isla boli porovnatelné potrebujeme
axiomu vyberu. Pretoze s axiémou vyberu na tejto predniske budeme pracovat malo alebo
vObec, uspokojime sa s takouto definiciou — aj ked s doteraj$imi vedomostami nevieme ukazat,
ze tieto dva pripady uz vycerpavaju vSetky moznosti.

Oznacenie ¢ a nazov kardinalita kontinua pochadza z toho, ze ¢ je kardinalita mnoziny R.
Tento fakt overime neskor — tvrdenie Uz teraz ukazeme, ze ¢ = 250,

Veta 3.2.7. Nech X je lubovolnd mnozZina. Potom plati
)| =21

Dékaz. Chceme ukazat existenciu bijekcie medzi mnozinami {0, 1}% a P(X).
Na to sta¢i najst zobrazenia f: P(X) — {0,1}¥ a g: {0,1}* — P(X), ktoré st navzdjom
inverzné. Definujme ich predpisom

f(A) = xa pre AC X,
g(h) ={x € X;h(x) =1} pre h: X — {0, 1},

7e X 4 je charakteristickéa funkcia mnoziny

kde xa(z) =1prex € Aaxa(z) =0prex ¢ A, ¢
1} = Aa f(g(h)) = X{wexin(x)=1} = h pre

A. (Skutocne plati g(f(A4)) = {z € X;xa(z) =
Tubovolné A € P(X) a h € {0,1}¥.)
Kedze k zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie, je to bijekcia. O

Doésledok 3.2.8.
¢ = 2%

3.2.1 Vldastnosti s¢itovania kardinalov

V tejto a nasledujicich ¢astiach budeme dokazovat niektoré rovnosti a nerovnosti, ktoré platia
pre kardinalne operacie. Kedze postup pri vsSetkych dokazoch je velmi podobny, mézete si
niekolko pozriet, aby ste videli zakladny princip, ktory sa v nich pouziva. Potom sa ostatné
mozete pokusit dokdzat samostatne a len ak si s nimi nebudete vediet poradit, pozrite sa na
dokazy, ktoré si uvedené tu.

Zatnem s tvrdenim, kde vynechdm dokaz. (MdZete sa nad nim zamysliet samostatne.)
Uviedol som toto tvrdenie hlavne preto, aby sme si uvedomili, Zze ked sme nejakym spdsobom
zaviedli s¢itovanie kardinalov, tak by sme mali zdovodnit aj vlastnosti, ktoré sa nam na prvy
pohlad moézu zdat samozrejmé. (A pri obvyklom scitovani koneéngch ¢isel s nimi nemdme
problém.) Podobny charakter mé aj tvrdenie o sucine kardinalnych ¢isel a tvrdenie
o umocitiovani.

Tvrdenie 3.2.9. Pre lubovolné kardindlne cislo a plati

a+0=a.
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Dékaz. Cvicenie. O
Veta 3.2.10. Nech a, b, ¢ st kardindlne cisla, potom plati

a+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c

Dékaz. Najprv ukdzme prva rovnost. Nech A, B st disjunktné mnoziny také, ze |A| = a a

|B| = b. Tvrdenie, Ze |A|+|B| = |B|+ | A| znamen4, Ze existuje bijekcia medzi AUB a BUA.

To ale vyplyva z rovnosti AU B = BU A a z toho, Ze identické zobrazenie je bijektivne.
Druht rovnost dostaneme podobnym sposobom z rovnosti AU(BUC) = (AUB)UC. O

Veta 3.2.11. Nech a, b, ¢ su kardindlne cisla také, Ze b < c. Potom
at+b<a-+ec

Dékaz. Nech A, B, C st mnoziny také, Ze |A| = a, |B| = b, |C| = ¢ a sicasne plat{i AN B =
ANC = 0. Dalej predpokladime, ze existuje injekcia f: B — C. Chceme ukézat existenciu
injekcie z AU B do AU C.

Definujme zobrazenie g: AU B — AU C ako

(2) = T ak z € A,
g = f(z) akze B.

Z toho, ze A a B st disjunktné, vyplyva, ze g je skuto¢ne zobrazenie.

Takisto sa vcelku Tahko ukéze, Ze zobrazenie g je injektivne. Predpokladajme, ze g(x) =
g(y). Uvazujme najprv moznost z € A, ¢o znamend, %e g(x) = x. Potom y ¢ B, leboz y € B
by vyplyvalo, ze g(y) € C a CNA=10. Teday € A a g(y) =y, ¢ize rovnost g(z) = g(y)
znamena priamo x = y.

Teraz predpokladajme, Ze plati g(x) = g(y) a « € B. To znamend, Ze g(z) = f(x).
Stcasne to znamend, ze y € B. (Ak by platilo y € A, tak g(z) =y € CN A = (.) Potom
mame g(y) = f(y). Teda z g(z) = g(y) vyplyva f(x) = f(y) a, kedZe f je injekcia, aj rovnost
T =1y. O

Pri dokaze tejto vety sa oplati vSimnuf si jednu vSeobecnil zdkonitost. V dékaze sme mohli
pouzit Tubovolntt mnozinu B takd, ze |B| = b (a sucasne AN B = (). Takouto mnoZinou je
aj mnozina f[B], pretoze f: B — f[B] je bijekcia.

To znamen4, ze pri vhodnej volbe mnoziny B moézeme priamo predpokladat B C C. Tym
sa dokaz znacne zjednodusi — z tvrdenia vieme, ze potom AU B C AUC. Z toho
uz je jasna existencia injekcie definovanej jednoducho ako z +— x pre vSetky x € AU B.

Priklad 3.2.12. Priamo, konstrukciou prislusnej bijekcie, ukazeme, ze plati
N 4+ Ng = Ng.

Uvazujme mnoziny N x {0} a N x {1}. Obidve maji kardinalitu Ry a navySe st disjunktné.
Stac¢i ukazat, ze existuje bijekcia medzi N x {0} UN x {1} a N. Bijekciu mézeme definovat
napriklad ako

f(n,0) = 2n,
fn,1) =2n+1.
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36 Kardinalna aritmetika

Pre kazdé prirodzené ¢islo plati 0 < n < Ny (kedze § C {0,1,...,n — 1} C N), z ¢oho
dostavame
Rg=0+Ng <n+ Ny <R+ Vg =Ny

Z Cantor-Bernsteinovej vety potom mame
NO :n—i-N() :N0+N0.

Z toho vidime napriklad aj to, ze vysledok analogicky k vete [3:2.11] neplat{ pre ostrua
nerovnost.

Dokaz nasledujiceho tvrdenia je zalozeny na podobnej myslienke ako predchadzajuci
dokaz.

Tvrdenie 3.2.13. Ak a je nekonecné kardindlne cislo, tak Rg 4+ a = a.

Dékaz. Mame vlastne dokazat, Ze ak A je takd mnozina, ze |A| = a > R, tak [N x {0} U A x
{1} = |4l

Predpoklad |A| > Ng znamend, Ze existuje injekcia N — A. Mdzeme priamo predpokladat,
ze N C A.

Teraz uz vieme velmi jednoducho zostrojit bijekciu medzi Nx {0}UAXx {1} a A analogickym
sposobom ako v predchadzajicom priklade.

f(n,0) =2n,pren € N
fn,)=2n+1,pren €N
fla,1)=a,aka € Aja ¢ N

O
3.2.2 Vlastnosti nasobenia kardinalov
Tvrdenie 3.2.14. Pre lubovolné kardindlne ¢islo a plati
0-a=0
l-a=a
2-a=a+a
Dokaz. Cvicenie. O

Veta 3.2.15. Nech a, b, ¢ si kardindlne cisla, potom plati

ab = ba
a(bc) = (ab)c
a(b+c)=ab+ac
Doékaz. Nech A, B, C st Tubovolné mnoziny.
Na dokaz prvého tvrdenia staci ukéazat existenciu bijekcie medzi Ax B a B x A. Zobrazenie
f: Ax B — B x A definovani predpisom
fi(a,b) = (b,a)

pre a € A, b € B je bijekcia.
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Na dokaz druhej casti sta¢i najst bijekciu g: A x (B x C) — (A x B) x C. Takouto
bijekciou je zobrazenie definované ako

g: (a,(b,¢)) = ((a,b),¢)
preac A,be B,ceC.
V tretej ¢asti mame, za predpokladu, Ze B a C st disjunktné, najst bijekciu medzi A x (BU

C)a (AxB)U(AxC(C).Z tvrdenia vSak vieme, Ze plati dokonca rovnost A x (BUC) =
(AxB)U(AxC). O

Veta 3.2.16. Nech a, b, ¢ si kardindlne cisla také, Ze b < c. Potom

ab < ac.

Doékaz. Nech f: B — C je injekcia. Potom podla tvrdenia[2.4.12]je aj zobrazenie id x f: A X
B — A x C injekcia. O

Opit plati analogickd poznamka ako pri vete Mohli by sme priamo predpokladat,
7e B C C a potom si staci v8imnit, ze A x B C A x C' (pozri dlohu [2.3.3).

Priklad 3.2.17. Ukazeme, ze plati

Ro - Rg = Ro. (3.3)

Z rovnosti (3.3)) dostaneme, ze pre kazdé n € N, n > 0, plati
NQSH'N()SNO‘NO:N().
7 Cantor-Bernsteinovej vety potom vyplyva rovnost

NOZH-NOZNQ-No.

Na dokaz rovnosti (3.3) ndm staéi zostrojit bijekciu medzi N x N a N. Takychto bijekcii
sa da najst vela, ako prvi si ukdzeme jednu velmi zndmu pochadzajicu uz od G. Cantora.

Nasledujici obrazok nam ukazuje, ako mdézeme usporiadané dvojice prirodzenych cisel
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38 Kardinalna aritmetika

usporiadat do postupnosti:

0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) . (n,0)

(4,1) . (n,1)

(4,2) . (n,2)

(4,3) - (n,3)

(0,n) (L,n) (2,n) (3,m) (4,n) e (n,m)

Zobrazenie f: N x N — N definujeme tak, ze kazdej dvojici priradime poziciu, na ktorej sa
nachadza v tejto postupnosti, t.j. (0,0) — 0, (0,1) — 1, (1,0) — 2, (0,2) — 3, (1,1) — 4,
(2,0) — 5 atd.

Toto zobrazenie vieme popisat aj jednoduchym predpisom. VSimnime si, ze dvojice na tej
istej diagonéle (t.j. také dvojice (m,n), ktoré maji rovnaky siucet m + n) zoradujeme podla
prvej suradnice a vSetky prvky z diagonal, ktoré st nalavo od nich. Teda ak m + n = s, tak
1424---+s= 5(57;1) prirodzenych ¢isel sme pouzili na predchadzajiace diagonaly. Poradie
na diagondle ur¢ime podla m, ¢ize dostaneme

(m+n)(m+n+1)
2

(Mozete si tuto formulu prekontrolovat pre niektoré konkrétne dvojice.)

O tom, ze takéto zobrazenie je bijektivne, by vas snad mohol presvedcit obrazok, ktorym
sme ho znazornili.

Pokial by vam vsak takyto argument nestacil, je tu pre vas aj podrobnejsi formalny dokaz.

+m

f(m7n) =

Dékaz. Oznaéme A, = ZZ=1 k= w (C‘iie Aq je a-te trojuholnikové ¢islo.)

Potom funkciu f moézeme zapisat ako

f(m,n) = Amgn +m.

Dalej oznac¢me Iy = {Aq,Aq + 1,...,Aq+1 — 1} pre kazdé a € N. Systém {I,,a € N} tvori rozklad
mnoziny N. (Tento fakt lahko vyplyva z Ay =0 a Aq < Ag+1.)

Takisto je zrejmé, ze f(m,n) € In4+n. Vdaka tomu z rovnosti f(m +n) = f(m’ +n’) vyplyva m +n =
m' +n/. Z Apgn +m = Aty +m dostaneme m = m/, a teda aj n = n’. Tym je dokdzana injektivnost
zobrazenia f.
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Overme este surjektivnost. Vieme, Ze kazdé x € N patri do niektorej mnoziny I, (kedze tieto mnoziny
tvoria rozklad). Sta¢i teda néjst m, n tak, ze m +n =a ax = Ag +m. Z nerovnosti Ag <x < Agy1—1a
z toho, ze Ag41 — Aq = a + 1 dostaneme, ze pre m = ¢ — A, plati nerovnost 0 <m < Ayq11 —1—-Aq =a.
Z toho vyplyva, ze ak polozime n = a — m, tak m aj n st prirodzené ¢&isla a plati f(m,n) = a. O

Int bijekciu g: N x N — N mozeme dostat s pouzitim faktu, ze kazdé prirodzené cislo
vacsie ako 0 sa dé zapisat ako si¢in mocniny ¢isla 2 a neparneho ¢isla. (Toto viete odvo-
dit z poznatkov o delitelnosti prirodzenych ¢isel, ktoré méate z prvého ro¢nika [C].) Teda
zobrazenie

glm,n)=2"2n+1) -1

je bijekcia z N x N do N.

Poznamka 3.2.18. S pouzitim axiémy vyberu sa da dokézat, ze kardinalne scitovanie a
néasobenie je jednoduché, pre lubovolné nekonecné kardinaly a, b totiz plati
a+b=a-b=max{a,b}.

(Zatial dokonca nevieme ani to, ¢i existuje maximum z kardindlnych ¢isel a, b; pozri pozndmku
3.1.9)

V tejto kapitole vSak budeme (v ddkazoch i cvifeniach) vyuzivat iba veci, ktoré sme
o kardinalnej aritmetike uz dokazali.

3.2.3 Vlastnosti kardinalneho umocnovania

Opét za¢nem tym, Ze spomeniem par vlastnosti, kde dokaz nechdm ako cvicenie (a mali by
byt pomerne jednoduché).

Tvrdenie 3.2.19. Pre lubovolné kardindlne ¢islo plati a' = a.
Pre kardindlne umocriovanie plati 0° = 1 a pre a # 0 mdme

0

a =1
0°=0
Pri prirodzenych é&slach sme pouzivali oznacenie a? ako synonymum zapisu a-a. (Podobne
pre a®,a?,...) UkdZeme si, 7e aj pre kardinalne &fsla predstavujt tieto dva zdpisy to isté.

Tvrdenie 3.2.20. Ak a je lubovolné kardindlne cislo, tak plati
a‘*=a-a.

Dékaz. Mame vlastne ukézat, e pre Iubovolni mnozinu existuje bijekcia medzi A%} a
A x A.
Definujme ¢: A1} 5 A x A ako

Sti¢asne definujme 1p: A x A — A1} tak, e 1)(a,b) je zobrazenie uréené predpisom

¥(a,0)(0) = a,
P(a,b)(1) = b.

(Namiesto zapisu ¥((a, b)) piseme struénejsie ¥ (a, b).) Lahko sa overi, Ze ¢ a 1) st navzdjom
inverzné zobrazenia, ¢ize o aj 1 su bijekcie. O
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Takisto by bolo lahké rozsirit toto tvrdenie indukciou na dalsie prirodzené ¢isla. (Hoci sme
zatial stdle formélne neskonstruovali prirodzené ¢isla a ani neukézali, Ze si dobre usporiadané
a teda na nich funguje indukcia.)

Veta 3.2.21. Ak a, b, ¢ st kardindlne c¢isla také, Ze a < b, tak a® < b°.

Dékaz. Nech |A] = a, |B| = b, |C| = ¢. Mézeme priamo predpokladat, A C B. Potom plati
aj AY C BY. (Kazdé zobrazenie z C do A je sti¢asne zobrazenim z C' do B.) O

Napriek tomu, ze mame takyto jednoduchy dokaz, pokiisme sa eSte urobit dokaz priamo
z existencie injekcie z A do B. (Aby sme si trochu precviéili pracu so zobrazeniami medzi
mnozinami zobrazeni — v dalsich dékazoch budeme takéto nieco ¢asto potrebovat.)

Dékaz. Vlastne mame dokazat: Ak existuje injekcia f: A — B, tak existuje aj injekcia z mno-
ziny A do mnoziny B®. Skisme teda najprv vymysliet, ako by sme pomocou zobrazenia f
mohli definovat zobrazenie p: A® — B¢ a pri troche $tastia sa ndm ho snad podarf vymysliet
tak, aby bolo injektivne a aj jeho injektivnost dokéazat.

Hladdme teda zobrazenie, ktoré Iubovolnej funkcii g: C — A priradi nejakt funkciu z C
do B. Nasu situaciu si mozeme znazornit takto:

C
g ?
A,

Hned vidime, Ze f a g urcuju zobrazenie z C' do B — konkrétne zobrazenie f o g. Teda asi
najprirodzenejsi sposob ak definovat nejaké zobrazenie z A® do B¢ pomocou f je

prgrr fog
wlg)=fog

Overme este, Ze toto zobrazenie je injektivne. Pytame sa, ¢i plati

o(g1) = ¢(92) = 91 = 92
fogn=foge =91 =9

Rovnost f o g; = f o gs znamend, ze pre kazdé x € C plati
flg1(x)) = f(g2(2)).
Pretoze f je injektivne, vyplyva z nej rovnost
91(z) = g2(x).

Platnost tejto rovnosti pre kazdé = € X znamena rovnost zobrazeni g; = go; Cize presne to,
¢o sme chceli dokazat. O

Veta 3.2.22. Ak a, b, ¢ su kardindlne cisla také, Ze a < b a c # 0, tak

<.
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Dékaz. Nech A, B, C st mnoziny také, ze |A| =a, |B| =ba |C|=c.

Predpoklad ¢ # 0 ndm hovori, ze C # (). Zvolme si lubovolné ¢y € C.

Vieme, 7Ze existuje injekcia f: A — B. Na zaklade uz viackrat spomenutej avahy mézeme
priamo predpokladat, ze A C B. Definujme zobrazenie ¢: C4 — CP tak, ze

_ )g(z) prezxze A,
o(9)(x) = { O

pre Tubovolné g: A — C.
Zobrazenie ¢ je injekcia. Ak plati p(g) = ¢(h), tak pre kazdé x € A plati g(z) = ¢(g)(x) =
p(h)(x) = h(z), a teda g = h. O

Este si mozeme vsimnuft, ze v pripade ¢ = 0 predchadzajica veta neplati. Priamo z defi-
nicie kardindlneho umochovania zistime, ze 0° = 1 a 0% = 0 pre a # 0.

Lubovolné zobrazenia z X do ) je podmnoZina X x § = . Teda ak existuje nejaké
zobrazenie X — (), moze to byt jedine ¢. V pripade X = () mnozina § spliia definiciu
zobrazenia, v pripade X # () nie. Teda méme ¢ = {0} a 4 = @ pre A # 0.

Veta 3.2.23. Pre lubovolné kardindlne cisla plati

Doékaz. Vlastne mame dokédzat, Ze pre Iubovolné mnoziny A, B, C také, ze B a C su dis-
junktné, existuje bijekcia medzi APYC a AP x AC.

T.j. cheeli by sme najst zobrazenie p: ABYC — AB x AC alebo zobrazenie ¢: AB x A —
ABYC 4 ukézat o tiom, Ze je bijekcia. My budeme postupovat tak, ze ndjdeme zobrazenia
oboma smermi a ak sa nam podari ukézat, ze jedno z nich je inverzné k druhému, tak z toho
vieme, ze ide o bijekcie.

Aby sme definovali ¢, tak vlastne potrebujeme kazdej funkcii f: B U C — A priradit
dvojicu funkeii — prva z nich ide z B do A a druhé z C do A. Zobrazeniu z BUC do A vSak
vieme priradif zobrazenie na mensej mnozine velmi prirodzenym spdsobom — pdjde o ziizenie
zobrazenia na tito podmnozinu. Mézeme teda definovat zobrazenie ¢: ABYC — AB x A€
nasledovne:

p: [ (flB: flo)
w(f) = (fIs, fle)

Ak hladdme zobrazenie ¢: AP x AY — ABYC tak vlastne kazdej dvojici zobrazeni g: B —
A, h: C — A chceme priradif zobrazenie z B U C' do A. Opét, mame pomerne prirodzeny
sposob, ako to mézeme spravit, dvojici (g, h) priradime zobrazenie definované predpisom

_)g(z) akze B,
Vg h)(@) = {h(m) ak z € C.

Na tomto mieste vyuzivame fakt, ze B a C su disjunktné — v opacnom pripade by predché-
dzajuci predpis nemusel definovat zobrazenie.

(Intuitivna predstava za predchddzajicimi tivahami je asi takdto: Jednym smerom sme
postupovali tak, ze zobrazenie z B U C do A sme rozdelili na 2 zobrazenia na 2 cCastiach
defini¢ného oboru. Zobrazenie i zase tieto 2 zobrazenia naspéat zlepi — to je zhruba aj dovod,
preco st tieto 2 priradenia jedno k druhému inverzné; overime to vSak podrobne.)
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To, ze 1 je inverzné zobrazenie k ¢ overime, tak, ze ukazeme, ze pri zlozeni o aj Yo
dostaneme identické zobrazenie.

Skusme najprv vyratat, comu sa rovnd ¢op. Pre lubovolné f: BUC — A mame ¢ (o(f)) =
U(f|B, flc) po dosadeni x € BU C dostaneme

fle(@) = f(z) akxe€ B,
fle(z) = f(z) akzeC,

teda Y (p(f))(x) = f(x) pre kazdé x € BUC, ¢ize zobrazenia ¢¥(¢(f)) a f sa rovnaji. Dostali
sme:

YeNE) = 0(flp, flo)e) = {

(Vf € APY) wp(f) = f
7,D oY = idABuc

Zostava nam eSte pozriet sa na zobrazenie po1): AP x A — AB x A®. Ak mame Iubovol-
ni dvojicu g: B — A, h: C — A, tak priamo z definicie zobrazenia 1 vidno, ze ¥ (g, h)|p = g
a(g,h)|c =h, a teda

e(¥(g,h)) = (¥(g,h)|B,¥(g,h)|c) = (g.h).

Teda p o) =idgsyac.
Zistili sme, Ze 1) = @1, teda ¢ aj 1 st bijekcie. O

Veta 3.2.24. Pre lubovolné kardindlne cisla plati (a®)¢ = a®®.

Dékaz. Pre lubovolné A, B, C chceme néjst bijekciu medzi (AZ)¢ a AB*¢. Opit, pokisime
sa najst nejaké zobrazenia ¢: (AB)C — ABXC aqp: ABXC 5 (AB)C aukdzat, ze st navzajom
inverzné.

Hladdme zobrazenie o: (AP)¢ — ABXC Tj. ak mame dané nejaké zobrazenie f: C' —
AP cheeli by sme k nemu néjst niefo, ¢o dvojiciam (b,c) € B x C priradf prvky z A. Pre
Tubovolné ¢ € C' vSak mdme zobrazenie f(c): B — A — ¢iZe je dost prirodzené dvojici (b, ¢)
priradit f(c)(b), t.j.

o(f): BxC —= A
e(f)(b,c) = f(c)(b)

Obrétene, kazdému zobrazeniu g: BxC — A by sme chceli priradif zobrazenie ¥ (g): C —
AP t.j. zobrazenie, ktoré kazdému prvku z C priradi nejaké zobrazenie z B do A. Ak mame
dané zobrazenie z B x C' do A, zafixujeme nejaké ¢ € C' a menime len prvok b € B vidime,
ze dostaneme zobrazenie z B do A. Presnejsie to mozeme zapisat

(¥(9))(c): B— A
(¥ (9)(c)(b) = g(b, c)

Toto priradenie je nac¢rtnuté na obr. kde A = R, B = (0,1), C = (0,00). Rezy
nacrtnuté na grafe funkcie st prave funkcie z B do A priradené jednotlivym prvkom z C.
(Naschvél som zvolil mnoziny A, B a C rozne, aby sa na obrazku dalo vidiet, ktord mnozina
je ktoréd.)

Opét, priamo dosadenim nam vyjde, Ze @ o ¢ aj 1 o ¢ je identita. Pocitajme najprv
porp: ABXC 5 ABXC Pre lubovolné g: B x C — A chceme zistit, comu sa rovna zobrazenie
w(1(g)): B x C — A. Dostaneme (priamo pouzitim definicie zobrazeni ¢ a 1))

©(¥(9))(b, c) = (g)(c)(b) = g(b, c).
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Obr. 3.2: Obrazok ilustrujici postup v dokaze vety [3.2.24] (Pouzitd funkcia je f(z,y) =
3. 1

2 + < sinmz.)

275

Vyslo ndm, ze ¢(1)(g)) = g pre kazdé g € AP*Y ateda @ 09 = idysxc.
Sktisme teraz vyratat o @: (AP)¢ — (AP)C. Ak mame zobrazenie f: C — AP, chceme
zistit, ¢i plati ¥(o(f)) = f. Pouzitim definicie ¢ a ¢ méme

PN (b) = ()b, ¢) = f(c)(b).

Kedze tato rovnost plati pre vSetky b € B, znamend to rovnost zobrazeni

(e())e) = flo).

Opét, predchadzajica rovnost plati pre kazdé ¢ € C, teda ¢ o (f) = f. Poslednd rovnost
(ktord plati pre Iubovolné f € (A#)“) znamena rovnost zobrazeni ¢ o ¢ = id s5)c.
Zistili sme, Ze ¢ = ¢!, preto obe zobrazenia ¢ aj 1 st bijekcie. O

Mozeme si ukazat este jednu identitu tykajicu sa umocnovania kardindlov, ktord ma
o ¢osi jednoduchsi dokaz nez predoslé tvrdenia. Strucne povedané, ide vlastne o to, ze kazdé
zobrazenie C' — A x B sa da jednoznacne rozdelit na dve ,zlozky“ — na zobrazenia C' — A
a C — B. Pokusime sa teraz ddkaz tohoto faktu aj formdlne zapisat. (Urobime to dokonca
dvoma spdsobmi.)

Veta 3.2.25. Pre [ubovolné kardindlne cisla a, b, ¢ plati
(ab)® = a® - b°.

V dokaze budeme pouzivat nasledujice funkcie, ktorym sa ¢asto hovori projekcie. Ak
mame kartezidnsky sic¢in dvoch mnozin A a B, tak mozeme definovat zobrazenia pg: AXB —
B predpisom
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Pre nas bude uzitocna tato vlastnost projekcii: Ak mame Iubovolny prvok x € A x B, tak
(pa(z),pp(z)) = 2.
(Vo € Ax B)(pa(z),pp(z)) == (3.4)

Platnost tejto podmienky sa overi vcelku Tahko. Skutocne, kazdy prvok z kartezianskeho
sucinu A X B je tvaru & = (a,b). Pre takdto usporiadant dvojicu skutoéne dostaneme

(pA(l’),pB(lL')) = (pA(a,b)va(avb)) = (avb) =Z.

Dékaz. Chceme ukazat existenciu bijekcie medzi mnozinami (A x B)® a A® x AB. To by sa
nam podarilo, ak by sme vedeli najst zobrazenia

¢: (Ax B)° — A x B¢
¢: A% x B —» (Ax B)°
a ukdzaf, Ze tieto zobrazenia st navzajom inverzné.
Ak chceme zadefinovat zobrazenie ¢, tak kazdej funkcii f: C — A x B by sme mali

priradit dvojicu zobrazeni, ktoré ida z C do A resp. z C' do B. Vsimnime si, aké zobrazenia
mame k dispozicii.

A&AprT?B

Vidime, ze vieme dostat zobrazenia pyo f: C — Aappo f: C — B.
Moézeme teda zadefinovat

o(f) = (pao f.psof).

Obrétene, ak mame dvojicu zobrazeni g: C' — A a h: C — B, chceli by sme im priradit
zobrazenie ¥ (g, h): C — A x B. Veelku prirodzeny spdsob je urobit to takto:

¥(g, h)(c) = (g(c), h(c)).

Podobne ako v predoslych dékazoch sme nasli nejaké zobrazenia oboma smermi, staci uz
iba overit, ¢i ¥ je inverzné zobrazenie k ¢.
Pozrime sa najprv na to, ¢o dostaneme zlozenim 1 o . Mame

Y(p(f)) =v(pao f,ppof).

chceme overif, ¢i zobrazenie vpravo je rovné zobrazeniu f. Pozrime sa na to, ¢o dostaneme
dosadenim Tubovolného prvku c € C:

P(e(f))(e) = bpac frpp o f)(e) = (pa(f(0),pa(f(c)) = [f(c).

V poslednom kroku sme vyuzili platnost (3.4)).
Zistili sme, zZe
1]/}0()0 = id(AxB)c-

Zostava nam pozriet sa na ich zlozenie v opacnom poradi. Priamo z definicie mame

©(¥(g,h)) = (pac(g,h),pp o (g, h)).
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Chceme overit, ¢i dvojica na pravej strane je rovnd (g, h) t.j. ¢i
pa© ¢(g7 h) =g
pot(g,h) =h

Rovnost dvoch zobrazeni moézeme overit tak, ze dosadime Tubovolny prvok ¢ € C. Skuto¢ne
dostaneme

¢o ukazuje uvedené rovnosti.
Plati teda aj

o) =idycype.

Zistili sme, ze 1 je inverzné zobrazenie k ¢, ¢o znamena, ze @ je bijekcia. O

Sktsme ten isty dokaz zapisat trochu inak. Nasledujuici dokaz je vlastne totozny s doka-
zom, ktory sme uviedli, ale vyhli sme sa v nom pouzivaniu projekcii. Je na vas, aby ste si
vybrali, ktory dékaz sa vim zd4 zrozumitelnejsi. (Samozrejme, pozriet si moéZete oba dokazy.)

Dokaz. Chceme néjst zobrazenia
¢: (Ax B)° = A x B¢
¢: A x B¢ - (A x B)®

také, ze p o) aj ¥ o v je identita.

Zobrazenie ¢ by malo Iubovolnej funkcii f: C — A x B priradit nejaka dvojicu funkcii
o(f)=1(g,h), kde g: C — A, h: C — B.

Pre lubovolné ¢ € C je f(c) nejakd usporiadand dvojica z A x B, t.j. existuji (jednoznac¢ne
uréené) prvky a € A, b € B také, ze f(c) = (a,b). Takto vieme prvku ¢ € C priradit
jednozna¢ne prvok a € A a tiez prvok b € B. Cize mame zobrazenia z C' do A a z C do B,
ktoré mozeme zobrat za o(f).

Volbu zobrazeni g a h m6zeme strucne zapisat podmienkou

o(f)=(9.h) & fle)=(g(c), h(c)). (3.5)

Dalej chceme priradit dvojici zobrazeni g: C' — A, h: C — B nejaké zobrazenie C' —
A x B. Vcelku prirodzeny sposob (rovnaky ako v predoslom dékaze) je

P(g,h)(e) = (g(c), h(c)).

Teraz chceme overit, ¢ ¥(¢(f)) = f. Vieme, Ze o(f) = (g, h) pre zobrazenia g, h jedno-
znacne uréené podmienkou (3.5)). Potom mame

P(p(h)(e) = 1(g,h)(e) = (9(c), h(c)) =" f(e)-

Tato rovnost plati pre ITubovolné ¢ € C, teda dostavame

Pp(f) = 1.

Opét z toho, ze poslednd uvedend rovnost plati pre lubovolné f: C — A x B dostdvame

Yoy =idaxpc-
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Tiez néds zaujima, ¢i o(1(g,h)) = (g,h). Dvojica zobrazeni p(¢(g,h)) je jednoznaéne
uréend podmienkou (3.5)), namiesto f vSak teraz mame dosadit (g, h). Dostdvame

e(¥(g,h) = (g,h) < ¥(g,h)(c) = (g(c), h(c)),

¢o plati priamo na zédklade definicie zobrazenia .
Z uvedenej rovnosti (a z toho, Ze plati pre Tubovolné g, h) opét dostaneme

po) =idgcype.
Zistili sme, Ze 1 je inverzné zobrazenie k ¢, ¢o znamena, zZe @ je bijekcia. O
Veta 3.2.26. Pre lubovolné kardinalne c¢isla a, b plati
ab < 2%,
Dékaz. Ak mnoziny A, B st také, ze |A| = a a |B| = b, tak AP C P(B x A). (Vyplyva to

priamo z definicie zobrazenia.)
To ale znamena, ze |AB| < |P(B x A)| a a® < 29°. O

Ak v predchidzajicej vete polozime b = 1, tak dostaneme
Désledok 3.2.27. Pre lubovolné kardindlne c¢islo a plati
a < 2%

Moézete sa skusit zamysliet nad tym, ¢i by ste vedeli vymysliet nejaky jednoduchy dokaz
dosledku [3:2:27 a potom ukdzat vetu [3:2:26] pomocou tohoto dosledku a dalsich veci, ktoré
sme uz ukazali.

Cvicenia
Uloha 3.2.1. Ukézte, 7e |Z| = No. (T.j. najdite bijekciu medzi Z a N.)

Uloha 3.2.2. Zdovodnite, Ze pre lubovolné kardindlne ¢islo a plati:

0O+a=a
0-a=0
l-a=a
2-a=a+a

Uloha 3.2.3. Ukézte, ze c-c =c a c¥0 = ¢.
Uloha 3.2.4. Ukéite, Ze pre lubovolny koneény kardindl n plati ¢ =n-¢=c- ¢ = " = ™o,
Uloha 3.2.5. Ukéite, Ze pre lubovolny koneény kardinal n plati 280 = nRo = Ngo =N =

Uloha 3.2.6. S vyuzitim faktu, Ze pre nekoneéné kardindly plati b-b = b (pozndmka|3.2.18))

ukézte, Ze ak 2 < a < b, kde a, b st nekone¢né kardinaly, tak 2° = a®.

Uloha 3.2.7. Ukézte priamo z definicie (t.j. konstrukciou bijekcie resp. injekcie), Ze:

a) Ak [A| =B, tak [P(A)| = [P(B)].

b) Ak |A| < |B|, tak [P(4)] < [P(B)].

Uloha 3.2.8. Dokazte dosledok |3.2.27|bez toho, aby ste sa odvolavali na vetu [3.2.26] Ukazte,
ako potom mozno z uvedeného désledku odvodit vetu [3.2.26

Uloha 3.2.9. Ukaite, ze ak pre mnoziny A, B plati |A~ B| = |B ~\ A|, tak |A| = |B|.

Uloha 3.2.10*. Aké je kardinalita mnoziny vietkych bijekeif z N do N? (Bijekcie z N do N
sa niekedy zvykni nazyvat aj permutaciami mnoziny N. Na zdklade analégie s prirodzenymi
¢islami by sme kardinalitu takejto mnoziny mohli nazvat Ro-faktorial.)
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3.3 Cantorova veta a diagonalna metéda

Veta 3.3.1 (Cantor). Pre kaZdi mnoZinu X plati | X| < |P(X)].

Cantorovu vetu moézeme ekvivalentne preformulovat tak, ze pre kazdé kardinalne ¢islo a
plati
a < 2°.

Dékaz. Nerovnost | X| < |P(X)| vyplyva z toho, ze x — {x} je injekcia z X do P(X). (Iné
mozné zdévodnenie — désledok [3.2.27)).
Predpokladajme teraz, ze by existovala bijekcia f: X — P(X). Dalej oznacme

A={reXiag¢ fa)}.

Pretoze f je bijekcia, existuje y € X s vlastnostou A = f(y).

St dve moznosti. Bud plati y € A, ¢o ale znamend, ze y ¢ f(y) = A; alebo plati y ¢ A
a v tomto pripade y € f(y) = A. Obidve moznosti vedi k sporu a teda nemoze existovat
bijekcia medzi X a P(X). O

Priklad 3.3.2. MoZno nam lepSie pomoéze pochopit tento dokaz, ak si ho eSte raz osvetlime
na pripade X = N. Budeme sa teda zaoberat kardinalitou mnoZiny P(N), namiesto nej vSak
mozeme zobrat mnozinu {0, 1} vietkych postupnosti nil a jednotiek. Vo vete sme totiz
skonstruovali bijekciu A — x4 medzi tymito dvoma mnozinami.

Chceme ukézat, ze [{0, 1}] # Ry. Postupujme sporom — predpokladajme, e by existovala
bijekcia f: N — {0, 1}N. Mame teda postupnosti prirodzenych ¢isel

£0) = (af”,a{”,al”,...)
F(1) = (@i, alM,ald, )
£2) = (af?,al?,a$?,..)

Ak definujeme postupnost b = (b,)22, ako
by =1—al™,

¢ize by je 0 ak a(™ = 1 a obratene, tak potom b nie je rovné ziadnej z postupnosti f(n),
n € N. Od postupnosti f(n) sa totiz lisi na n-tom mieste.

Dokaz vety je v podstate totozny s postupom z predchddzajiceho prikladu. (Jediny
rozdiel je v tom, Ze sme nemohli prvky f(x), € X, zapisat do postupnosti, kedZe tam sme
pracovali s lubovolnou mnozinou X a nie s mnozinou N.)

Poznamka 3.3.3. Metdda pouzitd v predchadzajicom dbékaze pochadza od Cantora a na-
zyva sa diagondlna metdéda. (V predchddzajicom priklade vidno, Ze sme vlastne menili diago-
ndlne prvky.) Podobny argument je pouzivany casto, aj v inych oblastiach matematiky. Mohli
ste sa s nim stretnit napriklad aj na predmete formélne jazyky a automaty, pri dokaze, ze
existuju jazyky, ktoré nie si rozpoznatelné ziadnym Turingovym strojom [RF| Kapitola 6],
[HMU| Chapter 9] (volne povedané, nie vSetko sa da naprogramovat).

My si ukdZeme eSte jednu aplikaciu tejto metédy v priklade

Mézeme si vsimnit, ze na zdklade Cantorovej vety dostavame nekoneéni hierarchiu kar-
dindlnych é&isel. (Pre kazdé kardindlne islo existuje kardindl, ktory je od neho vadsi.)

47



48 Spocitatelné a nespocitatelné mnoziny

Priklad 3.3.4. Ukazeme, ze plati
NO cC==¢C.

Z Cantorovej vety mame Xy < 280 = ¢. Na zdklade toho dostaneme nerovnost
No-c<c-c:2N°-2N° = 2Ro+Ro — oo — ¢

Plati aj nerovnost ¢ < Wg-c, takze z Cantor-Bernsteinovej vety dostaneme dokazovanii rovnost.
Cvicenia

Uloha 3.3.1. Ukéite, Ze ¢¢ = 2¢.

3.4 Spocitatelné a nespocitatelné mnoziny

Definicia 3.4.1. Ak pre mnozinu A plati |A] < Ny, tak hovorime, Ze A je spocitatelnd. Spo-
¢itatelnd mnozina moze byt bud konecnd spocitatelnd mnozina, ak |A| < Vg, alebo nekoneénd
spocitatelnd, ak |A| = Ng.

Ak pre mnozinu A plati |[A| > Rg, tak A je nespocitatelna.

Opét plati rovnakd poznamka, ako pri kone¢nych mnozinach. Ak nespocitatelné mnoziny
definujeme takymto sposobom, je to sice to isté ako povedat, Ze su to tie mnoziny, ktoré
nie si spocitatelné, dékaz tohoto faktu by si vSak vyziadal pouzitie axiémy vyberu (pozri
poznamku .

Ukéazeme, ze spocitatelné zjednotenie spocitatelnych mnozin je opéat spocitatelnd mnozina.
Dokaz tohoto faktu stivisi s dokazom existencie bijekcie medzi Nx N a N (pozri priklad [3.2.17).
Je rozumné zdéraznit, Ze v tomto dokaze vyuzijeme axiému vyberu. (Bijekciu medzi N x N
a N sme popisali presnym predpisom, ¢iZe tam sme axiému vyberu nepotrebovali.)

Veta 3.4.2. Nech I je spocitatelnd mnozina a A; je spocitatelnd mnozina pre kazdé i € I.
(T.4. {Ai;i € I} je spocitatelny systém spocitatelngch mnoZin.) Potom aj mnozina |J A; je
i€l

spocitatelnd.
Dékaz. Predpokladame, Ze |I| < Rg a |A;| < Ry. Teda existuje injekcia f: I — N a pre kazdé
i € I mdzeme vybrat nejakd injekciu f;: A; — N. (Na tomto mieste vyuzivame axiému
vyberu.)

Pomocou zobrazeni f a f;, ¢ € I, zadefinujeme injekciu z |J 4; do NxN. Nech a € | 4;.

icl i€l
To znamen4, Ze existuje aspon jedno i € I také, ze a € A;. Ako i, oznacme také i € I, pre
ktoré plati a € A; a sicasne f(i) je minimdlne. (Tu vyuzivame fakt, Ze kazdd neprdzdna
podmnozina N ma najmensi prvok.) Teraz definujme g: |J 4; =& N x N ako
i€l

g9(a) = (f(ia), fi, (a)).

Toto zobrazenie je injektivne. Ak totiz g(a) = g(b), tak a aj b patria do tej istej mnoziny A;,
(lebo f(iq) = f(ip) a f je injektivne). Potom plati f;_ (a) = fi, (b) a z injektivnosti zobrazenia
fi, mame a = 0.

Ukézali sme existenciu injekcie g: |J A; — N x N. Ak ju zlozime s lubovolnou bijekciou

icl
h: N x N — N (dve také bijekcie sme zostrojili v priklade , tak dostaneme injekciu
z |J A; do N. To znamend, Ze | |J A;] < Ng a mnozina |J A; je spocitatelna. O
i€l i€l i€l
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Tvrdenie 3.4.3. Mnozina Q vsetkijch raciondlnych cisel je nekonecnd spocitatelnd, t.j.

|Q| = Ro.

Dékaz. Pretoze N C Q, plati Xg < |Q|.

Sucasne kazdé raciondlne ¢islo vieme zapisat jednoznacne v tvare %, kdep,g e Z,q>0a
¢isla p, ¢ st nesudelitelné. Mame teda injekciu z Q do N X Z, a o tejto mnozine uz vieme, ze
mé kardinalitu Rg ([N x Z| = |N| - |Z| = Rg - Ry = Ng, pozri priklad [3.2.17)). Dostévame teda
aj druht nerovnost |Q| < Ny.

Na zéaklade Cantor-Bernsteinovej vety potom mame |Q| = Ry. O

Spocitatelnost mnoziny Q by sme mohli dokézat aj pomocou vety (rozmyslite si
ako). Vyhoda dokazu, ktory sme uviedli, je v tom, Ze nevyuziva axiému vyberu.
Pod intervalom v R budeme rozumiet akikolvek mnozinu I s vlastnostou

aclnbelNna<z<b = x el

Tejto definicii vyhovuju aj jednoprvkové mnoziny, ktoré sa zvykni nazvyvat degenerované
alebo trividlne intervaly. VSetky netrividlne intervaly sd tvaru (a,b), {(a,b), (a,b), (a,bd),
(—00,a), (—00,a), {a,00) alebo (a,oc0) pre nejaké a,b € R.

Tvrdenie 3.4.4. Ak A je nejakd mnoZina disjunktngch netrividlnych intervalov na R, tak
mnozina A je spocitatelnd.

Dékaz. Kazdy netrividlny interval obsahuje nejaké raciondlne ¢islo. (Medzi lubovolnymi dvoma
roznymi redlnymi ¢islami sa nachddza raciondlne ¢islo.) Ak intervalu I € A priradime nejaké
raciondlne ¢islo gq; € I, dostaneme injekciu z A do Q. Kedze mnozina Q je spocitatelnd, musi
potom byt spocitatelnd aj mnozina A. O

V predchadzajicom dokaze sme pouzili axiému vyberu na to, aby sme pre kazdé I € A
vybrali nejaké raciondlne ¢islo gy € I N Q. Pouzitiu axiémy vyberu sa da v tomto dokaze
velmi Tahko vyhnut. Staéi si vSimnut, Zze v predchadzajicom dokaze sme explicitne popisali
injektivne zobrazenie i: Q — N x N. Vieme tiez, Ze existuje bijekcia medzi N x N a N.
Takze v koneénom désledku mézeme néjst injekciu Q — N a teda kazdej podmnozine Q
priradit zodpovedajicu podmnozinu mnoziny N. Zostava uz len vyuzit to, ze kazda neprazdna
podmnozina mnoziny prirodzenych ¢isel mé najmensi prvok, ¢ize vieme z nej explicitnym
predpisom jeden prvok ,vybrat®.

Cvicenia
Uloha 3.4.1. Ukéite, 7ze ak pre kardindlne &slo a plati a - Rg = a, tak 2% = Ry°.

Uloha 3.4.2. Ukéite, 7e ak A je spoéitatelnd mnozina, B je nespoéitatelnd mnozinaa A C B,
tak |B \ A| = |B|. (V tejto tlohe se moéze hodif pouzitie faktu, ze pre kazdi mnozinu plati
bud | X| < Xg alebo | X| > N, ktory sme zatial nedokdzali. Bez toho, aby sme sa odvoldvali
na doteraz nedokdzané veci vieme dokazat, ze z |B| > No, |A| < N a |B \ A| > Ry vyplyva
[B] =B~ Al)

Uloha 3.4.3. Ukéite, 7e mnozina vietkych koneénjch podmnozin N je spoéitateln. (Na-
vod: Jedna z moznosti je ukazat, Ze mnozina n-prvkovych mnozin je spocitatelna pre kazdé
prirodzené éislo n a pouzit vetu m)

Uloha 3.4.4. Ukézte, ze mnozina vietkych zobrazeni z Q do Q nie je spocitatelna. (Mozete
vyskisat pouzit diagondlnu metédu aj priamy vypocet kardinality tejto mnozZiny.)
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Uloha 3.4.5. Postupnost (a,) ¢isel sa vold takmer staciondrna, ak (3m € N)(Vn > m)a,, =

am. Inymi slovami, od urc¢itého éisla m st uz vsetky ¢leny tejto postupnosti rovnaké.
Dokazte, ze:

a) mnozina vSetkych takmer staciondrnych postupnosti ¢isel 0, 1 je nekonecnd spocitatelna;

b) mnozina vSetkych takmer staciondrnych postupnosti prirodzenych ¢isel je nekone¢na spo-

Citatelna;

¢) mnoZina vsetkych takmer staciondrnych postupnost{ realnych ¢isel mé kardinalitu c.

Uloha 3.4.6*. Existuje nespocitatelny retazec v (P(N),C)? (T.j. existuje taky systém S
podmnozin N, ktory je nespocitatelny a pre lubovolné A, B € S plati A C B alebo B C A?)

Uloha 3.4.7. Nech S = Qx Q. Ukézte, Ze existuju mnoziny V, H také, ze S = VUH, prienik
V sa kazdou vertikalnou priamkou v rovine R? je koneény a prienik H sa kazdou horizontalnou
priamkou je konecény. (T.j. pre kazdé x € Q si mnoziny {y € Q; (z,y) e V} ={z} xQnNV
aj {y € Q;(y,z) € H} = Q x {z} N H konecné.)

Uloha 3.4.8. Ak A je nekoneénd mnozina (t.j. |A] > Rg), tak existuje rozklad A = |32, 4,
na spocitatelne vela disjunktnych mnozin taky, ze ziadne dve rézne mnoziny nemaju rovnaku
kardinalitu.

Uloha 3.4.9. Nech A je mnoZina po dvoch disjunktngch kruhov v R2. Ukaite, ze A je
spocitatelna. Plati to aj pre kruznice?

Uloha 3.4.10. Ukéite, 7e ak I,, = (an, by) je klesajiica postupnost uzavretych intervalov (t.j.
Iy1 C I, pre kazdé n € N), tak (), oy In # 0. (Tento vysledok by ste mohli poznat z ana-
lyzy pod Cantorova veta, mozno v trochu vSeobecnejsom zneni — pre kompaktné ohranicené
mnoziny.)

Vedeli by ste pomocou tohoto vysledku dokdzat (diagondlnou metédou), Zze mnozina (0, 1)
je nespocitatelna? (Hint: Skuste zacat tym, Ze interval (0, 1) rozdelite na 3 uzavreté intervaly

(0,1/3), (1/3,2/3), (2/3,1).)

Uloha 3.4.11. Nech f: R — R je funkcia takd, ze pre kazdé = € R plati f(f(z)) = .
Dokazte, ze existuje iraciondlne ¢islo, ktoré sa funkciou f zobrazi na iraciondlne ¢islo.

3.5 Mohutnost niektorych v praxi sa vyskytujtcich mno-
Zin

V predchéadzajicej podkapitole sme skiimali kardinalitu niektorych mnozin, vdésinou takych,
ze mali kardinalitu Xg. V tejto casti sa budeme venovat dalsim mnozinam, ktoré sa vyskytuji
v matematickej praxi. Mnoziny, ktoré budeme skimat v tejto ¢asti, budd zvicsa nespocita-
telné a budi mat kardinalitu ¢ = 2%,

Ako prvy vysledok si ukazeme velmi dolezity fakt, Zze kardinalita mnoziny redlnych cisel
je ¢ = 2%o,

Na tvod si vSimnime, ze |(0,1)] = [(0,1)] = [(0,1)| = |R|.

Kedze (0,1) € (0,1) € (0,1) C R, mame nerovnosti

10, D < [0, ] < {0, )] < [R].
Ak néjdeme bijekciu medzi (0,1) a R, tak tito nerovnost mézeme rozsirit na

IR[ = [(0, D) < [0, D) < [0, D] < [R]
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a z Cantor-Bernsteinovej vety potom dostaneme, ze vSetky uvedené mnoziny maji rovnaki
kardinalitu.
Takychto bijekcii mozno najst vela. Jedna z nich je f: (0,1) —» R

f(z) = tg (i+;)

(Dostali sme ju vhodnym posunutim a preskdlovanim funkcie tangens — pozri obrazok (3.5)).

Y4 y = tg(z)

ISIE]
ISIE]
]y

Obr. 3.3: Bijekcia medzi (-3, 7%) a R

Ak Dby ste chceli pouzit nejaku elementarnejsiu funkciu, moézete skusit vhodne upravit
funkcie z obrazkov [3.4] a ktoré st navzijom inverzné.

Ur¢ite by ste Tahko nasli bijekciu medzi (0,1) a Tubovolnym otvorenym intervalom, medzi
(0,1) a Iubovolnym uzavretym intervalom.

Teda namiesto rovnosti |R| = ¢ mézeme dokazat rovnaki rovnost pre kardinalitu nejakého
uzavretého, polouzavretého alebo otvoreného intervalu.

Predtym, nez sa dostaneme k vlastnému dékazu, povieme si eSte nieco o bindrnom (dy-
adickom) zépise redlnych ¢&isel. Je to vlastne rozsirenie zdpisu v dvojkovej ststave, ktory
z predmetu Elementdrna teéria ¢isel [C] poznéte pre prirodzené ¢isla. Pre redlne éisla tiito
konstrukeciu mozno poznéte z prvickej analyzy [VN| Kapitola V.8].

Budi nés zaujimat len redlne ¢isla z intervalu (0, 1), preto sa bindrnemu zapisu budeme
venovat iba pre tieto ¢isla.

Ak (a,)%, je Tubovolna postupnost niil a jednotiek, t.j. (a,)3, € {0, 1}, tak takejto
postupnosti priradime ¢islo

ag aq = an
r=o ot = o
n=0

Ocividne platf 0 < r < Y7 | 5kt = 1, ¢ize takto dostaneme nejaké &islo z intervalu (0, 1).
Cisla a, budeme volat cifry bindrneho zépisu realneho é&isla 7.

Poznamka 3.5.1. Ked sa zamyslite nad tymto zdpisom, azda je vidiet, Ze ak by sme v
menovateli vSade pouzili 10 namiesto 2, bol by to presne zapis v desiatkovej ststave na aky
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A

1Y

1

Obr. 3.4: Bijekcia medzi R a (—1,1)

ste zvyknut{ — s tym rozdielom, Ze vtedy by sme namiesto a,, € {0,1} potrebovali pripustit
an, €40,1,...,9}.

Podobne to funguje ak by sme ako zdklad zvolili nejaké iné prirodzené ¢islo b > 2. Tu
pouzivame b = 2, ¢o je najjednoduchsi pripad. Moznost b = 10 je zasa vyhodna v tom, zZe ste
sa s nou stretavali uz od zakladnej skoly.

Musime sa vSak este zamysliet nad dvoma doélezitymi otazkami: D4 sa takto zapisat kazdé
¢islo z intervalu (0,1)7 Je takyto zdpis redlnych ¢&isel jednoznalny?

O tom, Ze takyto zdpis existuje pre kazdé redlne ¢islo z intervalu (0,1) by nds mohla
presved¢it nasledujica tvaha. Rozdelme interval (0,1) na dve rovnaké polovice: (0, %) a

<%, 1). Cislo r uréite patri do niektorého z tychto intervalov, jeho krajné body ozna¢me Iy a
a,

ro. Plati teda lg < r < rg. Pritom ¢islo /g je tvaru %, kde ag € {0,1}, a plati rg — lg = %

V druhom kroku rozdelime interval (lo, ro) opét na dve rovnaké ¢asti. Cislo r patri do nie-

ktorého z intervalov (ly, l2t72) a (fotre 14). Koncové body intervalu obsahujticeho r oznaéime

ako 1, r1 a opéf si vSimneme, ze I = % + g4 pre nejaké ag,a1 € {0,1},ar; — 1 =

L
2 22"

Indukciou moézeme analogicky postupovat dalej. V indukénom kroku mame ¢isla [, a r,

také, ze r € (ln,mn), ln = Yo 54t pre nejaké ag,...,a, € {0,1} ary — 1, = w% Opat
plati, Ze 7 patri do niektorého z intervalov (l,,, et ) (Latra ) dizky 5l. Tento interval

si oznac¢ime (l,,11,7,+1). Oc¢ividne plati l,,11 = I,, alebo l,,41 =, + Qn%, teda ¢islo 1,41 je

1 g 1 . R ,
tvaru Z?IO s pre nejaké ao,...,a,41 € {0,1}, pricom ao,...,a, su tie isté cisla, ktoré
urcovali ¢islo 1,,.

Indukciou takto zostrojime postupnosti (a,)5%, (1,)22, a (r,)52, také, ze pre vSetky
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Obr. 3.5: Bijekcia medzi (—1,1) a R

n € N plati

0<l, <r<r,<1

1
T'n — ln = ﬁ
n a
In = Z 9i+1
=0
a, €{0,1}

Z uvedenych vlastnosti je zrejmé, ze obe postupnosti l,, aj r, konverguju k ¢islu r. To zna-
mend, ze 7 je limita postupnosti ¢iastoénych suctov radu Y2 ) 5%7, ¢o je len iné vyjadrenie

rovnosti
o0
a;
r=> QitL”
i=0

Vidime teda, ze kazdé ¢islo z intervalu (0, 1) m& bindrny rozvoj. Tento rozvoj v8ak nemusi
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byt jednoznacny. Napriklad cislo

1 1 1

5~ 2 + 23 + ...
sa d4 dostat pomocou dvoch réznych postupnosti (1,0,0,...) a (0,1,1,...) z {0, 1}, Po-
dobnym sposobom vieme dostat dva rozne rozvoje pre kazdé, ktoré sa da binadrne zapisat
pomocou kone¢ného poctu jednotiek. Staci, ked posledné ¢islo tvaru zn%a n € N, ktoré sa
vyskytuje v tomto zépise, nahradime stuctom Y 2 5 5.

Ukéazeme si, ze toto je jediny pripad, kedy dochadza k nejednoznacnosti. Inymi slovami,
ak zakdZeme koneCné bindrne rozvoje, tak pre kazdé ¢islo z intervalu (0,1) budeme uz mat
jediny rozvoj. To isté plati, ak zakazeme také rozvoje, ktoré pocnic od istého miesta uz
pozostavaju len zo samych jednotiek.

Predpokladajme, ze plati

ok+1 — ok+1’
k=0 k=0

pricom postupnosti (a,)5, (b,)>%, € {0,1} sa nerovnaji. Nech ny je prvy index, na
ktorom sa tieto postupnosti lisia. Bez ujmy na vseobecnosti, nech a,, = 1 a b,, = 0. Oznacme

= a
k
A= Z okt 1
k‘:no
[e%S) bk [e%S) bk
b= Z ok+l Z ok+1
k=ng k=no+1

Vieme, ze plati A = B. Sucasne vsak B < Z;O:nOH Qk% = 2”0%, pricom rovnost nastane
jedine v pripade, ze by 41 = bpy42 = --- = 1. Stcasne plati A > 2,10% a rovnost nastane
jedine pre a,, =1 a apy+1 = Apy+2 = -+ = 0. Teda ide skuto¢ne presne o taky pripad, aky
sme pred chvilou popisali.

7 toho, Co sme doteraz uviedli, je zrejmé, ze existuje bijekcia medzi ¢islami z intervalu
(0,1) a postupnostami nil a jednotiek s vynimkou tych, ktoré oznacuji len konecéne vela
jednotiek. Vieme, Ze vSetkych postupnosti nil a jednotiek je [{0,1}N]| = 2%, Mnozina Y tych
postupnosti, ktoré st od istého miesta nulové, nam urcuje konecné dyadické zapisy a kazdé
¢islo s konecny zapisom v dvojkovej sistave je raciondlne. Mame teda injekciu z Y do Q, ¢o
znamend, ze |Y| < Ng. Celkom Tahko vidime aj to, Ze plati aj rovnost |Y| = Rg. (Nerovnost
Y] > R je zrejma.)

Ak si oznaéime X = {0,1}, tak mame | X| = |X N\ Y| +|Y]| = | X \ Y| vdaka nerovnosti
|X \NY| >Ny (vyuzivame tvrdenie . Z toho zistime, ze (0, 1)| = [X \ Y| = | X| = 2%o.

Uz sme videli, ze R ma rovnaku kardinalitu ako Iubovolny interval, dostavame teda

Tvrdenie 3.5.2.
10, 1)] = [{0,1)] = |R| = 2% = ¢

To isté plati aj pre Iubovolné intervaly tvaru (a,b), {(a,b), (a,b) ¢ (a,b).

V dékaze sme pouzivali Cantor-Bernsteinovu vetu, moézete sa pokusit najst priamo bijekcie
medzi mnozinami (0,1), (0,1), (0,1), (0,1) a R. Je vela spdsobov, ako sa to dd urobit, ku
niektorym moZnostiam by vas mohli indpirovat obrazky &

Priklad 3.5.3. Skusme sa este raz pozrief na dyadické rozvoje redlnych c¢isel, ktoré sme
pouzili v dokaze tvrdenia na konkrétnom priklade. (Snad tento priklad pomoze objasnit,
Ze sa to naozaj podobd na rozvoj v desiatkovej sistave, na ktory sme zvyknuti.)
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<

D= ——

Wi ——

el ——
—

Obr. 3.6: Bijekcia medzi (0,1) a (0, 1)

n .
1 j
2+ /
1 —

W=
o=
[\v}

Obr. 3.7: Bijekcia medzi (0,1) a (0, 00)

Zoberme si nejaké jednoduché ¢islo, napriklad x = % Sktisme postupovat presne podla
algoritmu, ktory sme pouzili v dokaze.

Interval (0,1) rozdelime na polovice a pozrieme sa, do ktorej z nich patri dané &isla.
V tomto pripade do pravej polovice <%, 1), teda prva cifra bude 1. Mdme teda zatial x zapisané

ako
2 1
l‘:—:——"—

3 2
1_ 1

a chceme sa pozriet, aké budu dalsie cifry. Tie by mali byt také, aby nam spolu dali %— 5= 7%

Ked znovu spravime delenie intervalu na polovice, tak sa pytame, ¢i % je v lavej alebo pravej
polovici intervalu dlzky % Ked celu situaciu vhodne preskalujeme, t.j. vynasobime vsetko
dvojkou, je to to isté ako pytat sa, ¢i 2- % = % je nalavo alebo napravo od % Je nalavo, dalsia
cifra je 0.

_2_1,0,

Opét interval rozdelime na polovice, ¢o po preskalovani znamené, Ze sa pozerame, kam padne
2. % = % Cize opat sme v tej istej situdcii ako na zaciatku a vidime, ze sa budu striedavo
opakovat cifry 1 a 0.

TT3T T TR T T2 e T

Dostali sme na pravej strane vlastne geometricky rad, kde prvy clen je % a kvocient je %.
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Lahko mézeme skontrolovat, Zze jeho sicet je skutocne

1 1 1 4 2
2 1-

~92'37 3

Tr = 1
4

Tvrdenie 3.5.4. Kardinalita mnoziny vsetkych spojitijch zobrazeni z R do R je c.

Tento fakt do istej miery kontrastuje s tym, ze vSetkych zobrazeni z R do R je ¢* =2¢ > ¢
ozri tlohu [3.3.1)). D4 sa teda povedat, Ze nespojitych zobrazeni je ovela viac ako spojitych.
(pozri lohu B3.1). D4 sa teda povedat, Ze nespojitfch zobrazenf je ovela viac ako spojitfch

Dokaz. Staci si uvedomit, ze ak vieme aké hodnoty nadobida spojité zobrazenie f: R — R
na racionédlnych ¢islach, tak tym je uz toto zobrazenie jednoznacéne urcené. (Raciondlne ¢éisla
tvoria hustt podmnozinu redlnych ¢isel, pre kazdé redlne cislo existuje postupnost raciondl-
nych ¢isel, ktord k nemu konverguje.) Méme teda injekciu medzi spojitymi zobrazeniami z R
do R a Iubovolnymi zobrazeniami z Q do R urcent predpisom f — f|g. Kardinalita mnoziny
zobrazeni z Q do R je

IR|1Q = ¢No = (2R0)Ro = go-Ro — 90 — ¢,

Teda spojitych zobrazeni z R do R je nanajvys 280 = ¢.
Ak si teraz vSimneme, Ze pre kazdé a € R mame spojitd funkciu f,(z) = = + a, tak
vidime, Ze hladand kardinalita je aspon |R| = c. O

Priklad 3.5.5. Sice uz vieme, ze |R| = [(0, 1)| = ¢, a teda tieto mnoziny st nespoéitatelné, na
tomto mieste mozeme vsak vyuzit desiatkovy rozvoj redlnych ¢isel na to, aby sme si tento fakt
ukdazali pouzitim Cantorovej diagonalnej metody (poznémka. Postup je velmi podobny
ako v priklade

UkézZeme, Ze mnozina {0,1) je nespocitatelnd. Vieme, ze kazdé &islo z tejto mnoZiny sa
d4 jedinym sposobom zapisat v tvare x = > - Torrr a navyse ak vylic¢ime koneéné rozvoje
(t.j. také, kde st od istého miesta vsetky ¢isla nulové), tak je tento rozvoj jednoznaény.
Desiatkovy zapis budeme zapisovat v tvare 0.apajas ... (MoZete sa pokusit sami si overit
existenciu a jednoznacnost takéhoto zdpisu — postup je podobny ako v pripade dyadického
zapisu. VSeobecnejsie tvrdenie, hovoriace o rozvoji pri lubovolnom zéklade, ndjdete napriklad
v [SHHK, kapitola 3.6].)

Predpokladajme, ze interval

(0,1) Je spocitatelny. To znamen4, ze existuje bijekcia f: N —
(0,1). Kazdé z ¢isel f(0), f(1), f(

), -+ € (0,1) sa d4 zapisat pomocou desiatkového zépisu
f(0) =0.a (© )ago)aé )
f(1)=0.a (1 )agl)aé ).
1(2) = 0P a®a®

Pomocou tychto desatinnych zapisov zadefinujeme nové ¢islo
b= 0.bgb1bs . ..

tak, ze by # a,c’C a sucasne by # 0. Mdzeme napriklad polozit by = a,(C ) +1 ak a,, k) ~9a
b = 8 ak a(k) = 9. Cislo, ktoré sme takto dostali mé nekoneény zapis v desiatkovej ststave
rozny od vsetkych ¢isel f(n), n € N. (Od éisla f(n) sa li$i prinajmensom na n-tom mieste
zapisu, mozno aj na nejakych dalsich.)

Teda b # f(n) pre ziadne n, ¢o je v spore s predpokladom, ze f je bijekcia.
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Cvicenia
Uloha 3.5.1. Ukéite, 7e kardinalita mnoziny vietkych iraciondlnych &isel je .
Uloha 3.5.2. Ak4 je kardinalita mnoziny vSetkych diferencovatelnych zobrazeni z R do R.

Uloha 3.5.3. Ak4 je kardinalita mnoziny vietkych divergentnych postupnosti redlnych ¢isel?
AKk4 je kardinalita mnoziny vsetkych divergentnych postupnosti raciondlnych cisel?

3.6 Aplikacie kardinalnych cisel

3.6.1 Existencia transcendentnych cisel
Najprv pripomenme definiciu algebraickych a transcendentnych ¢isel.

Definicia 3.6.1. Komplexné ¢islo a sa nazyva algebraické, ak existuje polyném f(z) € Z[z]
s celo¢iselnymi koeficientami taky, Zze f(a) = 0, t.j. a je korefiom tohoto polynému. Komplexné
¢islo, ktoré nie je algebraické, sa nazyva transcendentné.

Ukéazeme, ze mnozina algebraickych c¢isel je spocitatelna. Z toho vyplyva, ze existuju aj
transcendentné ¢isla.

Tvrdenie 3.6.2. MnoZina A vsetkijch algebraickijch cisel je spocitatelnd.

Dékaz. Vyuzijeme fakt, ze kazdy polyném f € C[z] stupnia n ma v C najviac n koreriov.
(Presne n, ak by sme zapocitali aj ich ndsobnost.)

Najprv vypodéitajme kardinalitu mnoziny Z[x] vSetkych polynémov s celoéiselnymi koefi-
cientami. Kazdy polyném stupna n je jednoznacne urceny postupnostou koeficientov a, €
Z ~ {0}, ap—1,...,a0 € Z. Kardinalita mnoziny P, vsetkych polynémov stupiia n s celo¢i-
selnymi koeficientami je teda N7 = Ng.

Mnozinu Z[z] mézeme vyjadrit ako Z[z] = (J, oy
spocitatelnych mnozin. Teda dostdvame |Z[z]| = No.

Kazdé algebraické cislo je korefiom nejakého polynému zo Z[z]. Takyto polyném mé
najviac n korenov. Dostavame teda

P, ¢ize ide o spocitatelné zjednotenie

[A| < |Z[z]]-Rg = No.
Stucasne plati |[A| > Ng, kedZe kazdé celé ¢islo je algebraické. O

Z predchédzajuceho tvrdenia uz dostaneme existenciu transcendentnych ¢isel (pozri ilohu
3.6.2)).

Dosledok 3.6.3. Kardinalita mnoziny C\ A je c¢. Z toho dostdvame, Ze existuje aspor jedno
transcendentné cislo.
Podobne R~ A md kardinalitu ¢, teda existuje asporn jedno redlne transcendentné cislo.

3.6.2 Vypocitatelné funkcie

V tejto Casti si povieme — aspon velmi zjednodusene a neformélne — nieco o vypocitatelnych
funkciach.
Zjednodusene by sme mohli zaviest pojem vypocitatelnej funkcie takto:

Definicia 3.6.4. Funkcia f: N — N sa nazyva vypocitatelnd, ak existuje algoritmus ktory
pre vstup n vrati f(n).
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58 Aplikacie kardinalnych cisel

Otézka je, ako by sme mohli spresnit definiciu pojmu algoritmus, ktory sa vyskytuje
v predchédzajicej definicii. Existuje viacero teoretickych modelov algoritmu, snad najrozsi-
renejsi je Turingov stroj. Pre jednoduchost si vsak moézete na tomto mieste predstavit pod
pojmom algoritmus program (proceddru) vo vaom oblibenom programovacom jazyku.

Program nie je vlastne ni¢ iné, nez konecny retazec znakov, ktory navysSe musi spliat
urcité pravidla. Kedze pouzivame iba konec¢ne vela znakov, vSetkych moznych programov je
najviac tolko ako koneénych postupnosti prvkov z danej koneénej mnoziny, ¢o je Ng.

Sucasne vieme, ze vSetkych zobrazeni z N do N je Ngo = ¢ > Ny. Z toho vidime, zZe existuju
funkcie, ktoré nie st vypodcitatelné (nedaji sa naprogramovat). Zaujimavé je snad aj to, ze
sa nam ich existenciu podarilo dokézat bez toho, aby sme nejakt konkrétnu nevypocitatelna
funkciu zostrojili.

Cvicenia

Uloha 3.6.1. Nech ¢ je celé &islo. Ukéite, ze komplexné &slo « je algebraické prave vtedy,
ked = + c je algebraické, t.j. plati ekvivalencia

reAsx+ce A

Plati to aj pre transcendentné ¢isla? Plati podobné tvrdenie s racionalnymi ¢islami namiesto
celych?

Uloha 3.6.2. Ukézte, ze mnozina vSetkych transcendentnych ¢isel ma kardinalitu c.

Uloha 3.6.3. Funkcia f: R — R sa nazjva funkciou prvej Bairovej triedy, ak existuje
postupnost spojitych funkcii (f,,: R — R),en, ktord k nej bodovo konverguje (t.j. pre kazdé
x € R ¢iselnd postupnost f,,(z) konverguje k f(z)). Akd je kardinalita mnoziny vsSetkych
funkcii prvej Bairovej triedy? Viete na zaklade kardinality ukazat, Ze existuje funkcia, ktora
nie je prvej Bairovej triedy?

Uloha 3.6.4. Z danych bodov v rovine vieme vytvarat nové body pomocou pravitka a
kruzidla takto: Mézeme spojit dva body priamkou. Mézeme zostrojit kruznicu taki, ze stred
bude v niektorom zo zadanych bodov a polomer je vzdialenost niektorych dvoch zadanych
bodov. Dostaneme takto nové body na priesecnikoch takychto priamok a kruznic.

Nazvime skonstruovatelngmi bodmi v rovine body (0,0) a (0,1) a dalej vSetky body, ktoré
vieme z tychto bodov dostat uvedenym sposobom pomocou konecne vela krokov.

Ak4 je kardinalita mnoziny vsetkych skonstruovatelnych bodov? Viete na zéklade toho
zdovodnit, Ze existuji body v rovine, ktoré z jednotkovej tsecky nie je mozné zostrojit po-
mocou pravitka a kruiidla?ﬂ

30 tom, Ze nie vetky konstrukcie sa daji urobit pravitkom a kruzidlom by ste uz mohli vediet z algebry;
dokonca by ste mohli poznat niektoré konkrétne dizky, pre ktoré sa nedaju zostrojit takto dlhé tsecky, ako
napriklad /2 alebo cos 5 (Tieto hodnoty sivisia s geometrickymi problémami zndmymi uz od antickych ¢ias
— zdvojenie kocky, trisekcia uhla.) Pozri napriklad [KGGS| Podkapitola 4.1 a 8.2], [DE], Section 13.3], [JMP],
[Sl Chapter 7], [SI1].

Tu sme podali alternativny dokaz. Ma nevyhodu, ze nie je konstruktivny. Na druhej strane, princip dékazu
sa lahko aplikuje na podobné konstrukcie, kde robime konec¢ne vela krokov a pri jednom kroku vieme vytvorit
len kone¢ne vela bodov. (V nasom pripade: Prienik dvoch priamok, priamky a kruznice resp. dvoch kruznic
nam pridd najviac dva body.)
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Axiomaticky pristup k teoérii
mnozin

TODO
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Kapitola 5
Axiéma vyberu

TODO

60



Kapitola 6

Este raz Cantor-Bernsteinova
veta

Cielom tejto kapitoly je hlavne ukazat este jeden dokaz Cantor-Bernsteinovej vety. Bude
sice zdlhavejsi ako ten, ktory sme uz videli — na druhej strane azda bude do istej miery
prirodzenejsi.

Okrem toho si este povieme nie¢o o pevnych bodoch zobrazeni, ¢o do istej miery stvisi
s niektorymi vecami z matematickej analyzy, ale v istom vSeobecnejSom kontexte sa da na
dokaz Cantor-Bernsteinovej vety, ktory sme uviedli v kapitole [3| pozerat aj ako na néjdenie
vhodného pevného bodu.

6.1 Iny dokaz Cantor-Bernsteinovej vety

Uz sme videli dokaz Cantor—Bernsteinovej vety (Veta. Vlastne spomedzi veci, ktoré sme
si dokazovali to bol jediny vysledok tykajici sa iba nerovnosti medzi kardinalnymi ¢islami
(t.j. nie dalsich operacii s kardindlmi), pre ktory dokaz nebol tplne jednoduchyE]

Tato veta hovori, ze pre kardinality mnozin plati:

X[ <YIAY<[X] = |X[=]Y]

Ak to prelozime spéat do jazyka zobrazeni, tak vlastne tvrdime ze, ak existuje injekcia f: X —
Y a existuje injekcia g: Y — X, tak existuje aj bijekcia h: X — Y.

Pokusime sa ukazat si iny dokaz tejto vety a skiisime ho uviest takym spésobom, aby bolo
vidno ako sa nan dé prist. (Ak sa pozriet na predosly dékaz, tak zddvodnenie jednotlivych
krokov nebolo prilis zlozité. V dokaze sa vSak vyskytla volba mnoziny C, ktora bola taka, ze
rozhodne nebolo na prvy pohlad jasné, pre¢o sme ju vybrali préve takto.)

Preto teda dost dlhy cas teraz stravime tym, Ze sa budeme pozeraf na nejaké konkrétne
priklady zobrazeni a budeme rozoberat to, ako by sa z dvoch injekcii mohla dat poskladat
bijekcia, ktori hladdme. (A az neskor, ked prejdeme dost vela prikladov a uvedomime si pri
nich niektoré veci, tak sa pokisime napisat vSeobecny dokaz.)

1Dalsia netrividlna vlastnost nerovnosti je fakt, ze lubovolné dve kardinality st porovnatelné (poznédmka
3.1.9), t.j. pre Iubovolné dve mnoziny plati

[Al<[B] Vv |B[<|A]

Doékaz tohoto tvrdenia nie je jednoduchy, resp. ak by sme ho chceli robit, vyziadal by si pomerne dlhi pripravu.
Treba v nom pouzit axiému vyberu. Z tychto dévodov sme toto tvrdenie sice spomenuli, ale nedokazovali.
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62 Iny dékaz Cantor-Bernsteinovej vety

6.1.1 Zopéar prikladov ako m6zeme dostat hladani bijekciu

O O
O= O
O= O
O= O
o o

Obr. 6.1: Oboma smermi mame injekciu

Sme teda v situdcii ako na obrazku — méame injekciu jednym smerom (zlava doprava,
modré §ipky) a opa¢nym smerom (sprava dolava, ¢ervené Sipky). Z nich by sme nejako chceli
nakombinovat bijekciu. To znamend, ze chceme vybrat niektoré modré a niektoré cervené
sipky, a to takym sposobom, zZe po tomto vybere nam tieto Sipky poparuji prvky jednej
mnoziny s prvkami druhej mnoziny.

Ako si moézeme vSimnut, v tomto konkrétnom pripade méame viacero moznosti ako to
urobit (obrazok [6.2). (Tie spky, ktoré sme vybrali, st vyzna¢ené hrubsie.)

Konecné priklady ndm asi prilis nepomoézu ziskat intuiciu na to, ako dokazat nieco po-
dobné vo vSeobecnosti — aj pre nekonecné mnoziny. Ak totiz médme pre koneéné mnoziny
injekciu f: X — Y a tieto dve mnoziny maji rovnaky pocet prvkov, tak zobrazenie f je
automaticky aj bijekcia (dloha .

Cize v pripade kone¢nych mnozin sme mohli vlastne vybrat iba ¢ervené sipky alebo iba
modré sipky. (A skutocne, dve z uvedenych Styroch moznosti boli takéto. Zodpoved4 to tomu,
7e sme zvolili h = f alebo h = g~!.) Vo vieobecnosti (ak robime s nekoneénymi mnozinami),
to uz tak nemusi byt. Pre nekoneéné mnoziny uz vieme najst priklady injektivnych zobrazeni,
ktoré nie su bijektivne.

Skiisme sa pozriet na nejaké jednoduché priklady injekcii medzi nekonec¢nymi mnozinami,
aby sme si uvedomili ¢o sa mdze stat v takomto pripade.

Poznamka 6.1.1. Este raz pre istotu zdoéraznim jednu vec. Vsetky uvedené priklady su
také, Ze sa mozete opravnene spytat: ,Naco to takto komplikujeme? Vsak tam bijekciu vidno
na prvy pohlad.“ Dokonca je to tak, ze v tychto prikladoch by sme mohli zobrat priamo
identitu.

Dévod preco robime tieto priklady, je ze chceme prist na nieco ¢o by nam potom mohlo
pomdct pri sformulovani dokazu, ktory bude fungovat pre Iubovolné mnoziny a Iubovolna
dvojicu injekcii medzi nimi. A ak sa budeme snazit ndjst vseobecny argument, tak veci ktoré
vieme pouzivat si prave zobrazenia f a g. Teda bijekciu by sme nejako chceli skombinovat
pomocou modrych a ¢ervenych sipok.
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Obr. 6.2: Styri moznosti na vyber bijekcie
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64 Iny dékaz Cantor-Bernsteinovej vety

Obr. 6.3: Injekcie f(x) =g(x)=x+1pre X =Y =N

Hoci sa snazime vymyslief nieco, ¢o bude fungovat vseobecne, tak v prikladoch si radsej
zoberieme nejaké jednoduché mnoziny, ktoré si celkom dobre vieme predstavit a pracovat
s nimi. To je dévod, preCo sme si vybrali nejaké spocitatelné mnoziny a velmi jednoduché
funkcie. V prikladoch, ktoré sme si vybrali, si vieme rozmyslief dokonca aj to, ako vyzeraja
vsetky bijekcie ,poskladané® len z modrych a cervenych Sipok.

Cize odpoved na tito ndmietku je také, Ze sice identita je skuto¢ne bijekcia medzi X a
Y v nasledujucich dvoch prikladoch. Ale nie je to bijekcia takého typu, ako chceme najst.
(Tvérime sa, Ze mame povolené pouzivat len sipky ktoré uz s na obrazku nakreslené.)

Zactneme s velmi jednoduchym prikladom. Na obrézku [6.3] sme si zobrali X =Y =N a
f(2) = g(w) = v + 1.

Sktsme sa pozriet na to, ktoré z ¢ervenych resp. modrych sipok moézeme vybrat. Chceme
to urobit tak, Ze v kazdom bode budeme mat iba jednt sipku. Cize ak sa pozerame na niektoré
body v mnozine X, ak do nich vchadza cervena sSipka a vychddza modré sipka, tak prave
jednu z nich budeme musiet vybrat. Ale st aj body, v ktorych neméme na vyber.

Ak sa napriklad pozrieme na (lavi) nulu, tak do nej zZiadna cervend $ipka nevchadza. Tu
musime teda pouzit modra sipku. (Ako je naznacené na prvom diagrame v obrézku )

Skusme uvazovat, ¢o sa da robit dalej. Pretoze do pravej jednotky uz vchadza modra
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sipka, nemozeme pouzit ¢ervend sipku iddcu z 1 do g(1) = 2. Ked sa teda pozerdme na
lavi dvojku, tak v nej nemdme na vyber ind moznost, ako pouzit modru sipku idicu z 2 do
f(2)=3.

Ked este viackrat zopakujeme tuto istt ivahu, tak zistime, ze podobne musime pouzit
modru Sipku f(4) =5, f(6) = 7 a vSeobecne f(2k) = 2k + 1. (Dospeli sme zatial k tomu ¢o
je naznacené na trefom obrazku v )

Velmi podobné uvahy mozeme pouzit ak sa pozerame na prvky z mnoziny Y. Pre nulu
méame na vyber jedini moznost ¢(0) = 1. Potom prideme na to, Ze sa uz nedd pouzit modra
sipka predstavujuca f(1) = 2 a musime pouzit ¢ervent sipku ¢g(2) = 3. Takto priddme dalSie
Gervené Sipky g(2k) = 2k + 1.

Na poslednom obrazku v uz mame naznacenu bijekciu ,poskladani®“ z modrych a
cervenych sipok. Je to konkrétne zobrazenie

h(z) = r+1 akx =2k,
Clz-1 akaz=2k-1.

Teda pre pdrne ¢isla sme zvolili h(x) = f(x). Pre neparne éisla je h(x) presne vzor pre x
v zobrazeni g.

MozZeme si vS$imnut, Ze sme zacali s jednym bodom (nulou), kde sme museli vybrat modra
$ipku. A potom si to vynutilo vyber modrej sipky aj v dalsich bodoch, do ktorych sme sa
vedeli z neho dostat striedavo postupujic po modrych a ¢ervenych Sipkach.

V tomto pripade sa stalo, Ze sme mali iba jedini moznost ako vyrobit bijekciu h. (Ak sme
ju cheeli vyrobit tak, ze sme vyuzivali iba modré a ¢ervené sipky, ktoré sme mali k dispozicii zo
zadanych zobrazeni f a g.) Vo vseobecnosti to nemusi byt tak, ze bude iba jedind moznost. To
sme uz videli na predoslom priklade, kde sme robili s koneénymi mnozinami. V tom pripade
sa nejednoznacnost suvisela s tym, ze sipky vytvorili cyklus. A v ramci cyklu sme si mohli
vybrat ¢i pouzijeme modré alebo Cervené sipky. Takéto cykly mézu vzniknif samozrejme aj
v pripade nekonecnych mnozin. Ale tu moéze nejednoznacnost vzniknit aj inym spésobom a
nasledujici priklad by ndm mal ukézat ako.

Skisme si zobrat opét zobrazenia zadané predpismi f(x) = g(z) = z + 1, ale medzi
mnozinami X =Y = Z.

Tento priklad je v skutoc¢nosti velmi jednoduchy — priamo uz zobrazenia f aj g su bijekcie,
takze si mézeme priamo vybrat niektoré z nich. (Obrazok

St to jediné dve moznosti, ¢i sa daji najst este nejaké dalsie? Pozrime sa napriklad co
sa stane, ak sme sa rozhodli, Ze pouzijeme modri §ipku zodpovedajicu f(0) = 1. (Toto je
moznost na obrazku vpravo.) Pomerne Tahko prideme na to, Ze potom uz mdme vela
dalsich prvkov, kde je nas vyber jednoznacne urceny, mézeme pouzivat velmi podobné tvahy
ako v predoslom pripade.

Konkrétne postupne prideme na to, ze do 2-ky nemoéze vchadzat ervend sipka, musime
teda vybrat modra Sipku f(2) = 3. A podobne postupnymi tdvahami prideme na to, Ze
v parnych ¢islach musime pouzit modré Sipky f(2k) = 2k + 1. Stédle mdme na vyber, ¢o
s neparnymi ¢islami. Ale akondhle si zvolime jednu modri sipku, aj ostatné sipky v neparnych
¢islach uz musia byt modré. Ak si zvolime jednu ¢ervenu sipku, aj ostatné sipky v neparnych
¢islach musia byt ¢ervené.

Podobne, ak by sme zacali s tym, Ze by sme si nevybrali modru sipku vychadzajicu z nuly
ale Cervenu vchadzajicu do nuly, tak aj do ostatnych parnych ¢isel musia vchadzat cervené
sipky. A podobne ako v predoslom pripade, zostanii ndm dve moznosti na vyber, ¢o urobit
s neparnymi ¢islami.

Spolu sme teda dostali vSetky Styri moZnosti zndzornené na obrazkoch a
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Obr. 6.4: Teraz mame iba jedind moznost ako dostat bijekciu
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Obr. 6.5: Injekcie f(x) =g(z) =z +1pre X =7
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Obr. 6.6: Ako bijekcie by sme mohli zobrat priamo h = f alebo h = g~!
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Obr. 6.7: Tu sa dalsie dve moznosti ako dostat bijekciu
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Zhrnutie. Co sme vlastne vypozorovali na doterajsich prikladoch? (Podobné veci mézete
vidiet na dalsich podobnych prikladoch, ak si eSte nejaké vyskusate.)

Vlastne jediny problematicky pripad sme videli v priklade na obrazku [6.3] Tam sme mali
prvok, kde sme museli vybrat modra $ipku. (V tomto pripade to bola konkrétne nula, ale to
isté sa stane vo vSeobecnosti pre prvky, do ktorych sa ni¢ nezobrazi zobrazenim g.) To si vSak
vynutilo aj volbu sipok pre niektoré dalsie prvky. Konkrétne pre vsetky prvky, z ktorych sa
dalo dostat do nuly tak, Zze sme sa ,vracali“ striedavo po modrych a ¢ervenych sipkach, sme
tiez museli vybrat modru farbu.

Pre ostatné prvky sa dala vybrat ¢ervend farba. (Dokonca v priklade z obrazku to
bola jedind moznost ¢o urobit pre ostatné prvky.)

6.1.2 Dodkaz Cantor-Bernsteinovej vety

Teraz sa azda uz moézeme pokiisit nejako vseobecne zapisat to, ¢o sme si ukézali na doterajsich
prikladoch.

Doékaz. Pre Tubovolné z € X definujeme jeho refazec predchodcov takym sposobom, zZe sa
,budeme vracat“ po sipkach.

o Konkrétne si zoberme nejaké xyp € X a podme zadefinovat jeho retazec predchodcov.

o Ak existuje y také, ze g(y) = z, tak polozime yo = y. Ak také y neexistuje tak skon¢ime.
(Pritom vieme z injektivnosti zobrazenia g, ze takéto y existuje najviac jedno, t.j. ak
sme nejaké vybrali, tak je jednoznac¢ne urcené.)

o Ak existuje x € X také, Ze f(x) = yo, tak polozime z1 = z. (Opéit plati, Zze x;
je jednozna¢ne urc¢ené, tentokrét to zarudi injektivnost f.) Ak také x neexistuje, tak
skonéime. Vlastne to, ¢o sme urobili doteraz

o Indukciou postupujeme dalej. T.j. ak existuje y € Y pre ktoré plati g(y) = x,, tak
polozime y,, = y. Podobne, ak existuje = také, ze f(x) = y,, tak poloZime z,11 = x.

e Ak v niektorom kroku sa také x ¢i y neda vybraft, tak skon¢ime a dostaneme iba kone¢nt
postupnost.

Cize na retazec predchodcov sa da pozerat tak, Ze sme zacali z nejakého prvku zq € X

a vzdy sme sa vracali po Sipke, ktoré do neho vchiadza — ak sme sa po nejakom koneénom
pocte krokov dostali do situacie, ze sme v bode do ktorého ni¢ nevchadza, tak skoncime.
V opac¢nom pripade takto dostaneme nekoneént postupnost, v ktorej sa striedaji prvky z X
aprvky z Y.

Mobzeme si tiez vSimnut, ze ak cervené a modré sipky vytvoria cyklus, tak refazec pred-
chodcov bude nekonecna postupnost — aj ked sa tam stale budu opakovat tie isté prvky.
(Mbzete sa pozriet hned na prvy priklad spomenuty v tejto ¢asti — obrazok )

Dostali sme takto pre kazdy prvok z X nejaky retazec predchodcov (xg,yo,x1,...). Ten
moze byt nekonecény alebo koneény. Ak je koneény, tak mohol skon¢it v mnozine Y; t.j.
vyzeral takto: (xo,¥o,.-.,Zn,Yn), Pricom na y, sa nezobrazi zobrazenim f ziadny prvok.
Alebo mohol skonéit v X, ¢o znamend, ze vyzeral takto: (xo,yo,-..,%,) a z prvku z, sa uz
nedd pokracovat dalej, t.j. nemd nijaky vzor v zobrazeni g. (MozZe sa stat aj to, Ze n = 0. Teda
Ze by sme mali retazec (x¢) pozostavajuci z jediného prvku. Alebo retazec (zg, yo), ktory by
obsahoval dva prvky.)

Nazvime prvok x € X modry’ﬂ ak je jeho retazec predchodcov kone¢ny a konci v X.

2 Ak sa znovu vratite k prikladom, ktoré sme si ukézali, tak by mohlo byt vidiet, ze vlastne chceme hovorit
o prvkoch z X, kde musime vybrat modré sipky.

70



KAPITOLA 6. ESTE RAZ CANTOR-BERNSTEINOVA VETA 71

Potom mozeme skusit urobit nieco takéto:

h(z) = {f(w), ak z je modré,

6.1
Y, také, ze g(y) = x; inak. (6-1)

Chceli by sme ukazat, ze h je skutoc¢ne bijekcia medzi X a Y.

h je zobrazenie. Najprv by sme mali skontrolovat, ¢i uvedeny predpis skutocne definuje
zobrazenie, t.j. ¢i sme takto kazdému x € X priradili jeding prvok z Y.

Injektivnost zobrazenia g zaruci, ze pre dané x sme nemohli dostat viacero y-ov s vlast-
nostou g(y) = x. Okrem toho si sta¢i uvedomit uz len to, Ze ak prvok nie je modry, tak musi
maft vzor v zobrazeni g. (Inak by jeho retazec predchodcov skonéil hned v z.)

h je surjekcia. Chceme ukazaf, Zze na kazdy prvok y € Y sa nieco zobrazi. T.j. ak sa
pozrieme na konkrétne y € Y, pytame sa, ¢i existuje x € X také, ze h(z) = y. Zv14st sa
pozrieme na dva pripady.

Ak prvok ¢(y) nie je modry, tak priamo z definicie zobrazenia h mame h(g(y)) = y, ¢ize
v tomto pripade staci zobrat z = g(y).

Zostéva vyriesit pripad, ak prvok g(y) je modry. Oznadme tento prvok xg a pozrime sa
na to, ¢o vieme povedat o jeho refazci predchodcov. Tento retazec zac¢ina prvkami zy = =,
Yo = ¥ a navyse vieme, zZe je bud nekonecny alebo kon¢i v X. Teda nemoéze skoncit po tychto
dvoch krokoch, je v 1iom este aspon jeden dalsi prvok, pre ktory plati f(z1) = y. Este si
uvedomme, ze prvok x; je modry — jeho retazec predchodcov dostaneme z retazca pre x tak,
Ze vynechdme prvé dva prvky. Z toho uz vidime, ze h(z1) = y.

h je injekcia. Checeme ukazat, ze ak h(x) = h(z') = y, tak x = a’. Toto oéividne plati
ak x aj ' st modré, na zdklade injektivnosti zobrazenia f. Aj pripade, Ze ziaden z tychto
prvkov nie je modry sa vyriesi lahko, vtedy mdme = = g(y) = «’.

Zostéva teda pripad, Ze modry je prave jeden z nich. Bez ujmy na vSeobecnosti nech z’
je modry a z nie je. Znamend to, ze f(2') =y a g(y) = «.

Opét sa pozrime na refazec predchodcov pre x. Ten musi zac¢inat takto: zg = x, yo = v,
x, = a'. Dalej bude pokracovat rovnako ako retazec predchodcov pre z’. O tiom vieme, Ze
kon¢i v mnozine X, teda to isté plati aj pre refazec predchodcov prvku x a dostali sme spor
s predpokladom, ze x nie je modry. O

V predoslom dékaze sme skutocne urobili to, ¢o sme si predtym ukézali na prikladoch. Pre
tie prvky, kde sme museli vybrat modra sipku sme ju skuto¢ne pouzili. Pre vSetky ostatné
sme pouzili Cervené sipky.

Poznamka 6.1.2. Azda sa oplati uvedomit si, Ze tento dokaz sa do znac¢nej miery podoba
na predosly dokaz, ktory sme videli v kapitole |3] Obréazok, by vam mohol pripomentt, ze
tam sme nasli nejakti mnozinu C, na nej sme pouzili zobrazenie f a na zvysku zobrazenie g.
V terminolégii z dokazu v tejto casti, na mnozine C' sme pouzili modré sipky a mimo tejto
mnoziny ¢ervené Sipky.

Aj ak sa pozriete na predpis zobrazenia f uvedeny v av 7 tak vyzeraju takmer
rovnako.

Podstatny rozdiel medzi tymito dvoma dokazmi je v sposobe, akym sme nasli mnozinu

C.

Poznamka 6.1.3. Mozno sa vam dokaz uvedeny v tejto kapitole bude zdat o ¢osi jednoduchsi
a prirodzenejsi. (Aj ked to do znacnej miery je vec ndzoru a uhla pohladu.) TakZze by ste sa
mohli pytat preco sme vybrali iny dokaz, ktory obsahoval jeden pomerne umely krok.

Dovody st dva. Jeden z nich bol ze takto sme dékaz mohli sformulovat takym sposobom,
ze sme tam vyuzivali niektoré fakty o vzore a obraze mnoziny. Tieto pojmy a ich vlastnosti
sme vyuzivali inde a je uzitoéné niec¢o o nich vedief.
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Druhy dévod je ten, ze sme dostali dokaz ktory sa d& odprezentovat strucnejsie. V pripade,
ze ¢lovek ma iba obmedzeny c¢as za ktory potrebuje prebrat nejakt predpisant latku, je urcite
aj toto faktorom. (Aj v pripade, Ze sa vdm tento ddkaz zdal jednoduchsi, mozno to bolo do
znacnej miery tym, ze sme najprv presli viacero konkrétnych prikladov. Takze je celkom dost
dobre mozné, ze aj ak by sme robili tento dékaz ale snazili sa ho urobit tak aby sme neminuli
privela casu, tak by sa vim zdal v koneénom dosledku zloZitejsi.)

6.2 Cantor-Bernsteinova veta a pevné body

Dokaz Cantor-Bernsteinovej vety v kapitole [3| bol urobeny tak, ze sme pre ista funkciu
F: P(X) — P(X) potrebovali ndjst mnozinu C' takt, ze

F(C) =C.

Definicia 6.2.1. Nech f: X — X je zobrazenie. Prvok ¢ € X sa nazyva pevny bod funkcie
f, ak plati

fle)=c

Nézov peuvngy bod je asi celkom vystizny — je to bod, ktory sa nemeni zobrazenim f.
V nasom dokaze Cantor-Bernsteinovej vety sme potrebovali najst pevny bod funkcie F'.

Veci stvisiace s pevnymi bodmi funkcii sa studuju v réznych oblastiach matematiky a
mnohé vysledky o nich st velmi uzito¢né. My spomenme aspon to, ze existencia pevného
bodu pre nasu funkciu F' by sa dala dostat z niektorych vysledkoch o zvizoch. Konkrétne
z Knaster-Tarskiho vety o pevnom bode alebo tiez z Kleeneho vety o pevnom bode. Napriek
tomu, Ze zvizmi sa zaoberat nebudeme, uvedme aspon formuldciu tychto vysledkov.

Veta 6.2.2 (Knaster-Tarski). Nech L je tdplng zviz a f: L — L je monotdnne zobrazenie
t.j. plati

(Vo,y € L) f(z) < f(y)-
Potom ezistuje ¢ € L také, Ze plati

fle)=c¢
t.j. existuje pevny bod zobrazenia f.
Veta 6.2.3 (Kleene). Nech L je dplnyg zviz, jeho najmens? prvok oznacme 0. Nech f: L — L

je monoténne zobrazenie, ktoré navyse zachovdva supréma, t.j. pre lubovolné {xz;;i € I} C L
plati

f (Supﬂ%) = sup f(z;).

el i€l

Nech ¢ = sup x,,, kde postupnost (x,) je urcend induktivne ako xo =0 a
neN

f(xn-‘rl) = Tnp.

Potom plati
c= f(c),

t.j. ¢ je pevny bod zobrazenia f.
Navyse, toto je najmensi pevny bod zobrazenia f. T.j. ak ¢ je tieZ pevny bod, tak plati
c<c.
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Uvedené vety nebudeme dokazovat. Na to by sme museli nejaky cas stravit tvodom
do tedrie zvdzov. Ale azda sa dd mozno pozriet na Specidlne pripady, ktoré by mohli dat
priblizni predstavu jednak o tychto vsSeobecnejsich vysledkoch ale najméa o tom, ze dokaz
Cantor-Bernsteinovej vety ma nejaky prirodzeny analdg pre funkcie definované na intervale.

Bez toho, Ze by sme vobec definovali ¢o je tUplny zvéz, si povieme ze P(X) tvori Gplny
zvéz, ak pouzijeme ako usporiadanie inkliziu. Takisto jednotkovy interval I = (0, 1) tvori
uplny zvéz ak zoberieme obvyklé usporiadanie.

Budeme sa chciet teda pozriet na to, ¢o tieto vety hovoria pre tplné zvizy (P(X),C) a
(1,<).

V suvislosti s Cantor-Bernsteinovou vetou nas zaujima najdenie pevného bodu pre funkciu

F:P(X)— P(X) zadant ako
F(A) = X~ g[Y ~ fIA]].

Co sa tyka hladania pevnych bodov pre interval, takéto nieco sa da vyuzit na rieSenie nie-
ktorych rovnic — ako uvidime v nasledujticej casti.
Vsimnime si, ze poziadavka monoténnosti je v jednom pripade vlastne

ACB = F(A) C F(B).

Ze zobrazenie F mé tiito vlastnost sme uz ukézali uz skor, pozri rovnost (3.2)).
Ak pracujeme s funkciou na intervale, tak predpoklad o monoténnosti funkcie f: I — I
je presne to, ¢o obvykle rozumieme pod neklesajicou funkciou:

r<y = f(z) = f(y).

Dékaz Knaster-Tarskiho vety vo vSeobecnom pripade (pre zvézy) sa do znacnej miery
podoba na to, ¢o sme robili s funkciou F' v dékaze Cantor-Bernsteinovej vety. Napriek tomu,
7e to bude takmer to isté ako v dokaze ktory sme uz videli, tu uvedieme dékaz. Co vam
zostava iba na uverenie, ze ak by ste sa chceli niekedy venovat zvizom a vidief dékaz tejto
vety vo vSeobecnej formulacii, tak tento dokaz sa da skuto¢ne urobit velmi podobne ako to,
¢o napiseme tu.

Tvrdenie 6.2.4. Nech F: P(X) — P(X) je funkcia takd, Ze plati
ACB = F(A) C F(B)

pre lubovolné A, B C X.
Potom existuje mnozZina C takd, Ze

FC)=cC.
Dékaz. Oznatme S = {B C X; F(B) C B} a polozme
c=Js={Bcx;BCF(B)}
Pre kazdé B € S mame B C C, a teda aj
F(B) C F(C).
Spolu s B C F(B) dostavame, ze B C F(C) plati pre vSetky B € S, ¢o znamend, Ze aj

c=JScF(©).
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7 monoténnosti potom dostaneme, ze aj
F(C) C F(F(C)).
To ale znamend, ze F(C) € S, a teda
F(c)cc={Js.

Spolu teda dostavame, ze

F(C) =C.

MozZeme sa presvedéit, Ze takmer rovnaky ddkaz sa dé urobit pre interval I = (0,1).

Tvrdenie 6.2.5. Nech I = (0,1) a f: I — I je neklesajica funkcia. Potom existuje bod
c €1 taky, Ze f(c) = c.

Dékaz. Oznacme S = {be I;b < f(b)} a polozme
c=supS.

(Pretoze S je ohrani¢end mnozina redlnych ¢isel, jej suprémum existuje a je to redlne cislo.
Z uzavretosti intervalu I je zrejmé aj to, ze ¢ € I.)
Pre b € S plati b < ¢ a teda (z neklesajticosti) aj

f(b) < f(e).

Méme nerovnosti b < f(b) a f(b) < f(c), teda vidime, Ze pre kazdé b € S plati b < f(c). To
ale znamen4, ze

c=supS < f(e).
Ak opét pouzijeme monoténnost, tak dostaneme
fle) < f(f(e)).
Tym sme vlastne ukdzali, ze f(c) € S, z ¢oho vyplyva aj
f(e) <c=supS.

Ukézali sme nerovnosti ¢ < f(c) aj f(¢) < ¢, o znamend ze

o =
O
Este sa pozrime na dokaz Specidlnych pripadov Kleeneho vety. V Kleeneho vete pozadu-
jeme navyse podmienku, Ze sa maji zachovavat supréma. Pre funkciu F sme ju v podstate
dokazali v (3.1). (Aj ked len pre spocitatelné zjednotenia, to vSak vlastne v tomto dokaze

sta¢i. Navyse vSeobecny dokaz by bol velmi podobny.)
Pre funkciu f: I — I je podmienka

f <Sup$i) = sup f(;)

i€l i€l

urcite splnend v pripade, ze funkcia f je spojité.
Pozrieme sa teda na dékazy tychto dvoch tvrdeni:
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Tvrdenie 6.2.6. Nech F: P(X) — P(X) je funkcia takd, Ze plati
ACB = F(A) C F(B)
F(JA) = F4)

i€l i€l

Ak definujeme Ag =0 a A1 = F(A,), tak pre mnoZinu

plati F(C) =C.
NavySe, ak D C X je ind mnoZina s vlastnostou F(D) = D, tak C C D. (Inak povedané,
C je najmensi pevny bod funkcie F'.)

Dékaz. Staci skontrolovat, ze

HQZFOJM>:UFMMZUAMPQJMZG
=0 =0 =0 =1

Teda C je skutocne pevny bod funkcie F'.
Chceme ukézat aj to, Ze to je najmensi pevny bod. Predpokladajme teda, ze F(D) = D.
Matematickou indukciou moézeme dokazat, ze pre kazdé n € N plati

A, CD.

1° Plati Ag =0 C D.
2° Ak A,, C D, tak z monoténnosti F' dostaneme aj

Apsr = F(A,) C F(D) = D.

Ak uz vieme, ze A,, C D plati pre vSetky prirodzené éisla, tak dostaneme aj

o_ e

n=0
O

Uvedeny dokaz je skoro rovnaky ako induktivny dokaz existencie mnoziny C' z jedného
z dokazov Cantor-Bernsteinovej vety v kapitole [3] Vlastne sa iba li§i tym, ze sme zv14st
zvyraznili vlastnosti funkcie F', ktoré si potrebné. V takejto podobe sme ho uviedli z dvoch
dévodov. Jednak sa dé povedat, Ze vSeobecny dokaz Kleeneho vety by bol velmi podobny (ale
museli by sme pracovat s lubovolnym zvizom). Ale hlavny dovod je ten, Ze takto azda trochu
vidno podobnost s iteracnou metdédou hladania pevnych bodov, o ktorej hovori nasledujice
tvrdenia a na ktori sa trochu detailnejsie pozrieme v nasledujtcej kapitole.

Opét, podobne ako v predoslom pripade, sa d4 dokaz takmer bez zmeny zopakovat pre
uzavrety interval.

Tvrdenie 6.2.7. Nech I = (0,1) f: I — I je zobrazenie ktoré je neklesajice a spojité.
Definujme postupnost a, rekurentne ako ag =0 a

anp41 = f(an)-

(0]
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Potom pre ¢ = sup a,, plati
neN

fle)=c

Navyse, ¢ je najmensi pevny bod funkcie f. T.j. ak pre nejaké d € I plati f(d) = d, tak
c<d.

Vsimnime si, ze uz vo formulaciu tvrdenia vyuzivame tiez uzavretost a ohranicenost in-
tervalu /. (Vdaka tomu méme zarucené, Ze ¢islo ¢ skutoéne existuje a tiez ze patri do I.)

Dokaz. Indukciou vieme dokazaft, ze pre kazdé n plati a,, < an41. Pre ag = 0 je tato nerovnost
jasnd z toho, Ze pracujeme na intervale I = (0,1). Indukény krok: Ak plati a,, < a1, tak
aj py1 = f(an) < f(anJrl) = Qn+2-

Teda postupnost (a,) je neklesajica. Pretoze f je neklesajuce, tak aj postupnost f(a,)
je neklesajtca.

7 toho vidime, ze

sup a, = lim a,,

neN n—oo
sup f(an) = lim f(a,).
neN n—oo

Pretoze funkcia f je spojitd, mame tedaﬂ

wamQZng&%)=£gjmw=mmﬂ%)

neN neN

7 toho dostaneme, ze

fley=f <sup an> =sup f(a,) =supan+1 = c.

neN neN neN
Ukazali sme teda, zZe ¢ je pevny bod zobrazenia f. Ak d € I je iny pevny bod zobrazenia

f, tak najprv indukciou ukazeme, ze
a, <d

pre Tubovolné n € N.
1° Plati ag = 0 < d.
2° Ak a, <d, tak aj
ani1 = flan) < F(d) = d.

Teraz uz lahko vidime aj to, ze

c=supa, <d.
neN

O

Predchadzajici dokaz sme uviedli najmé preto, aby sme ukézali, Ze takmer totozne sa
da viest dokaz v pripade potencnej mnoziny a aj pre jednotkovy interval. Pre spojité funkcie
vsak existencia pevného bodu da dostat priamo z vety o strednej hodnote.

3V predoslom dokaze sme mali podmienku, %e f zachoviva supréma, uvedenti priamo v predpokladoch.
Tu sme ukdzali, Ze vyplyva z neklesajticosti a spojitosti. (V principe by sme mohli toto tvrdenie dokézat
rovnakym sposobom v trochu vSeobecnejsej podobe — ale aj tak by sme ziskali menej vseobecné tvrdenie nez
sme dokézali vyssie, Cize sa to asi neoplati robit za cenu toho, Ze formuldcia tvrdenia bude menej jasnd.)

76



KAPITOLA 6. ESTE RAZ CANTOR-BERNSTEINOVA VETA 7

Tvrdenie 6.2.8. Nech I =(0,1) a f: I — I je spojité zobrazenie. Potom existuje bod ¢ € I
taky, Ze
fle) =e.

Dékaz. Nech g: I — R je zobrazenie definované ako

9(@) = f(z) - a.

Toto zobrazenie je spojité a plati g(0) > 0, g(1) = f(1) —1 <0.
Podla vety o strednej hodnote potom existuje bod ¢ € I taky, ze

¢ize f(c) = ¢ O

Pretoze o spojitych funkcidach mame lepsiu predstavu, tak tu mozno aj lepsie vidno preco
v Kleeneho vete dostaneme najmensi pevny bod resp. aj to preco sme pevny bod v Knaster-
Tarskiho vete hladali naozaj uvedenym spdsobom. Vlastne za¢neme niekde nad osou y = z,
ale graf funkcie sa ¢asom dostane pod nu. ,Najlavejsi“ bod, kde graf funkcie prvykrat prekroci
hranicu rozdelujuce tieto dve Casti bude pevnym bodom nasej funkcie. Pre spojité funkcie
to vcelku vidno z obrazku. My sme to zd6vodnili aj ak predpoklad o spojitosti nahradime
predpokladom, ze funkcie je monoténna.

6.3 Hladanie pevnych bodov

V tejto Casti sa chceme zamerat na to, ako sa daju riesit rovnice tvaru
flz) ==

kde f je funkcia f: R — R resp. niekedy pre zobrazenia funkcie f: A — R, kde A C R.

Ukéazeme si, ze aspon pre nejaké dost pekné funkcie mame meté6du na najdenie rieseni
tejto rovnice, ktord funguje pomerne dobre.

Veci, ktoré spomenieme tu, by skor patrili do matematickej analyzy (a pripadne aj do
numerickej analyzy). Aj z tohoto dovodu si v niektorych castiach upustim od toho aby som
sa snazil sformulovat presné tvrdenia a robit dokazy. Skor sa budem snazit ukazat na nejakych
prikladoch, ze takéto nie¢o naozaj funguje aspoii pre funkeie spiiiajice nejaké podmienky. (A
takisto si ukdzeme aj priklady, ked takdto metéda nepovedie k cielu.)

Dévod, preco som sem takéto nieco zaradil, je ze by mohlo byt vidiet ako sa tato metdda
(ktord je pre redlne funkcie veelku prirodzend) podobé na jeden z dékazov, ktory sme uviedli
pre Cantor-Bernsteinovu vetu. A azda ak bude jasnd tato analégia, tak uvedeny dokaz uz
bude menej zdhadny — da sa nan pozerat tak, ze hladdme pevny bod nejakej funkcie a chceme
vyskusat, ¢i ndAm nahdou nepomdézu podobné tvahy ako funguja pri realnych funkciéch.

6.3.1 Ako sa dostat iteraciami k pevnému bodu

Mozno sa vdm uz niekedy stalo, Ze ste (¢i uz z nudy alebo z frustracie ak vdm niec¢o nevycha-
dzalo) zacali na kalkulacke opakovane stlacat tlacitko pre td istu funkciu. A s prekvapenim
ste zistili, Ze po istom Case sa dostanete k tomu istému ¢islu, ktoré sa uz nemeni. Skiisme sa
pozriet na to, preco takéto nieco funguje pre niektoré funkcie. Napriklad sa pozrime na to,
¢o by sa stalo ak by ste opakovane pouzivali funkciu kosinus (a kalkula¢ku mali prepnutd na
radidny).
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Teda vlastne ste postupne pocitali hodnoty cos x, cos(cos ), cos(cos(cos z)), cos(cos(cos(cos z))), . . ..
Trochu prehladnejsie to mozeme zapisat tak, Ze ste zacali s nejakym bodom xy a postupne
ste pocitali

I1 = COS X
To = COS X1

Tp41 = COS Ty,

A teraz teda moézeme sformulovat otdzku tak, ze ¢i takato postupnost bude k nieComu kon-
vergovat. A ak ano, ¢o vieme o limite tejto postupnosti povedat.

Obréazok by vdm mal dat celkom dobril predstavu o tom, ¢o sa tu deje. VSimnite si,
Ze na tomto obrazku si skuto¢ne nakreslené hodnoty, ktoré dostaneme takymito iterdciami.
(Zacali sme s nejakou hodnotou zg. Pozreli sme sa na graf funkcie, z neho vieme vyditat
f(zo). Ak ndjdeme bod na priamke y = x na tej istej trovni, ziskali sme x1, atd’.)lﬂ

A

f(z) =coszx

Obr. 6.8: Tteracie funkcie f(z) = cosx

Aj ak by sme zacali z nejakého iného bodu, tak vcelku Tahko vidno, Ze pomerne rychlo
sa dostaneme do intervalu (0,1) a dalej sa uz budu sprévat iterdcie tejto funkecie podobne
ako na nasom obrazku. Z obrazku tiez vidno, Ze tieto iteracie postupne konverguju k rieseniu
rovnice

T = COST.

Skusme sa pozriet na to, ze nieco podobné by mohlo mat Sancu zmysluplne fungovat pre
spojité realne funkcie.

Este raz pripomenme definiciu pevného bodu, teraz uz len v tom kontexte, ktorému sa
chceme venovat v tejto casti.

4Takémuto sposobu kreslenia hodnét iteracii funkcie sa zvykne hovorit aj cobweb plot: https://en.
wikipedia.org/wiki/Cobweb_plot.
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Definicia 6.3.1. Nech A C R a nech f: A — R je lubovolné zobrazenie. Potom bod =z € A
sa nazyva pevny bod zobrazenia f, ak plati

f(@) = 2.

Predpokladajme na zaciatok pre jednoduchost, ze A = R. Potom pre Iubovolné x € R
mozeme presne rovnako definovat postupnost, ktori dostanem iteraciami tejto funkcie:

To =2
Tpt1 = f(ajn)

Ak je funkcia f spojité a postupnost (z,) konverguje, tak sa dé lahko prist na to, Ze limita
bude pevny bod funkcie f.

Pre ¢ = lim z,, dostavame
n— oo

n— oo n— oo

fley=f ( lim xn) = lim f(z,) = T}er;oxn+1 =c

Takze takymto spésobom moézeme ndjst pevny bod funkcie f. (Alebo aspon niektory
z pevnych bodov, ak ich m4 nasa funkcia viac.)

Pre niektoré funkcie sa vsak moze stat, ze uvedend postupnost nebude konvergovat —Iahko
sa 0 tom moézeme presvedcit na konkrétnych prikladoch. Na obrazku je priklad funkcie,
ktord m4 jediny pevny bod. Ale bez ohladu na to, kde za¢neme, tak postupnost iteracii bude
divergovat. (Jedinou vynimkou je, ak by sme za xg zvolili priamo tento pevny bod.)

Mbze sa stat aj to, ze v zavislosti od volby xy tato postupnost niekedy dokonverguje k
zo a niekedy nie. Takyto priklad je na obrazku pre funkciu f(z) = 22 resp. f(z) = /7.
Na tom istom priklade si mézeme vsimnut, ze hoci niektoré volby xg postupnost konverguje
k pevnému bodu x = 1, ale k pevnému bodu x = 0 sa takto nevieme dostat — iba ak by sme
hned na zaciatku trafili priamo do tohoto bodu, teda pre volbu zg = 0.

Detailnejsie skiimanie toho, za akych predpokladov na funkciu f vieme ukéazat existenciu
pevného bodu resp. to ¢i k nemu konverguje postupnost iterdcii, nechajme na predmety z ma-
tematickej analyzy. Azda sa ale oplati spomenuf prinajmensom nasledujicu vetu, s ktorou
ste sa mozno uz mohli stretnut:

Veta 6.3.2 (Banachova veta o pevnom bode). Nech f: R — R je funkcia a existuje konstanta
a < 1 takd, Ze pre lubovolné x,y € R plati

|f(@) = f(y)] < alz —y|.

Potom funkcia f md prdve jeden pevny bod c.
Postupnost iterdcii
Tnt1 = f(zn)

konverguje k tomuto bodu c pre lubovolni volbu xg.

Ak ste sa na niektorom predmete stretli s touto vetou, tak bola pravdepodobne sfor-
mulovand o ¢osi vseobecnejsie (napriklad pre metrické priestory alebo aspon pre linedrne
normované priestory).

Mozeme si vS§imnut, ze z podmienky uvedenej v tejto vete automaticky vyplyva spojitost.
Funkcie, ktoré spliiaji tito podmienku pre nejaké a, sa volaju lipschitzovské.

Pomocou tejto vety by sme napriklad vedeli ukazat, Ze ak je nasa funkcia spojite dife-
rencovatelnd a pre jej pevny bod plati |f/(c)| < 1, tak pri volbe z¢ dostatoéne blizko bodu ¢
dostaneme konvergenciu.
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>

fl@)=2x—1+sinz

Obr. 6.9: Tterdcie funkcie f(z) =2z — 1 +sinz

6.3.2 Babylonska metéda hladania odmocniny

Pozrieme sa na jednu pomerne zndmu (a azda aj trochu zaujimavii) aplikdciu tejto metddy.

Konkrétne vyuzijeme funkciu

a presved¢ime sa, Ze ju vieme pouzit na vypocet odmocniny +/a.
Asi je dost Tahké presvedcit sa, ze ak = > 0 je pevny bod tejto funkcie, ¢ize vyhovuje

rovnici
T+
2
tak skutocne musi platit x = /a. Otdzka je, ¢i by sme nejako vedeli zdovodnit, Ze ak za¢neme
s lubovolnym zy > 0, tak iteracie tejto funkcie skutocne budu konvergovat.
Vyskasanim prvych par hodnét pre a = 2 sa mozeme presvedcit, ze tadto metéda pomerne
rychlo konverguje k hodnote /2, ktor je priblizne 1.4142.

xr =

e [y=(z 3+ 2)/2 y

9 _ 1
3 17 289 1
2 — 14167 ooy —
2 A 144
— — 1-4142 =
12 408 166464 + 166464
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>

Obr. 6.10: Iterdcie funkcie f(x) = 22 resp. f(z) = /x

UZ po troch krokoch (ktoré st este asi zratatelné rucne), sme dostali pomerne mali chybu
a vypocditali sme odmocninu z dvoch na viacero spravnych desatinnych miest. (Konkrétne
V2 =1414213562... a 577/408 = 1-414 215 686.)

T4to metéda by sa teda dala pouzit aj ak by sme cheeli vypodéitat priblizni hodnotu /a
rucne. (A aj ak chceme naprogramovat algoritmus, ktory réta priblizné hodnoty odmocnin,
tak tato metéda bude veelku efektivna.)

A

v

. w+3 . . .
Obr. 6.11: Pre funkciu f(z) = *5= iterdcie koverguju k v/2

Jedna pomerne prirodzend interpretacia toho, ¢o tu robime, je takyto pohlad na vec: Ak
r = /a, tak plati x = 2. Ak sme sa netrafili, tak z ¢isel z a ¢ bude jedno mensie ako \/a
a druhé vacsie ako v/a. (Za predpokladu, ze sme zvolili kladné z.) Teda zobrat aritmeticky
priemer tychto dvoch ¢isel ako lepSiu aproximéaciu odmocniny vyzera byt vcelku zmysluplny
napad.
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HTladanie pevnych bodov
Tvrdenie 6.3.3. Necha >0 a

2
Potom postupnost urcend rekurzivnym predpisom

fa) =21

Tp +
Tpt1 = f(zn) = 9 =
konverguje k v/a pre lubovolni volbu xg > 0.

Doékaz. Skiisme sa pozriet na to, ¢o sa stane pri jednej iteracii

r+ 2 2 —2\/ax +a
VA ——
_ - Va?
N 2z

a
x+$

1, va
> ‘Vﬁ—zh‘x

(6.3)
Z toho vidime, Ze pre n > 1 méme z,, > /a. (Vyraz f(x) — \/a je vzdy nezdporny.)
Pre vzdialenost f(x) od y/a dostaneme z (6.2)

1
e~ val < e~ Va
Dostaneme tak (pre n > 1)

(6.4)
To znamend, ze vzdialenost z,, — \/a sa v kazdom kroku zmens{ prinajmensom na polovicu

1
‘mn_\/&|:xn_\/a<7

= on |$1 - \/a|a
z ¢oho uzZ je jasné Ze postupnost x,, konverguje k 1/a.

O
funkcia f(z) =
nie iba pre a = 2. Staci si uvedomit, ze

Na obréazku si tiez mozeme vSimnit, ze pevny bod = = /a je sicasne bod, v ktorom
% (x + %) nadobida minimum. Nie je to ndhoda — plati to pre Tubovolné a,

vyplyva napriklad zo zndmej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemeromﬂ

5 AM-GM nerovnost vo vieobecnosti hovori, ze

Ti+@2 -t
T

n
plati pre Tubovolné nezaporné redlne ¢isla 1,

> Yziwe .. xn

., Tp; pricom rovnost nastane iba v pripade 1 = z3 = --
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