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Homeomor�zmy De�nícia homeomor�zmu

De�nícia homeomor�zmu

De�nícia

Zobrazenie h : X → Y medzi topologickými priestormi (X , TX ),
(Y , TY ) sa nazýva homeomor�zmus, ak h je bijektívne, spojité a aj
f −1 je spojité.

U ∈ TX ⇔ h[U] ∈ TY
V ∈ TY ⇔ h−1[V ] ∈ TX

Homeomor�zmy



Homeomor�zmy De�nícia homeomor�zmu

Homeomorfné priestory

De�nícia

Topologické priestory (X , TX ), (Y , TY ) nazveme homeomorfné, ak
existuje homeomor�zmus h : X → Y .
Ozna£enie: (X , TX ) ∼= (Y , TY ) alebo stru£nej²ie X ∼= Y .

I X ∼= X ;
I X ∼= Y ⇒ Y ∼= X
I X ∼= Y ∧ Y ∼= Z ⇒ X ∼= Z
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Homeomor�zmy De�nícia homeomor�zmu

Topologické vlastnosti

De�nícia

Vlastnos´ P topologických priestorov sa nazýva topologická
vlastnos´, ak pre ©ubovo©né dva priestory X a Y , ktoré sú
homeomorfné, platí ºe X má vlastnos´ P práve vtedy, ke¤ Y má
vlastnos´ P .

Termín topologická vlastnos´ teda pouºívame pre vlastnosti, ktoré
sa prená²ajú homeomor�zmami.
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Príklady homeomor�zmov Intervaly

Intervaly

I 〈a, b〉 ∼= 〈c , d〉
I (a, b) ∼= (c , d)
I 〈0, 1〉 � (0, 1) resp. 〈0, 1〉 � R
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Príklady homeomor�zmov Intervaly

Intervaly a R

(0, 1) ∼= (a, b) ∼= (a,∞) ∼= (−∞, b) ∼= R

Figure: Príklad homeomor�zmu medzi R a (−1, 1)
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Príklady homeomor�zmov Intervaly

Interval a kruºnica

S = {(x , y) ∈ R2; x2 + y2 + 1}

(0, 1) ∼= S \ {x0}

h(t) = (cos t, sin t)

d(h(t1), h(t2)) =

∣∣∣∣2 sin t1 − t2
2

∣∣∣∣
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Príklady homeomor�zmov Intervaly

Interval a kruºnica

Figure: Vzdialenos´ dvoch bodov na kruºnici.
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Príklady homeomor�zmov Intervaly

Stereogra�cká projekcia

S \ {x0} ∼= R

(x , y) 7→ x

1− y
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Príklady homeomor�zmov Intervaly

Stereogra�cká projekcia

S \ {(0, 1)} → R

(x , y) 7→ x

1− y

t 7→
(

2t

t2 + 1
,
t2 − 1

t2 + 1

)
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Príklady homeomor�zmov Intervaly

Stereogra�cká projekcia

(x , y) 7→ x

1− y

(x , y , z) 7→
(

x

1− z
,

y

1− z

)
(x1, x2, . . . , xn) 7→

(
x1

1− xn
,

x2
1− xn

, . . . ,
xn−1
1− xn

)
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Príklady homeomor�zmov Intervaly

Priestor C (ω)

I X = {0, 1, 2, . . . } ∪ {∞}
I Bx = {{x}} pre x 6=∞
I B∞ = doplnky kone£ných mnoºín

· · ·

∞

C(ω)

C (ω) ∼= {0} ∪ {1
n
; n ∈ N \ {0}}
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Otvorené a uzavreté zobrazenia Otvorené a uzavreté zobrazenia

Otvorené a uzavreté zobrazenia

De�nícia

Nech (X , TX ), (Y , TY ) sú topologické priestory, f : X → Y je
zobrazenie.
Zobrazenie f je otvorené, ak pre kaºdú otvorenú mnoºinu U ∈ TX
je jej obraz f [U] otvorená mnoºina v priestore Y .
Zobrazenie f je uzavreté, ak pre kaºdú otvorenú podmnoºinu C
priestoru X je aj f [C ] uzavretá (mnoºina v priestore Y ).

Na to, aby bolo zobrazenie otvorené, sta£í aby boli otvorené obrazy
bázových mnoºín

Homeomor�zmy



Otvorené a uzavreté zobrazenia Vz´ah s homeomor�zmami

Otvorené a uzavreté zobrazenia

Tvrdenie

Nech f : (X , TX )→ (Y , TY ) je bijekcia. Nasledujúce podmienky sú
ekvivalentné:
a) Zobrazenie f je otvorené.
b) Zobrazenie f je uzavreté.
c) Zobrazenie f −1 je spojité.
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Otvorené a uzavreté zobrazenia Vz´ah s homeomor�zmami

Otvorené a uzavreté zobrazenia

Dôsledok

Nech f : X → Y je zobrazenie medzi topologickými priestormi.
Potom platí:
a) Zobrazenie f je homeomor�zmus práve vtedy, ke¤ f je
bijektívne, spojité a otvorené.
b) Zobrazenie f je homeomor�zmus práve vtedy, ke¤ f je
bijektívne, spojité a uzavreté.
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